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1. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011211:
Ist die Summe 2139 4 392! durch 45 teilbar? Die Antwort ist zu begriinden!

Aufgabe 011212:

Bei der Planung unserer sozialistischen Volkswirtschaft werden in zunehmendem Mafle mathematische Me-
thoden angewandt. Das gilt ganz besonders fiir das Transportwesen, bei dem es darauf ankommt, mit
moglichst geringen Kosten eine optimale Leistung zu erreichen. Man nennt die angewandte Methode, die
erstmalig 1939 von Prof. L. W. Kantorowitsch in Leningrad vorgeschlagen wurde, die Methode der linearen
Programmierung. Das folgende Beispiel, das sehr stark vereinfacht wurde, da in Wirklichkeit die Verhalt-
nisse viel komplizierter sind, zeigt das Prinzip der Methode:

Zwei Ziegeleien produzieren 10 Millionen bzw. 15 Millionen Ziegel. Sie sollen zwei Baustellen versorgen, die
einen Bedarf von 18 Millionen bzw. 7 Millionen Ziegel haben. Die Entfernungen betragen:

1. Ziegelei zur 1. Baustelle 25 km,
1. Ziegelei zur 2. Baustelle 24 km,
2. Ziegelei zur 1. Baustelle 26 km,
2. Ziegelei zur 2. Baustelle 20 km.

Zu welchen Baustellen miissen die von der 1. bzw. 2. Ziegelei produzierten Ziegel transportiert werden,
damit die Gesamttransportkosten moglichst gering sind? Dabei wird angenommen, dafy die Transportkosten
der Entfernung proportional sind.

Aufgabe 011213:
Wieviel verschiedene dreistellige Zahlen lassen sich mit den Ziffern

a) 1 und 2, b) 1, 2 und 3, ¢)1,2,3und 4
bilden, wobei die Ziffern auch mehrfach benutzt werden diirfen?
Versuchen Sie, eine GesetzméBigkeit zu finden!
d) Welche Losung erhilt man fir vierstellige Zahlen?

e) Was laft sich fiir vierstellige Zahlen vermuten, wenn man n Ziffern zur Verfiigung hat? Versuchen Sie,
diese Vermutung zu beweisen!
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Aufgabe 011214:

Es ist ein Dreieck ABC' aus AC =b, AB = ¢ und ¥4BMA = w zu konstruieren, wobei M die Mitte der
Strecke BC' ist. Es sei w < 90°.

Man beweise, dafl die Aufgabe dann und nur dann lésbar ist, wenn b - tan § < ¢ < b ist. In welchem Falle
tritt Gleichheit auf?

Aufgabe 011215:
Zur Berechnung der Lénge [ eines Treibriemens wird in der Praxis die Naherungsformel

D+d (D —d)?

= 2
™ + 2a + 1a

benutzt. Dabei ist

d der Durchmesser der treibenden Scheibe,
D der Durchmesser der getriebenen Scheibe und
MiMs = a der Abstand der beiden Achsen.

Fiir die folgenden beiden Beispiele soll die Lange des Treibriemens genau und nach der Ndherungsformel
berechnet werden.

Wie grof3 ist in den beiden Beispielen der relative Fehler (in Prozent), der bei Anwendung der Naherungs-
formel entsteht?

a) d =140 mm, D = 220 mm, ¢ = 500 mm,
b) d = 60 mm, D = 220 mm, ¢ = 200 mm.
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1. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011221:

Im internationalen Postverkehr sind fiir Briefsendungen und Péickchen in rechteckiger Form (Form eines
Quaders) die folgenden Hochst- und Mindestmafle vorgeschrieben:

HochstmaBe: Léange, Breite und Hohe zusammen 90 cm, groite Lange jedoch nicht
mehr als 60 cm;

Mindestmafe: Lénge 10 cm, Breite 7 cm.

a) Welches Hochstvolumen kann eine Sendung haben? Wie grofl sind in diesem Falle Lénge, Breite und
Hohe? (Begriindung!)

b) Welches Mindestvolumen kann eine Sendung haben? Wie grof sind in diesem Falle die Kanten? (Be-
griindung!)

Aufgabe 011222:

Wenn die drei natiirlichen Zahlen x, y und z der Bedingung z% + y? = 22 geniigen, ist ihr Produkt = -y - 2
stets durch 60 teilbar.

Beweisen Sie diese Behauptung!

Aufgabe 011223:

Finf Gefiafle enthalten je 100 Kugeln. Dabei enthalten einige Geféfie nur Kugeln von 10 g Masse, wiahrend
die anderen Geféafle nur Kugeln von 11 g Masse enthalten.

Wie kann man durch eine einzige Wagung mit Waagschalen und geeigneten Wégestiicken feststellen, welche
Geféle Kugeln von 10 g und welche Gefifle Kugeln von 11 g enthalten? (Dabei diirfen aus den Gefifien
Kugeln herausgenommen werden.)

Aufgabe 011224:
Gegeben sind drei parallele Geraden g1, go und g3, die untereinander ungleiche Absténde haben.

Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck, dessen Punkte A, B, C' auf den Geraden liegen! Begriinden Sie
die Konstruktion!
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1. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011231:

Zwei Ziegeleien produzieren 6 Millionen bzw. 12 Millionen Ziegel. Sie sollen vier Baustellen versorgen, die
einen Bedarf von 5,2; 3,0; 5,7 bzw. 4,1 Millionen Ziegel haben. Die Entfernungen (in km) zwischen den zwei
Ziegeleien und den vier Baustellen sind aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

Baustelle 1 2 3 4

Ziegelei1 28 30 37 21
Ziegelei 2 26 36 18 20

Wieviel Ziegel miissen von der 1. bzw. 2. Ziegelei zu den einzelnen Baustellen transportiert werden, da-
mit die Gesamttransportkosten moglichst gering sind? Es wird angenommen, dafl die Transportkosten der
Entfernung proportional sind. Die Baustelle 3 soll dabei nur von der Ziegelei 2 beliefert werden.

Aufgabe 011232:

Aus Aluminiumblech von 2 mm Stérke sollen 10000 Werkstiicke nach der beigefiigten Zeichnung 1 gestanzt
werden. (Sdmtliche Innenwinkel sind gleich grof}; ¢ = 34 mm, b = 8 mm.)

5y

Sz

S

Zeichnung 1 Zeichnung 2

a) Wie lang und wie breit muf} der Blechstreifen sein, aus dem gestanzt wird? Dabei ist zu beachten, dafl
die Stegbreite (Abstand der Teile voneinander bzw. vom Rand) s; = 2 mm betragen mufl. Wieviel
Quadratmeter Blech werden verbraucht? Wieviel Quadratmeter betrigt der Abfall?

b) Es wird der Verbesserungsvorschlag gemacht, nach Zeichnung 2 zu stanzen, um Material zu sparen.
Wie lang und wie breit mufl nunmehr der Blechstreifen genommen werden? Wieviel Quadratmeter
Blech wird verbraucht? Wieviel Quadratmeter betragt der Abfall? Wieviel Prozent betragt die Mate-
rialersparnis gegeniiber dem unter a) angegebenen Verfahren? (Stegbreite hier so = 3 mm.)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 )



http://www.olympiade-mathematik.de E%
Aufgabe 011233:

Einem Wiirfel von der Kantenlénge a werden ein Tetraeder und ein Oktaeder einbeschrieben.

a) Wie verhalten sich die Volumina der 3 Korper zueinander?

b) Dem Tetraeder wird noch eine Kugel einbeschrieben. Begriinden Sie, dafi diese Kugel gleichzeitig das
Oktaeder beriihrt, und driicken Sie das Volumen dieser Kugel als Funktion von a aus!

Aufgabe 011234:
Bemerkung 011334 = 011135

Gegeben sei eine Strecke AB = a = 6 cm. M sei der Mittelpunkt der Strecke. Schlagen Sie mit AM um M

den Halbkreis iiber AB! Halbieren Sie AM und M B und schlagen Sie iiber beiden Strecken mit @ die
beiden Halbkreise, die innerhalb des groflen Halbkreises liegen!

Es ist der Mittelpunkt des Kreises zu konstruieren, der den grofien Halbkreis von innen und die beiden
kleinen Halbkreise von auflen beriihrt! Die Konstruktion ist zu begriinden!

Aufgabe 011235:
Es ist zu beweisen, dafl z +y < a\@, wenn 22 4+ y? = a? und a > 0 ist!
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1. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011241:

Bei 27000 Diingungsversuchen mit Phosphordiingemitteln stellte man die folgenden mittleren Ernteertrige
fiir Kartoffeln fest:

Diingergabe bezogen auf PoOs (dt/ha) | Ernteertrag (dt/ha)

0,0 237
0,3 251
0,9 269

Die zwischen der Diingergabe z (in dt/ha) und dem Ernteertrag y (in dt/ha) bestehende Beziehung kann
durch die folgende Relation angenédhert wiedergegeben werden:

y=a—>b-107%
wobei a, b und k Konstanten sind.
a) Berechnen Sie mit Hilfe der oben angegebenen Werte diese Konstanten!
b) Berechnen Sie den Ernteertrag fiir eine Diingergabe von 0,6 dt/ha und 1,2 dt/ha!

¢) Stellen Sie die prozentuale Abweichung der errechneten Werte von den im Versuch ermittelten Werten
261 dt/ha bzw. 275 dt/ha fest!

Aufgabe 011242:
Es seien u, v und w beliebig gewahlte positive Zahlen, kleiner als 1.

Man soll zeigen, dafl unter den Zahlen u(1 — v), v(1 — w), w(1 — u) stets mindestens ein Wert nicht groBer
1

als 7 vorkommt.

Aufgabe 011243:

1000 m Mit einer Rollenschere sollen aus Blechen
22 82 von 1420 mm Breite rechteckige Bleche,

und zwar mit einer Breite von 500 mm und
einer Gesamtldnge von 1000 m sowie mit
einer Breite von 300 mm und einer Gesamt-
lange von 1800 m geschnitten werden. Bis-
her wurde nach der beigefiigten Zeichnung
geschnitten, in der die graue Fliche den
600 m Abfall darstellt, der ziemlich grof ist.

(014 74%
—~
00€ 00€ 00E 005

Eine sozialistische Brigade macht den Vorschlag, so zu schneiden, daf§ der Abfall erheblich geringer wird.
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a) Wieviel Prozent betriagt der Abfall, wenn wie bisher geschnitten wird?

b) Wie muf} die Brigade schneiden, damit der Abfall méglichst gering wird, und welche Gesamtlinge der
Ausgangsbleche ist in diesem Fall erforderlich?

¢) Wieviel Prozent betrigt jetzt der Abfall?

Aufgabe 011244:
Gegeben sei ein konvexes ebenes Viereck.

Es ist zu beweisen, daf} fiir den Quotienten ¢ aus dem grofiten und dem kleinsten aller Abstdnde zweier
beliebiger Eckpunkte voneinander stets gilt:

q> V2.

Aufgabe 011245:

Gegeben sind eine Ebene P und zwei feste Punkte A und B, die nicht in dieser Ebene liegen. Man bezeichnet
mit A’ und B’ zwei Punkte der Ebene P und mit M und N die Mittelpunkte der Strecken AA’, BB'.

a) Bestimmen Sie den geometrischen Ort des Mittelpunktes der Strecke M N, wenn sich die Punkte A’
und B’ willkiirlich in der Ebene P bewegen!

b) In der Ebene P wird ein Kreis O betrachtet. Bestimmen Sie den geometrischen Ort L des Mittelpunktes
der Strecke M N, wenn die Punkte A’ und B’ sich auf dem Kreise O oder in dessen Innern befinden!

¢) Wird A’ fest auf dem Kreise O oder in dessen Innern angenommen und B’ beweglich im Innern
oder AuBiern von O, so soll der geometrische Ort des Punktes B’ bestimmt werden, so dafl der oben
bestimmte Ort L derselbe bleibt.

Anmerkung: Bei b) und c) sollen folgende Félle betrachtet werden:
1. A’ und B’ sind verschieden,

2. A’ und B’ fallen zusammen.
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2. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021211:

Das ,Haus des Lehrers“ in Berlin ist ein monolithischer Stahlbetonskelettbau. Der (idealisierte!) Horizon-
talquerschnitt durch das Erdgeschof3 zeigt die wichtigsten aus Stahlbeton gefertigten Teile.

480 | 480
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o o 80 © © 80
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30 Hjt 30
o——O
080

Die Hohe des Erdgeschosses betrégt 6,00 m, die vier eingezeichneten 2,00 m breiten Zuginge zum Treppen-
haus sind jeweils 2,15 m hoch. Sédmtliche Achsmafle betragen 4,80 m.

Berechnen Sie den Bedarf an Beton fiir das gesamte Erdgeschof3! Dabei bleibt die Bewehrung unberiicksich-
tigt.

Aufgabe 021212:

Eine Fischereiproduktionsgenossenschaft mochte wissen, wieviel Fische einer bestimmten Sorte sich ungeféhr
in einem kleinen See befinden. Zu diesem Zwecke werden 30 Fische dieser Sorte gefangen, gekennzeichnet
und in den See zuriickgegeben. Am néchsten Tage werden 52 Fische derselben Sorte gefangen, unter denen
4 das Kennzeichen haben.

Wieviel Fische der Sorte befanden sich ungefihr in dem See? (Begriindung!)

Aufgabe 021213:
Beweisen Sie, dafl die Funktion

|z — 1]
Y=
V2 —2zx+2

die folgenden Eigenschaften hat:
a) sie ist fiir alle reellen Zahlen definiert,

b) sie ist fiir alle x > 1 wachsend,

o

)
) sie hat den Wertevorrat 0 <y < 1,
)

d) ihr Bild ist achsensymmetrisch! Bestimmen Sie die Symmetrieachse und beweisen Sie die Symmetrie-

eigenschaften der Kurve!
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Aufgabe 021214:
Es sind sdmtliche Losungen der Gleichung

cos® x - cos® 2z - cos? 3z + sin® z - sin? 2z - sin? 3x

= cos® x - cos® 2z + cos® z - cos? 3z + cos? 3z - cos? 2z

fur 0° < x < 360° zu bestimmen!

Aufgabe 021215:
Auf einer Kreislinie sind drei verschiedene Punkte A, B, C' gegeben.

Es ist auf der gleichen Kreislinie ein weiterer Punkt D so zu konstruieren, dafi ABC D sowohl Sehnenviereck
als auch Tangentenviereck ist! (Naherungslosungen z. B. mit Hilfe einer Hyperbel gelten nicht als Losung.
Es diirfen nur Zirkel und Lineal benutzt werden.)

Aufgabe 021216:

Es ist zu beweisen, da8 es genau ein Paar natiirlicher Zahlen x und y gibt, fiir das die Zahl N = 2* + 4y*
eine Primzahl ist!
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2. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021221

Der Begriinder des Verfahrens der Linearoptimierung, Prof. Dr. L. W. Kantorowitsch fiihrt folgendes Beispiel
an:

In einem Betrieb stehen fiir Frasarbeiten zur Verfiigung:
a) 3 Frismaschinen,
b) 3 Frasmaschinen mit Revolverkopf-Spannvorrichtung,
¢) 1 Automat.

Es sollen in gleicher Anzahl zwei Sorten Werkstiicke angefertigt werden. Die Produktion je Arbeitstag
betragt fur die oben angegebenen Maschinen je Maschine:

a) 10 Stiick Sorte 1 oder 20 Stiick Sorte 2,
b) 20 Stiick Sorte 1 oder 30 Stiick Sorte 2,
¢) 30 Stiick Sorte 1 oder 80 Stiick Sorte 2.

Wieviel Werkstiicke kénnen mit diesen Maschinen unter den aufgefithrten Bedingungen maximal gefertigt
werden?

Aufgabe 021222:

d Ein Lichtstrahl, der in einem Medium 1 die Geschwindigkeit ¢; hat, wird
1 i an der Grenzschicht gebrochen und hat im Medium 2 die Geschwindig-
A : keit Co.
a a D _[F Beweisen Sie, daf} die fiir den Weg ADB (siehe Abbildung) bendtigte
E 2 | Zeit ein Minimum wird, wenn
B b sina 1
| B sinf ¢
ist!
Aufgabe 021223:
a) Beweisen Sie, daf} fiir jedes ebene Dreieck gilt:
3
cos? a + cos? 8+ cos? v > 1

b) In welchem Falle tritt Gleichheit ein?
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Aufgabe 021224:

Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt C. Man wihle einen Punkt E auerhalb AB
so, daB CE = CB ist!

Auf der Strecke CE bzw. auf ihrer Verlingerung iiber E hinaus ist ein Punkt D so zu konstruieren, daf}
CA=CD ist!

a) Welches ist der geometrische Ort fiir alle Schnittpunkte M der Stecken AD und BE bzw. ihrer
Verldngerungen?

b) Die Behauptung ist fiir jede mogliche Lage der Punktes C' zu beweisen.

Anmerkung: Zur Eigenschaft eines geometrischen Ortes gehort auch der Nachweis, dafl jeder seiner Punkte
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Aufgabe 021225:
Beweisen Sie, daf fiir alle positiven reellen Zahlen a und b stets

b

=2
a

(Sl s}

ist!

Anmerkung: Achten Sie auf die richtige Reihenfolge der Beweisschritte!
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2. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021231:
Fiir welche Werte von z gilt

1+x_ 1—2z

Aufgabe 021232:
Konstruieren Sie ein (konvexes) Viereck aus seinen Diagonalen, dem Winkel zwischen ihnen und zwei Seiten!

Begriinden Sie die Konstruktion und diskutieren Sie die verschiedenen Moglichkeiten!

Aufgabe 021233:
Beweisen Sie folgende Behauptung!

Wenn eine positive ganze Zahl durch 99 teilbar ist, dann ist die Summe ihrer Ziffern nicht kleiner als 18.

Aufgabe 021234:
Geben Sie (fiir alle positiven Winkel z) fiir

1 1
2

8
> 2
-3

sinz  cos?x

alle Losungen an!

Aufgabe 021235:
Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt M.

Man konstruiere iiber derselben Seite der Strecke AB die Quadrate AM DE und M BGH! Die Mittelpunkte
der beiden Quadrate seien R und S.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken RS?

Aufgabe 021236:

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDA'B'C'D’ mit AA’ || BB’ || CC’ || DD'. Der Punkt X durchlauft mit
konstanter Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats ABCD in dieser Reihenfolge, der Punkt Y durchliuft
mit derselben Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats A’D’C’B’ in dieser Reihenfolge. Beide Punkte
beginnen ihre Bewegungen im gleichen Augenblick von den Punkten A und A’ aus.

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte Z der Strecken XY'!
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2. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021241:

a) Beweisen Sie, dafl der Rest bei der Division einer beliebigen Primzahl durch 30 entweder 1 oder eine
Primzahl ist!

b) Gilt das auch bei der Division einer Primzahl durch 60?7 Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 021242:
Fiir welche Zahlen = des Intervalls 0 < z < 7 gilt

tan2x  2cot 2z

<17
tanx cotx

Aufgabe 021243:

Es ist zu beweisen: Wenn mindestens zwei unter den reellen Zahlen a, b, ¢ von Null verschieden sind, so gilt
die Ungleichung

a? b2 2
b2+02+62—|—a2 +a2+b2

Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

3
> —.
-2

Aufgabe 021244:

Gegeben sei ein Rechteck mit den Seiten 2a und 2b, wobei a > b ist. Von diesem Rechteck sollen vier
kongruente rechtwinklige Dreiecke (an jeder Ecke ein Dreieck, dessen Katheten auf den Rechteckseiten
liegen) so abgeschnitten werden, dafl die Restfigur ein Achteck mit gleich langen Seiten bildet.

Die Seite des Achtecks ist durch a und b auszudriicken und aus a und b zu konstruieren. Auflerdem ist
anzugeben, unter welchen Bedingungen die Aufgabe losbar ist.

Aufgabe 021245:

Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenldnge a. Eine Strecke PQ von der Lénge p, wobei p < a ist, bewegt
sich so, daf} ihre Endpunkte stets auf den Seiten des Quadrats liegen.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken PQ?
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Aufgabe 021246:

Gegeben sei eine Pyramide ABCD, deren Grundfliche ABC' ein Dreieck ist. Durch einen Punkt M der
Kante DA werden in der Ebene der Flachen DAB bzw. DAC die Geraden M N bzw. M P so gezogen, daf}
N auf DB und P auf DC liegen und ABN M sowie ACPM Sehnenvierecke sind.

a) Beweisen Sie, dafi auch BCPN ein Sehnenviereck ist!

b) Beweisen Sie, dafi die Punkte A, B,C, M, N, P auf einer Kugel liegen!
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3. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031211:

Von den Punkten A und B einer Strecke AB, deren Linge nicht direkt gemessen werden kann, werden zwei
weitere Punkte C' und D, deren gegenseitiger Abstand bekannt ist, angepeilt. Man mifit folgende Winkel:

4DAB =80°, <CAB =30°, <ABC=60° <ABD = 20°.
Die Lange der Strecke CD betrigt 2 km. Wie kann man die Linge der Strecke AB ermitteln?

a) Losen Sie die Aufgabe durch Konstruktion! Fertigen Sie eine Konstruktionsbeschreibung und eine
Begriindung an!

b) Losen Sie die Aufgabe auf rechnerischem Wege! (Es gentigt hierbei die Angabe der Formeln, eine
zahlenméfige Berechnung wird nicht verlangt.)

Aufgabe 031212:

Beim Eichen eines Dynamometers wurden die Grofien der Belastung P gemessen, die erforderlich waren,
um den Zeiger bis zu bestimmten Teilstrichen der Skala ausschlagen zu lassen. Man erhielt die folgenden
Werte:

Zahl der Teilstriche Belastung in kp
N P
0 0
5 4,87
10 10,52
15 17,24
20 25,34

Die Belastung P kann durch die folgende ganze rationale Funktion von N dargestellt werden:
P(N) =a;N + ayaN? 4+ agN® + ayN*.
a) Es sind die Koeffizienten a1, az, ag, a4 zu berechnen!
b) Welchen Wert hat die Funktion fiir N = 257 Vergleichen Sie mit dem durch Messung gefundenen Wert
P = 35,16!

Aufgabe 031213:
Man bestimme alle reellen Werte von x1, z2, 3, die den Gleichungen

T2 + T3 = pry,
T1 + x3 = pra,

r1 + 22 = px3
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geniigen, und ihre Abhéngigkeit von der reellen Zahl p (Parameter)!

Aufgabe 031214:
Man beweise:

Bezeichnen «, 3, v die Winkel eines Dreiecks, so gelten

cos? a + cos® B + cos® y 4+ 2cos acos fcosy = 1 und

sin? o = sin? B + sin? 4 — 2sin Bsiny cos a.

Aufgabe 031215:
Gegeben seien ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und ein Punkt P im Innern des Kreises.

Welches ist der geometrische Ort fiir die Mitten der durch P verlaufenden Sehnen?

Aufgabe 031216:
Es ist

26 20 2

65 @5 5
Man darf also bei diesem Bruch die Ziffern 6 ,kiirzen“. Fiir welche Briiche mit zweistelligen Zahlern und
Nennern ist ein solches ,,Kiirzen“ irgendeiner Ziffer des Zahlers gegen eine Ziffer des Nenners gestattet, ohne
dafl sich die dargestellte rationale Zahl dndert?
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3. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031221:

Geben Sie ohne Benutzung einer Tafel der Kubikzahlen alle zweistelligen Zahlen an, deren dritte Potenzen
mit den Ziffern der urspriinglichen Zahl in derselben Anordnung beginnen!

Aufgabe 031222:

Gegeben sei eine Strecke AB. Ein Schnittpunkt der um A bzw. B mit
AB geschlagenen Kreisbogen sei D (siche Abbildung). E sei der Mittel-
punkt von AB. Uber AE und EB als Durchmesser seien die Halbkreise
geschlagen.

Berechnen Sie M E, wobei M der Mittelpunkt des Kreises ist, der beide
Halbkreise und die Kreisbogen AD und BD bertihrt!

A F E G B
Aufgabe 031223:
Bestimmen Sie die Menge aller Paare (z,y) von reellen Zahlen z, y, die die folgenden Gleichungen befriedigen:

z+y z—y 1 1
- CoS =3 COST - COSY = —.

COs B) B) 1

Aufgabe 031224:

Es sei AD die Hohe eines Dreiecks ABC'. Ein Kreis, der die Seite BC' in D beriihrt, mége die Seite AB in
M und N und die Seite AC' in P und @ schneiden.

Man beweise, dafl

AM + AN AP+ AQ

-~
aC A5 ist!

Aufgabe 031225:

Zwei Hirten verkaufen eine Anzahl von Tieren, von denen jedes genausoviel Groschen einbringt, wie die
Anzahl der Tiere betrégt. Den Erlos verteilen sie folgendermafien:

Der erste Hirt erhélt 10 Groschen, der zweite 10 Groschen, dann wieder der erste 10 Groschen, der zweite
10 Groschen usw. Nachdem der erste zum letzten Mal 10 Groschen erhalten hat, verbleibt ein Rest, der
kleiner als 10 Groschen ist. Von diesem Rest kaufen sie ein Messer.

Wieviel kostet das Messer?
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3. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031231:
Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an, die folgende Eigenschaft besitzen!

Bildet man ihre dritte Potenz und streicht bei dieser Zahl alle Ziffern mit Ausnahme der letzten beiden, so
erhilt man wieder die urspriingliche Zahl.

Aufgabe 031232:
Beweisen Sie folgenden Satz:

Ein Dreieck mit den Winkeln «, 8 und - ist genau dann rechtwinklig, wenn
cos2a + cos 23 4+ cos 2y = —1  ist.

Aufgabe 031233:

Bestimmen Sie — in Abhéngigkeit von der reellen Zahl p — alle reellen Werte z, y, die die folgenden Glei-
chungen befriedigen:

X X
xy+§:3p(w2+y2) xy*gzp(x%ryz)!

Aufgabe 031234:
Far welche reellen Zahlen x ist
1 1 1 2

2 1 1
a) -+ > —, b) — + = T c) —+
r x+1 T+ 5 r z+1 T+ 5 x

1 2
<
z+1 x4+

(SIS

Aufgabe 031235:

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDA'B'C'D' mit AA” || BB" || CC" || DD'. Ferner sei eine Strecke XY gegeben,
wobei XY = AB und X ein Punkt der Strecke AA’ sowie Y ein Punkt der Fliche ABCD sind.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY'?

Aufgabe 031236:

Gegeben seien zwei verschiedene parallele Geraden a und b. Auf a liegt der Punkt A und auf b der Punkt
B. Konstruieren Sie alle Kreise k; = (M7;71) und ko = (Mz;72) mit den folgenden Eigenschaften:

a) Der Kreis k; berithrt @ in A, und M; liegt auf derselben Seite von a wie b.

b) Der Kreis ko bertihrt b in B, und M, liegt auf derselben Seite von b wie a.

d

)
c¢) Die Kreise k1 und ko haben genau einen Punkt gemeinsam.
) Esist r1 = 2ra.
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3. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031241:
Beweisen Sie, daf fiir alle positiven ganzrationalen Zahlen a und b stets

s b

ist! Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 031242:
Man bestimme alle reellen Werte x, die die folgende Gleichung befriedigen:

sin 3x - cos (g — 4x) +1

sin(%—?x)—cos(%—&—x)—kmzo.

Dabei ist m eine gegebene reelle Zahl.

Aufgabe 031243:
Gegeben sein ein (nicht notwendig regelméBiges) Tetraeder, dessen Seitenflichen sdmtlich flichengleich sind.

Beweisen Sie, dafi dann folgende Punkte zusammenfallen:

a) der Mittelpunkt der einbeschriebenen Kugel, das heifit der alle vier Seitenfléchen innerlich berithrenden
Kugel,

b) der Mittelpunkt der Umkugel, das heifit der durch die vier Eckpunkte gehenden Kugel!

Aufgabe 031244:
Es bezeichne a,, die letzte Ziffer der Zahl n(®") (n sei eine natiirliche Zahl # 0).

Beweisen Sie, dafi die Zahlen a,, eine periodische Folge bilden und geben Sie diese Periode an!

Aufgabe 031245:

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit 8 = 45°. Auf der Seite BC liege ein Punkt P, wobei BP : PC =1 : 2
(innere Teilung) und < APC = 60° sind.

Jemand behauptet, man kénne allein mit elementaren geometrischen Sitzen ohne Benutzung der ebenen
Trigonometrie die Grofle des Winkels « ermitteln.
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Aufgabe 031246:

Welche der folgenden vier Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

a
b
c

)
)
)
d)

Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.
Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.

Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.

1.-34. Olympiade - Klasse 12
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4. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 041211:

Aus einer vierstelligen Tafel entnehmen wir die folgenden Néherungswerte:

v/636 000 ~ 86,00 und /389000 ~ 73,00

Daher ist z = /636 000 — v/389000 ~ 13.

Ohne Benutzung einer weiteren Tafel soll entschieden werden, ob z gréfler, kleiner oder gleich 13 ist.

Aufgabe 041212:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Der Flacheninhalt eines Sehnenvierecks ist

F= \/(s —a)(s—=Db)(s—c)(s—d),

wobei a, b, ¢, d die Langen der Seiten des Sehnenvierecks sind und s = L‘W gesetzt wird.

Aufgabe 041213:
H G

Gegeben sei ein Quader ABCDEFGH mit den Kanten AD und
| AE von der Linge a und der Kante AB von der Linge ay/3. Der
E F Schnittpunkt der Diagonalen der Grundfliche ABCD sei S.

‘ a) Es ist der Radius der durch die Punkte A, D, H, E und S
Pf” A gehenden Kugel durch a auszudriicken.

©S b) Es ist zu beweisen, da§ die durch die Punkte S, F und G
A B gehende Ebene die Kugel bertihrt.

Aufgabe 041214:
Ohne Benutzung einer Zahlentafel oder eines Rechenstabes ist das Produkt

x = cos 20° - cos 40° - cos 60° - cos 80°

zu berechnen.
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Aufgabe 041215:

In einer IL 18 der Interflug, die nach Berlin fliegt, sitzen fiinf Fluggéste in einer Reihe nebeneinander. Thre
Berufe sind: Journalist, Feinmechaniker, Lehrer, Kapitdn und Ingenieur. Sie gehoren den folgenden Nationen
an: Polen, DDR, Ungarn, Zypern und UdSSR. Sie sind verschieden alt (21, 24, 32, 40 und 52 Jahre). Die
Fluggéste treiben verschiedene Sportarten (Handball, Schwimmen, Volleyball, Leichtathletik und Fufiball).
Thre Reiseziele sind: Berlin, Leipzig, Dresden, Karl-Marx-Stadt und Rostock.

Aus Gesprachen entnehmen wir folgende Angaben:
Der Ingenieur sitzt ganz links.

Der Volleyballspieler hat den mittleren Platz.
Der Pole ist Journalist.

Der Feinmechaniker ist 21 Jahre alt.

Der Lehrer treibt Schwimmsport.

Der Kapitén reist nach Rostock.

Der Handballspieler stammt aus der DDR.

Der Reisende aus der Sowjetunion fliegt nach Leipzig.

Der Leichathlet hat das Reiseziel Karl-Marx-Stadt.

11) Der Fluggast aus der DDR sitzt neben dem Fluggast aus Ungarn.

Der 52jéhrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Dresden fliegt.

13) Der 24jahrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Leipzig fliegt.

(
(
(12
(
(14

Der Ingenieur sitzt neben dem Zyprioten.

a

)

)

)

)

)

)

)

)

9) Der nach Berlin fliegende Reisende ist 32 Jahre alt.

)

)

)

)

)

) Wie alt ist der Kapitdn?
)

b) Welche Staatsangehorigkeit besitzt der Fulballspieler?

Weisen Sie nach, dafl die Angaben ausreichen, um beide Fragen eindeutig zu beantworten!
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4. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 041221:

Von einem Wiirfel mit der Kantenldnge a werden alle Ecken durch ebene Schnitte so abgetrennt, dafl aus
allen Seitenflichen des Wiirfels kongruente regelméflige Vielecke entstehen.

Es ist der Rauminhalt des Restkorpers zu berechnen. Unterscheiden Sie die folgenden Félle!
a) Es entstehen regelméflige Vierecke.
b) Es entstehen regelméfige Achtecke.
b) Gibt es noch andere Moglichkeiten?

Aufgabe 041222:
Es ist zu beweisen, daf} alle Zahlen der Form

73" + 1049 - 58"

- wobei n eine ungerade natiirliche Zahl ist - durch 1965 teilbar sind.

Aufgabe 041223:
Es ist zu zeigen, daB fiir alle reellen Zahlen @ und ¢ die Ungleichung a* — 4ac® + 3¢* > 0 richtig ist.

Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 041224:
Losen Sie das Gleichungssystem

sinz +siny 5
sinz —siny 3
x4y = 90°!

(Es soll eine Naherungslosung mit ganzzahligen Gradzahlen angegeben werden.)

Aufgabe 041225

In einem spitzwinkligen Dreieck ABC' ist der Punkt P zu konstruieren, von dem aus alle Seiten des Dreiecks
unter gleich grofien Winkeln erscheinen (d.h. <BPA = <CPB = 4CPA).

Aufgabe 041226:

Bestimmen Sie in der zy-Ebene die Menge aller Punkte, deren Koordinaten den beiden Ungleichungen
22+ y* <r?und |y —x [> § geniigen (r > 0)!
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4. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 041231:

In einem mathematischen Zirkel einigen sich sechs Teilnehmer auf eine reelle Zahl a, die der siebente Teilneh-
mer, der vorher das Zimmer verlassen hatte, bestimmen soll. Nach seiner Riickkehr erhélt er die folgenden
Auskiinfte:

1) a ist eine rationale Zahl.

2) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 14 teilbar ist.

3) a ist eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 13 ist.

4) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 7 teilbar ist.

)
)
)
)
5) a ist eine reelle Zahl, die folgende Ungleichung erfiillt. 0 < a® 4+ a < 8 000.
6) a ist eine gerade Zahl.

Er erfihrt, dal von den Auskiinften 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6 jeweils eine wahr und eine falsch ist.

Wie lautet die Zahl a! Wie hat der siebente Teilnehmer die Zahl ermittelt?

Aufgabe 041232:

Es sei f(x) = %j:db mit reellen Zahlen a, b, ¢, d als Koeffizienten (c # 0).

Fiir welche reellen Zahlen z wird durch die Zuordnung z — y = f(x) eine Funktion definiert? Ohne
Anwendung der Differentialrechnung ist anzugeben, welchen Bedingungen die Koeffizienten a, b, ¢, d geniigen
miissen, damit diese Funktion in jedem ihrer Definitionsbereiche streng monoton abnehmend ist.

Aufgabe 041233:

Gegeben sind in der Ebene eine Gerade g und zwei Punkte A und B, die nicht auf g, jedoch in derselben
durch g bestimmten Halbebene liegen.

Durch Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) ist ein Punkt P auf g zu finden, von dem aus die Strecke AB
unter einem moglichst groflen Winkel erscheint, d.h. fiir den < APB > < AQB fir alle Q € g gilt.

Aufgabe 041234:
Fiir welche reellen Zahlen x ist die Gleichung

tan®x + cot?z =6

erfullt?
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Aufgabe 041235:
Gibt es eine natirliche Zahl z, die auf zwei verschiedene Weisen in der Form

z=ua!l+y!
dargestellt werden kann, wobei x und y von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind und x < y ist?

Aufgabe 041236:

Gegeben sind im dreidimensionalen Anschauungsraum drei Kreise, die einander paarweise in drei verschie-
denen Punkten beriihren, d.h., je zwei Kreise haben genau einen gemeinsamen Punkt und in diesem Punkt
eine gemeinsame Tangente.

Es ist zu beweisen, dafl unter diesen Voraussetzungen die drei Kreise entweder in einer Ebene oder auf der
Oberflache einer Kugel liegen.
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4. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 041241:
Geben Sie alle reellen Losungen der Gleichung

N R Ry

an, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!

Aufgabe 041242:
Es ist zu entscheiden, durch welche der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 109, 151, 491 die Zahl

2 =1963'9% — 1963 teilbar ist.

Aufgabe 041243:

Im dreidimensionalen Raum sind zwei Parallelogramme ABCD und A’'B'C’'D’ gegeben. Jedes Parallelo-
gramm sei nicht entartet, d.h., seine 4 Eckpunkte sollen nicht auf ein und derselben Geraden liegen. Die durch
die Parallelogramme bestimmten Ebenen brauchen nicht voneinander verschieden zu sein. Die Strecken AA’,
BB’, CC’ und DD’ seien in demselben Verhéaltnis geteilt; die Teilpunkte seien A”, B”, C", D".

Welche Aussagen kann man iiber die aus den Punkten A” | B” | C”, D" gebildete Figur machen?

Aufgabe 041244:

Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe der Entfernungen von den
Seiten eines in dieser Ebene gegebenen regelméfliigen Fiinfecks oder ihren Verldngerungen fiinfmal so grof3
wie der Radius des dem Fiinfeck einbeschriebenen Keises ist!

Aufgabe 041245:
Ermitteln Sie alle Zifferntripel (z, y, z) mit z, y, z # 0, mit denen

(xzx...x): 2n Ziffern; (yyy...y): n Ziffern; (zzz...2): n Ziffern

fiir mindestens zwei voneinander verschiedene positive natiirliche Zahlen n erfiillt ist! Geben Sie sodann alle
Zahlen n an, fur die (1) mit den ermittelten Tripeln gilt!

Aufgabe 041246:
Es ist folgender Satz zu beweisen:

Sind «, § und v die Winkel eines Dreiecks, dann gilt:

N W

cosa + cos B 4 cosy <

Wann gilt das Gleichheitszeichen?
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5. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 051211:

Ein Winkelstahl (gleichschenkliger L-Stahl) s
hat den in der Abb. angegebenen Querschnitt. B
Dabei ist b = 50 mm, d = 5mm, r = 2r; =
7 mm.

a) Wie grof} ist seine Masse bei einer Lén-
ge von 5m? (Dichte des Stahls p =
7,85-25)7 <

b) Wie grof} ist der prozentuale Fehler, wenn
man zur Vereinfachung der Rechnung
die Rundungen vernachldssigt und an-
nimmt, daf3 die Querschnittsfliche aus 'E \7/
zwei rechteckigen Fldachen besteht? fas)

¢) Wie grof} ist der maximale prozentuale Fehler, der bei der zu b) durchgefithrten Naherungsrechnung
entsteht, wenn b = 50 mm und r = 7 mm konstant sind und d zwischen 5 mm und 9 mm liegt?

Aufgabe 051212:

Vier kongruente Kugeln beriihren eine Ebene auf ein und derselben Seite. Ferner beriihrt jede Kugel zwei
der anderen, und jede der Kugeln beriihrt einen und denselben geraden Kreiskegel, dessen Grundkreis in
der gegebenen Ebene liegt.

Es ist der Radius des Grundkreises des Kegels in Abhéngigkeit vom Radius der Kugeln und von der Hohe
des Kegels darzustellen (Fallunterscheidung).

Aufgabe 051213:
Jemand benutzt, um die Teilbarkeit natiirlicher Zahlen durch 7 zu untersuchen, die folgende ”Siebenerregel”:

Von der (mindestens zweistelligen) zu untersuchenden Zahl z wird die letzte Ziffer gestrichen. Von der
erhaltenen Zahl wird sodann das Doppelte der gestrichenen Zahl subtrahiert. Die so entstandene Zahl z;
ist dann und nur dann durch 7 teilbar, wenn z durch 7 teilbar ist. Indem er das Verfahren gegebenenfalls
wiederholt anwendet, kann er so von jeder natiirlichen Zahl z feststellen, ob sie durch 7 teilbar ist.

Man untersuche, ob diese "Siebenerregel” richtig ist.
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Aufgabe 051214:
Klaus und Dieter vereinbaren das folgende Spiel:

Klaus nimmt 6 Bindfdden gleicher Lénge in eine Hand, so dafl an jeder Seite der Faust sechs Bindfadenenden
herausragen. Dieter wird aufgefordert, die Enden auf jeder Seite paarweise zusammenzukniipfen. Stellt sich
beim Offnen der Hand heraus, daf die Bindfiden einen einzigen Ring bilden, so hat Dieter gewonnen,
anderenfalls gewinnt Klaus.

Wer von beiden hat die gréfieren Gewinnchancen? Stellen Sie dazu folgende Uberlegungen an!
a) Wieviel verschiedene Moglichkeiten m, die Bindfadenenden zu verkniipfen, gibt es iiberhaupt?
b) In wieviel Féllen r erhilt man einen einzigen Ring?
c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit w, daf} ein einziger Ring entsteht?

Bemerkung: w ist definiert als -, wobei m und 7 in a) und b) erkldrt sind.
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5. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 051221:

Aus einer Kugel vom Radius r wird ein Kugelsektor herausgeschnitten, der sich aus einem Kegel der Hohe
h und dem zugehorigen Kugelsegment zusammensetzt.

a) Welche Linge h hat die Hohe des Kegels, wenn der Flicheninhalt der herausgeschnittenen Kugelkappe
gleich einem Drittel des Oberflicheninhaltes der Kugel ist?

b) Welche Lénge h hat die Hohe des Kegels, wenn das Volumen des Kugelsektors gleich einem Drittel
des Volumens der Kugel ist?

Aufgabe 051222:
Man ermittle sdmtliche nicht negativen ganzen Zahlen n, fiir die die Zahl z = 5™ — 4™ durch 61 teilbar ist.

Aufgabe 051223:
Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine reelle Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Ist die Funktion f an der Stelle z definiert, so ist sie auch an den Stellen x + a und « — a definiert.

(2) Fir alle z, fur die die Funktion f definiert ist, gilt

f@+a) = m

a) Es ist zu beweisen, dafl die Funktion f periodisch ist, d. h., daf} es eine von Null verschiedene reelle
Zahl b gibt, so daB f(z) = f(xz + kb) fir alle z, fir die die Funktion f definiert ist, und fiir alle ganzen
Zahlen k gilt.

b) Geben Sie eine Funktion an, die die obigen Eigenschaften hat!

Aufgabe 051224:
Man ermittle alle reellen Zahlen x, y, fiir die die Gleichung

sin(x + y) = sinz + siny erfiillt ist.
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Aufgabe 051225:

Man ermittle sdmtliche reellen Zahlen z, fiir die das Polynom

fl@) = (= 1)(z-2)(z - 3)(z —4)

a) seinen kleinsten Wert annimmt (Wie gro8 ist dieser?) und

b) seinen grofiten Wert annimmt, wenn z auf das Intervall 1 < a < 4 beschrankt wird (Wie grof} ist
dieser?).

Aufgabe 051226:

Kann ein von einem regelméfBigen Tetraeder begrenzter Korper bei parallelem und senkrecht auf die Bild-
ebene auftreffendem Licht auf dieser einen quadratférmigen Schatten werfen?
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5. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 051231:
Es ist zu beweisen, daf§ die Zahl z = 2™ + 1 fiir keine natiirliche Zahl n > 0 Kubikzahl ist.

Aufgabe 051232:

S Die in der Abb. im Grundrif} gegebene vierseitige Pyramide soll durch eine
Ebene derart geschnitten werden, daf§ die Schnittfliche ein Parallelogramm ist.

a) Konstruieren Sie an dem gegebenen Grundrifl die geforderte Schnittfliche
c und die Spurgerade der zugehorigen Schnittebene!

D b) Wie verdndert sich die Konstruktion, wenn die Grundflache ein Trapez
ist?

c) Wie verdndert sich die Konstruktion, wenn die Grundfliche ein Paralle-
logramm ist?
A’

Aufgabe 051233:

a) Man ermittle simtliche Funktionen y = f(z), die fiir alle reellen Zahlen definiert sind und der Glei-
chung

a-flx—=1)+b-f(1—2)=cx
(a, b, c reelle Zahlen) gentigen, falls |a| # |b] gilt.
b) Man diskutiere ferner den Fall |a| = |b].

Aufgabe 051234:
Die Paare (x,,, y,) reeller Zahlen z,,, y, (n =0,1,2,...) seien wie folgt definiert:

xo =1,

yo =0,
T+l = Tn + 2yn,
Ynt1 = Tn + Yn

fir n > 0.
Man beweise, daf§ fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung

2 — 292 = (=1)" gilt.
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Aufgabe 051235:

Der Flacheninhalt des ebenen (nicht notwendig konvexen) Vierecks ABCD sei S, die Langen der Seiten
AB, BC, CD, DA seien (in dieser Reihenfolge) a, b, ¢, d.

Man beweise, dafl stets gilt

at+c b+d
< i
S< 2 2’

und untersuche, wann das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 051236:
Man beweise, daf fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die folgenden Beziehungen gelten:

(1) sinx +sin3z + ... +sin(2n — 1)z = 5”1277;"” fiir alle reellen  mit sinx # 0.

Sin

(2) sinx + sin3z + ... + sin(2n — 1)z = 0 fur alle reellen = mit sinz = 0.
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5. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 051241:
Man ermittle alle reellen Zahlen a, b und alle ganzen Zahlen n > 1, fir die

(a+b)" =a" +b" gilt.

Aufgabe 051242:

An einem Tanzabend hat jeder der anwesenden Herren mit mindestens einer der anwesenden Damen getanzt
und jede der anwesenden Damen mit mindestens einem der anwesenden Herren. Kein Herr hat mit jeder
der anwesenden Damen und keine Dame mit jedem der anwesenden Herren getanzt.

Es ist zu beweisen, dafl es unter den Anwesenden zwei solche Damen und zwei solche Herren gegeben hat, daf3
an dem Abend jede der beiden Damen mit genau einem der beiden Herren, und jeder der beiden Herren mit
genau einer der beiden Damen getanzt hat. (Es wird vorausgesetzt, dafl der Tanzabend nicht ohne Damen
und Herren stattgefunden hat, d.h., die Menge, die aus allen anwesenden Damen und Herren besteht, ist
nicht leer.)

Aufgabe 051243:

Unter allen Strecken M N, die das Dreieck AABC' in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegen, ist die Anzahl und
die Lange aller derjenigen zu ermitteln, die moglichst kurz sind.

Aufgabe 051244:

Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (z1, z2, x3, x4), fiir die das folgende Gleichungssystem
erfiillt ist:

1T + 123 + Toxz + x4 = 2 (1)
T1T9 + T1T4 + Toxy + 13 = 2 (2)
T1X3 + T1X4 + T3xg + T2 = 2 (3)
ToT3 + ToTy + T3xg + 11 = 2 (4)

Aufgabe 051245:
Man beweise, daf tan 7°30' = /6 + V2 — /3 — 2 gilt

Aufgabe 051246:
Man beweise den folgenden Satz:

Wenn der Schnitt jeder Ebene, die mit der Flache F mehr als einen Punkt gemeinsam hat, ein Kreis ist,
dann ist F' eine Kugel(flache).
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6. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 061211:

Die Cheops-Pyramide in Agypten hat die Form einer Pyramide mit der quadratischen Grundfliche ABCD.
Die Spitze S liegt 140 m tiber dem Mittelpunkt M der Grundfliche. Die Seitenldnge der Grundfliche betréigt
231 m. Wir wollen einmal annehmen, dafl folgendes moglich ist:

Ein Tourist besteigt die Pyramide derart, dafl er von A ausgehend auf geradem Wege senkrecht zur Kante
BS gelangt. Nachdem er diese Kante im Punkt By erreicht hat, geht er weiter auf geradem Wege senkrecht
zur Kante C'S bis zu dieser Kante im Punkt C7, von dort entsprechend weiter zum Punkt D; auf Kante
DS und zum Punkt A; auf der Kante AS.

a) Wie lang wére der von ihm von A bis zum Punkt A; zuriickgelegte Weg?
b) In welcher Hohe iiber der Grundfliche befinde sich der Tourist im Punkt A;?
¢) Welche Winkel wiirden die geraden Teilwege mit der Ebene der Grundfliche bilden?

Aufgabe 061212:

In einer Ebene sind fiinf Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Je zwei dieser
Punkte sind entweder durch eine rote oder eine blaue Strecke so verbunden, dafl keine drei von diesen
Strecken ein Dreieck derselben Farbe bilden.

a) Beweisen Sie:

(1.) Von jedem der fiinf gegebenen Punkte gehen genau zwei rote und genau zwei blaue Strecken aus.

(2.) Die roten Strecken bilden einen geschlossenen Streckenzug, der alle fiinf gegebenen Punkte ent-
hélt. Dasselbe gilt fiir die blauen Strecken.

b) Ermitteln Sie die Anzahl aller (voneinander verschiedenen) Moglichkeiten, die gegebenen fiinf Punkte
unter den Bedingungen der Aufgabe durch rote und blaue Strecken zu verbinden!

Aufgabe 061213:

In einer quaderférmigen Schachtel mit den inneren Abmessungen 10 cm, 10 cm und 1 em sind gleich grofie
Kugeln von 1 cm Durchmesser einzulegen. Jemand behauptet, man kénne mehr als 105 dieser Kugeln in
der Schachtel unterbringen.

Stellen Sie fest, ob diese Behauptung richtig ist!

Aufgabe 061214:
Geben Sie alle n-stelligen natiirlichen Zahlen an, die gleich der n-ten Potenz ihrer Quersumme sind!
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6. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 061221:
Beweisen Sie folgenden Satz:

Sind «, 8, v die Gradmafle der Winkel eines beliebigen ebenen Dreiecks, so gilt stets:

cot v - cot 5+ cot B - coty + coty - cota = 1.

Aufgabe 061222:
In einer Ebene seien die vier Punkte P, @, R, S (P # Q, R # S, PQ nicht senkrecht auf RS) gegeben.

Es ist zu zeigen, dafl man dann stets vier Geraden p, q,r, s mit P auf p, Q auf ¢, R auf r und S auf s so
konstruieren kann, dafl ihre simtlichen Schnittpunkte die Ecken eines Quadrates bilden.

Aufgabe 061223:
Beweisen Sie folgende Behauptung!

Ist s =aj; +ag + -+ + a, durch 30 teilbar, dann ist auch p = af + a3 + - - + a> durch 30 teilbar.

(a1, as,...,a, seien n ganze Zahlen.)

Aufgabe 061224:

Es sei M der Mittelpunkt der Kugel K4, und P sei ein Punkt auflerhalb K. Ferner sei Ky die Kugel mit
dem Mittelpunkt P und dem Radius von der Lénge M P, und I sei der Flacheninhalt des innerhalb K
liegenden Teiles von Ks.

Beweisen Sie, dafl I von der Lage des Punktes P unabhéngig ist!

Aufgabe 061225:
Es seien n, p, r, s natiirliche Zahlen. Ferner sei

(r+s-yp)"+(r—s5-p)" . (r+s-yp)"—(r—s-p)"
2 ’ 2-\/p

,t=r2—$%p, z=u?—1t".

u =

Man beweise:
a) u und v sind natiirliche Zahlen.

b) Die (somit ganze) Zahl z ist durch v? ohne Rest teilbar.
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Aufgabe 061226:

a) Geben Sie alle Tripel reeller Zahlen (x,y, z) an, die das Gleichungssystem

22 + 3y + 2z =1
dr — y + 22 = 2 (1)
8¢ + by + 3z = 4

erfullen!

b) Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich von dem Gleichungssystem (?7?) in genau einem Koeffizi-
enten unterscheiden und unendlich viele Losungen besitzen!

(Als "Koeffizienten” seien hier sowohl die auf der ”linken Seiten” stehenden "Vorzahlen” der Variablen
als auch die "absoluten Glieder” auf den "rechten Seiten” bezeichnet.)

Geben Sie auch in diesen Féllen alle Tripel reeller Zahlen an, die die jeweiligen Gleichungssysteme
erfiillen!

¢) Bilden Sie ein Gleichungssystem, das sich von (??) in genau zwei Koeffizienten unterscheidet, das aber
von keinem Tripel reeller Zahlen erfiillt wird!
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6. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 061231:

In ein und derselben Ebene seien n Punkte (n > 2) so verteilt, daf§ es zu jedem von ihnen unter den iibrigen
nur einen néchstgelegenen gibt. Zu jedem dieser n Punkte werde der von ihm ausgehende und in dem ihm
néchstgelegenen Punkt endende Vektor und nur dieser gezeichnet.

Man ermittle die groftmogliche Anzahl derjenigen unter diesen Vektoren, die dann in einem und demselben
der n Punkte enden kénnen.

Aufgabe 061232:

Gegeben sei die Kantenldnge a eines Wiirfels. Eine seiner Seitenflichen sei das Quadrat ABCD, der Mit-
telpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche sei M.

Wie grof} ist der Abstand den Geraden BC und AM?

Anmerkung: Unter dem Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden g und h versteht man die Lénge
derjenigen Strecke XY, die folgende Eigenschaften hat: X liegt auf g, y liegt auf h, XY 1 g, XY | h.

Aufgabe 061233:

Es sind alle diejenigen reellen Zahlen x in den Intervallen 0 < z < g und = < x < m anzugeben, fir die

f(z) =sinz + cosx + tan x + cot & positiv ist und alle diejenigen reellen Zahlen z, in denselben Intervallen,
fiir die f(z) negativ ist.

Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den f(z) in den obigen Intervallen annimmt, und wenn ja, welcher
Wert ist dies?

Aufgabe 061234:

15z —7
5

6; [—6,5] = —7 und

Man ermittle alle und nur diejenigen reellen Zahlen z, die der Gleichung {5 +86:17] geniigen.

1
Dabei bedeutet [a] die groite ganze Zahl, die nicht grofier als a ist; z.B. ist [23]
[6] = 6.

Aufgabe 061235:

Es seien n Schiiler mit Nummern versehen und in der Reihenfolge 1,2,3,...,n nebeneinander aufgestellt.
Ein Umordnungsbefehl besteht darin, dafl jeder Schiiler entweder einmal seinen Platz mit einem anderen
tauscht oder auf seinem Platz bleibt.

Man gebe zwei Befehle an, durch deren Hintereinanderausfithrung die Anordnung n, 1,2, 3, ..., n—1 entsteht.
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Aufgabe 061236:

Die Zahl sin 10° geniigt einer algebraischen Gleichung dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten.

Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten eindeutig bestimmte) Gleichung auf
und ermittle ihre beiden anderen Wurzeln.
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6. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 061241:

In einer Ebene ¢ seien ein Quadrat ABC D und ein in seinem Innern gelegenen Punkt P gegeben. Ein Punkt
Q@ durchlaufe alle Seiten des Quadrates.

Beschreiben Sie die Menge aller derjenigen Punkte R in €, fiir die das Dreieck APQR gleichseitig ist!

Aufgabe 061242:
Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl. Eine Zahlenfolge werde kurz eine Folge " F},” genannt, wenn n untereinander

verschiedene Zahlen z1, zs, ..., z, existieren, so daf} folgende Bedingungen erfiillt sind:
(1) Jedes Glied der Folge ist eine der Zahlen z1, 29, ..., 2z,.
(2) Jede der Zahlen z, 2o, . .., 2z, kommt mindestens einmal in der Folge vor.
(3) Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder der Folge sind voneinander verschiedene Zahlen.
(4) Keine Teilfolge der Folge hat die Form {a, b, a,b} mit a # b.
Bemerkung: Als Teilfolge einer gegebenen Folge {1, 22, x3,...} oder {z1,za,23,...,25} bezeichnet
man jede Folge der Form {Zn,,, Tm,, Tmg, .- - } 0der {Zm,, Ty, Tmgs - - - T, } mit natiirlichen Zahlen

mp <mog <mg<....
Beantworten Sie folgende Fragen:
a) Gibt es bei fest gegebenen n beliebig lange Folgen F),?

b) Wenn Frage a) fiir ein n zu verneinen ist:

Welches ist die groBtmogliche Anzahl von Gliedern, die (bei gegebenem n) eine Folge F,, haben kann?

Aufgabe 061243:
Man beweise folgenden Satz:

n
Ist n > 2 eine natiirliche Zahl, sind ay, ..., s, positive reelle Zahlen und wird > a; = s gesetzt, so gilt
i=1

" a
T
> .
s —a; n—1

i=1
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Aufgabe 061244:

Gegeben ist eine natiirliche Zahl n > 3. Es sei V = P1 P, ... P, ein ebenes regelméfiges n-Eck.

Geben Sie die Gesamtanzahl aller voneinander verschiedenen stumpfwinkligen Dreiecke APy P, P, (wobei
Py, P, Py Ecken von V sind) an!

Aufgabe 061245:

Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n die Anzahl A(n) aller ganzzahligen nichtnegativen Losungen der
Gleichung 5z + 2y + z = 10n!

Aufgabe 061246:
Man beweise folgenden Satz:

Liegen die n paarweise voneinander verschiedene Punkte P;, i = 1,2,...,n,; n > 2, so im dreidimensionalen
Raum, daf jeder von ihnen von ein und demselben Punkt @ einen kleineren Abstand hat als von jedem
anderen der P;, dann ist n < 15.
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7. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 071211:

Vier Personen A, B, C, D legten gemeinsam eine positive ganze Zahl fest. Jeder der vier gibt iiber diese
Zahl die folgenden drei Auskiinfte, von denen jeweils mindestens eine wahr und mindestens eine falsch ist:

A

: 1. Die Zahl ist durch 4 teilbar;
2. sie ist durch 9 teilbar;
3. das 11fache der Zahl ist kleiner als 1 000.

B: 1. Die Zahl ist durch 10 teilbar;
. sie ist grofer als 100;
. das 12fache der Zahl ist gréler als 1000.

W N

. Die Zahl ist eine Primzahl;
. sie ist durch 7 teilbar;
. sie ist kleiner als 20.

W N =

D: 1. Die Zahl ist nicht durch 7 teilbar;
. sie ist kleiner als 12;
3. das 5fache der Zahl ist kleiner als 70.

[\]

Wie lautet die Zahl?

Aufgabe 071212:
Die Rentabilitdt des Einsatzes von Rohbraunkohle oder Braunkohlenbriketts wird auch durch die Transport-
kosten beeinfluit. Die folgende Tabelle zeigt die Kosten (in M je Mill. kcal) einschliellich der Transportkosten

fiir Rohbraunkohle bzw. Braunkohlenbriketts, und zwar fiir Transportentfernungen von 0 km, 100 km und
200 km.

Transportentfernung Kosten in M je Mill. kcal

in km Rohbraunkohle Braunkohlenbriketts
X y zZ

0 4,0 8,0

100 8,6 9,2

200 12,1 10,0

Allgemein lassen sich die Kosten fiir die Entfernungen bis etwa 400 km durch eine Funktion vom Typ
y = ap + a1z + azz? darstellen.
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Ermitteln Sie die Koeffizienten ag, a1, as in beiden Fallen! Entscheiden Sie, fiir welche Transportentfernungen
bis 400 km der Einsatz von Rohbraunkohle billiger ist!

Aufgabe 071213:

Die Abb. zeigt ein regelméfliges Neuneck mit seinem
Umkreis. Um die Eckpunkte A, B, C, D, E, F, G,
H und K dieses Neunecks sind in der aus der Abb.
ersichtlichen Weise Kreisbogen gezeichnet, deren Ra-
dien ebenso lang wie die Neuneckseiten sind.

Untersuchen Sie, ob die in der Figur mit L, M und N
bezeichneten Schnittpunkte dieser Kreisbogen Eck-
punkte eines gleichseitigen Dreiecks sind!

Aufgabe 071214:

Zur Verfiigung stehen eine Holzkugel, ein Zirkel, mit dem man sowohl auf einer (geniigend grofl gedachten)
ebenen Fliche als auch auf der Kugeloberfliche zeichnen kann, Bleistift, ein starr geradliniges (ohne Lén-
genskale) Lineal und (ebenes) Zeichenpapier.

Man konstruiere den Radius der Holzkugel!
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7. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 071221:
Es seien xj und y, ganzrationale Zahlen, die die Bedingungen 0 < x3, < 2 und 0 <y, < 2 erfiillen.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller (nicht entarteten) Dreiecke mit Eckpunkten Py (zy;yr), wobei xy, y
die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten von P, bedeuten!

Anmerkung: Dabei gelten zwei Dreiecke A; und As genau dann als gleich, wenn jede Ecke von A,
auch Ecke von Aj ist.

b) Geben Sie die Mafizahlen der Flicheninhalte aller dieser Dreiecke an!

Aufgabe 071222:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Gegeben seien gewisse Gegenstéinde, von denen jeder eine bestimmte Farbe und eine bestimmte Form hat.
Wenn es unter diesen Gegenstinden zwei von verschiedener Farbe und zwei von verschiedener Form gibt,
dann befinden sich unter den Gegenstdnden mindestens zwei solche, die sich sowohl in der Farbe als auch
in der Form unterscheiden.

Aufgabe 071223:
Beweisen Sie, daf fiir alle nicht negativen reellen Zahlen a, b, ¢

a® + 0%+ ¢ > a®>Voe + b Vac + AVab  gilt!

Aufgabe 071224:

Beweisen Sie, dal das Produkt von vier aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen nicht das Quadrat
einer positiven ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 071225:
Es sind alle geordneten Paare reeller Zahlen (x,y) anzugeben, fir die das Gleichungssystem

z-(ax® +by* —a) =0 (1)
y - (az® + by —b) =0 (2)
erfiillt ist. Dabei sind a und b reelle Zahlen mit a # 0, b # 0 und a # b.

Aufgabe 071226:

Gegeben sei eine regelméflige sechsseitige Pyramide. Man lege einen ebenen Schnitt durch die Pyramide,
der durch die Mittelpunkte zweier nicht benachbarter und nicht paralleler Seiten der Grundfliche und durch
den Mittelpunkt der Héhe der Pyramide verlauft.

Es ist das Verhéltnis des Flacheninhalts der dabei entstehenden Schnittfigur und des Flidcheninhalts einer
Seitenfliche der Pyramide zu ermitteln.
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7. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 071231:

Drei gleich grofie Holzkugeln mit einem Radius der Lénge r, die sich paarweise beriihren, liegen auf einer
ebenen Tischplatte.

Wie grof} ist der Radius einer vierten Kugel, die alle drei Kugeln und die Tischplatte gleichzeitig beriihrt?

Aufgabe 071232:
Es ist das Produkt

sin 5° sin 15° sin 25° sin 35° sin 45° sin 55° sin 65° sin 75° sin 85°

in einen Ausdruck umzuformen, der aus natiirlichen Zahlen lediglich durch Anwendung der Rechenope-
rationen des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit natiirlichen
Waurzelexponenten gebildet werden kann.

1
Beispiel: sin 30° sin 60° = 1\/3

Aufgabe 071233:

Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl 7777 — 777

Aufgabe 071234:

Es sei y = f(x) eine fur alle reellen Zahlen x definierte Funktion, die fiir alle derartigen = folgende Gleichung
erfiillt

fla+1)=(x+1)- f(z) (1)

Auflerdem sei y = g(z) eine ebenfalls fiir alle reellen x definierte Funktion. Fiir alle x sei f(x) von 0
verschieden.

Beweisen Sie!

Die Funktion ¢(z) = f(z) - g(x) erfillt genau dann fiir alle reellen = die Gleichung

pz+1) = (z+1)p(), (2)

wenn g(z) eine periodische Funktion mit der Periodenlénge 1 ist.
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Aufgabe 071235:

In einer Weberei wird Garn von genau sechs verschiedenen Farben zu Stoffen von je genau zwei verschiedenen
Farben verarbeitet. Jede Farbe kommt in mindestens drei verschiedenen Stoffsorten vor. (Dabei gelten zwei
Stoffsorten dann und nur dann als gleich, wenn in ihnen dieselben zwei Farben auftreten.)

Beweisen Sie, dafl man drei verschiedene Stoffsorten derart finden kann, daff in ihnen alle sechs Farben
auftreten!

Aufgabe 071236:

Beweisen Sie, daf} es stets moglich ist, von 6 Punkten einer Ebene, wobei keine 3 Punkte kollinear (d.h. auf
derselben Geraden gelegen) seien, 3 Punkte derart auszuwéhlen, dafl diese die Ecken eines Dreiecks bilden,
das einen stumpfen Winkel von mindestens 120° enthé&lt!
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7. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 071241:

Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (z1, z2, x3, x4), fiir die das folgende Gleichungssystem
erfiillt ist:

r1+ars+2x3=>0 (1)
To+ars+ x4 =05 (2)
T3+ axry+x1=> (3)
T4+ axry +x2="> (4)

Dabei sind a und b reelle Zahlen (Fallunterscheidung!).

Aufgabe 071242:

Welche von allen Ebenen, die eine und dieselbe Korperdiagonale eines Wiirfels mit der Kantenldnge a
enthalten, schneiden aus den Wiirfel eine Schnittfigur kleinsten Flacheninhaltes heraus?

Berechnen Sie den Fliacheninhalt solch einer Schnittfigur!

Aufgabe 071243:

Geben Sie alle Funktionen y = f(x) an, die jeweils in groftmoglichem Definitionsbereich (innerhalb des
Bereichs der reellen Zahlen) der Gleichung

a- f(z") + f(=2") = bx

geniigen, wobei b eine beliebige reelle Zahl, n eine beliebige ungerade natiirliche Zahl und a eine reelle Zahl
mit |a| # 1 ist!

Aufgabe 071244:
Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene natiirliche Zahlen mégen eine geometrische Folge bilden, von der
die ersten fiinf Glieder neunstellig, fiinf weitere Glieder zehstellig, vier Glieder elfstellig und zwei Glieder
zwolfstellig sind.

Man beweise, dafl es genau eine Folge mit diesen Eigenschaften gibt.

Aufgabe 071245:
Es ist zu beweisen, daf fiir alle reellen Zahlen x des Intervalls 0 < z < 7 die Ungleichung

1 1
sinx + 5 sin 2z + 3 sin 3z > 0 erfullt ist.
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Aufgabe 071246:
Es ist folgender Satz zu beweisen:

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn mindestens zwei seiner Winkelhalbierenden gleich lang
sind.
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8. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081211:

Bei den Europameisterschaften der Ruderinnen im August 1966 erhielten in der Landerwertung die DDR
als erfolgreichstes Land, 37 Punkte und die UdSSR 36,5 Punkte. Beide Lénder erhielten in jeder der 5
Disziplinen Einer, Doppelzweier, “Vierer mit”, Doppelvierer und Achter genau je eine der drei pro Disziplin
vergebenen Medaillen.

Wieviel Goldmedaillen, wieviel Silbermedaillen und wieviel Bronzemedaillen erhielt jedes der beiden Lander?
Die Punktbewertung ergibt sich aus der folgenden Tabelle.

| Goldmedaille | Silbermedaille | Bronzemedaille

Einer bzw. Doppelzweier 6 ) 4
“Vierer mit” bzw. Doppelvierer 9 7,5 6
Achter 12 10 8

Es ist ferner bekannt, daf§ die DDR beim Doppelzweier besser als beim Einer und beim Doppelvierer besser
als beim “Vierer mit” abschlofl. Die UdSSR schnitt beim Einer besser als beim Doppelzweier ab.

Aufgabe 081212:

a) Auf den Seiten AB, BC' und C'A des Dreiecks AABC liegen die von den Eckpunkten und paarweise
untereinander verschiedenen Punkte Al, A27 A3 bzw. Bl, BQ, Bg, B4 bzw. 01, 027 03, 04, 05.

Geben Sie die Anzahl aller Dreiecke an, die aus allen diesen Punkten (einschlieflich der Eckpunkte A,
B, C) gebildet werden kénnen! Zwei Dreiecke gelten genau dann als gleich, wenn jede Ecke des einen
Dreiecks auch Ecke des anderen ist.

b) Geben Sie die Anzahl aller verschiedenen Dreiecke an, wenn es sich entsprechend um die Punkte Aq,
ey Ag bzw. By, ..., By, bzw. Cy, ..., C,, handelt (k, m, n gegebene natiirliche Zahlen)!

Aufgabe 081213:
In einem regelméfBigen Tetraeder ABC'D schneiden sich die Héhen in einem Punkt S.

Berechnen Sie die Grofie o des Winkels <CS D!

Aufgabe 081214:
Quadratwurzeln berechnet man haufig mit der folgenden Néherungsformel:

b
a?+b~a+ —.
2a

Dabei sind a und b positive reelle Zahlen.
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a) Es ist zu beweisen, daf fiir den Fehler § = a+ 2= — v/a? + b dieses Néherungswertes stets 0 < § < %
gilt.

b) Stellen Sie eine analoge Niherungsformel fiir a3 + b auf, und geben Sie eine Abschitzung fiir den
Fehler!

Bei der praktischen Anwendung wird b relativ klein gewédhlt. Wie 143t sich die Abschétzung vereinfa-
chen, wenn man etwa a, b ganzzahlig voraussetzt, und zwar so, dafl a® + b zwischen den Kubikzahlen
a’ und (a + 1)3 liegt?

¢) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Formeln Néherungswerte fiir v/56 und +/80!
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8. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081221:
Geben Sie alle Primzahlen p an, fiir die sowohl p + 10 als auch p + 14 Primzahlen sind!

Aufgabe 081222:

In einer dreiseitigen Pyramide sei die Grundfliache ein gleichseitiges Dreieck der Seitenldnge a, die Spitze S
liege in der Hohe h iiber dem Schnittpunkt M der Seitenhalbierenden des Grunddreiecks.

Welchen Wert hat der Quotient %, wenn der Neigungswinkel zweier Seitenflichen der Pyramide gegenein-
ander 90° betragt?

Aufgabe 081223:
Man gebe zwolf reelle Zahlen aq, ..., ag, b1, ..., bg so an, daB fiir jede reelle Zahl x die Gleichung

2241 = (2® + a12 + b)) (2% + agz + b)) (2 + azx + b3)
(2% 4 agx + by) (2* + asz + bs) (2 + agx + be)

gilt!

Aufgabe 081224:
Es sind, alle reellen Zahlen x anzugeben, fiir die die Gleichung

e+ 1|z =2 |z+3|-|Jz—4|=|z—1] |z +2| |z — 3| |z + 4]
erfillt ist.

Aufgabe 081225:
Man beweise v4 — /3 < /3 — \3/5, ohne die Wurzeln auszurechnen.

Aufgabe 081226:

Ein Trapez ABCD, dessen Grundseiten die Lingen a und b (¢ > b) haben und dessen beide anderen
(nichtparallelen) Seiten, geniigend verlangert, einen Winkel der Grofle « einschlieen mogen, habe einen
Inkreis.

Berechnen Sie aus den Groflen a, b und o den Durchmesser d dieses Inkreises!
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8. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081231:

Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die Gleichung

2r b1 Ardboa e
a(z+a)  w—2a a(r+a)(z—2a) '

Dabei sei a eine reelle Zahl. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 081232:

a) Man untersuche, ob die Zahlenfolge a,, = v/25n2 4+ 7n + 1 — 5n, streng monoton fallend ist.

b) Beweisen Sie, daf} alle Glieder a,, dieser Folge groler als 0,7 sind.

Aufgabe 081233:
Es sei P, P, eine Strecke in einer Ebene € und g die Gerade, die diese Strecke enthélt.

a) Von einem Punkt @ auf g, der nicht auf P; P liegt, werden an alle die Kreise in ¢, die P; P; als Sehne
besitzen, die Tangenten gelegt.

Beweisen Sie! Die Beriihrungspunkte dieser Tangenten liegen auf einem Kreis um Q.
b) Es seien Q1 und Q2 zwei verschiedene Punkte auf g, die nicht auf der Strecke P; P liegen.
Beweisen Sie! Die beiden Kreise um )7 und @2, die fiir diese Punkte die Bedingung des Aufgabenteiles

a) erfiillen, haben keinen Punkt gemeinsam.

Aufgabe 081234:

Durch die Verbesserung der Lebensbedingungen und des Gesundheitsschutzes konnte in der DDR die Tuber-
kulose mit grolem Erfolg bekdmpft werden. Wéhrend im Jahre 1950 noch 92 760 Erkrankungen an aktiver
Tuberkulose auftraten, ging diese Zahl in den folgenden 16 Jahren auf 13777 im Jahre 1966 zuriick.

a) Um wieviel Prozent nahm jahrlich die Anzahl der Erkrankungen ab, wenn man eine gleichbleibende
jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt (was, abgesehen von geringen Schwankungen, der Wirk-
lichkeit entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum 1950 bis 1966 die sogenannte Halbwertzeit, d.h. diejenige Zeit,
in der die Anzahl der Fille auf die Hélfte gesenkt wurde (Angabe in Jahren mit einer Stelle nach dem
Komma)?
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¢) Mit wieviel Erkrankungsfillen ist im Jahre 1970 zu rechnen, wenn man weiter eine gleichbleibende
jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt?

Aufgabe 081235:

Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide und die ihr umbeschriebene Kugel. Uber diese Pyramide und diese
Kugel werden die folgenden Aussagen gemacht:

1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso lang wie der Durchmesser der Kugel.
2) Die Léngen der beiden anderen Grundkanten verhalten sich wie 3 : 4.

3) Das Volumen der Pyramide betrigt 40 cm?.

5) Die Grundfliche der Pyramide ist ein rechtwinkliges Dreieck.

(
(
(
(
(
(6

)
)
4) Alle Kanten der Pyramide sind einander paarweise gleich lang.
)
)

Die Hohe der Pyramide ist ebenso lang wie der Radius der Kugel.

Es sei bekannt, dafl von den obigen sechs Aussagen eine Aussage falsch und die iibrigen Aussagen wahr sind.

Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

Aufgabe 081236:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fir die die Gleichung

6 4

sin® z + cos® z = a (sin® 2 4 cos® z)

mindestens eine reelle Losung hat. Ferner sind sdmtliche Losungen fir a = % anzugeben.
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8. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081241:

Jeder nichtnegative periodische Dezimalbruch reprisentiert eine rationale Zahl, die auch in der Form p/q
dargestellt werden kann (p und ¢ natiirliche Zahlen und teilerfremd, p > 0, ¢ > 0). Nun seien a;, as, az und
a4 Ziffern zur Darstellung von Zahlen im dekadischen System. Dabei sei a1 # ag oder as # a4.

Beweisen Sie!

Die Zahlen z1 = 0,a1a2a3az = 0, a1a2a3a4a1a2a30a4...
22 = 0,a4a10203
R3 = Oam
z4 = 0,a2a30401

haben in der obigen Darstellung p/q stets gleiche Nenner.

Aufgabe 081242:

In einer Ebene ¢ liege ein Kreis £ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Als “Spiegelung am Kreis k"
bezeichnet man die folgende Abbildung, durch die jedem Punkt P # M aus € ein Punkt P’ aus ¢ zugeordnet
wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl.

(2) Esist MP- MP' = r2%

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im Innern von k gegebenen Punkt P # M den Spiegelpunkt P’!

b) Es sei ein weiterer Kreis k; beliebig gegeben, jedoch so, dafl M auBerhalb von k; liegt.
Konstruieren Sie k], d.h. die Menge aller Spiegelpunkte P’ der Punkte P von k!

Aufgabe 081243:

Eine Menge M von Elementen u, v, w heif3t eine Halbgruppe, wenn in ihr eine Operation definiert ist, die
jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus M eindeutig ein Element w aus M zuordnet (man schreibt
u®v = w) und wenn diese algebraische Operation assoziativ ist, d.h. wenn fiir alle Elemente u, v, w aus M
gilt:

(uRv)Qw=1u® (vw).
Es sei nun c eine positive reelle Zahl, und es sei M die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen, die kleiner
als ¢ sind. Fiir je zwei Zahlen u,v aus M werde definiert:

U+ v
UBV=—g -

L+

Man untersuche
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b) ob diese Halbgruppe regulir ist, d.h. ob aus u ® v1 = u ® vy stets v1 = v und aus v1 @ u = vy @ u
ebenfalls v; = vy folgt.

a) ob M eine Halbgruppe ist;

Aufgabe 081244:
Losen Sie das Gleichungssystem:

| logy (2 + y)| + |loga(z — y)[ = 3
xy = 3!

Aufgabe 081245:
Beweisen Sie, daf} fiir alle reellen Zahlen x gilt:

sinbx = 16sinx sin(x—ﬁ) sin(x—i—z) sin x—Q—ﬂ sin $+21
N 5 5 5 5)°

Aufgabe 081246:

Es seien n eine positive ganze Zahl, h eine reelle Zahl und f(x) ein Polynom (ganze rationale Funktion) mit
reellen Koeffizienten vom Grade n, das keine reellen Nullstellen besitzt.

Man beweise, dal dann auch das Polynom
F(z) = f(a) +h- f'(x) + 02 f'(x) + -+ " fO ()

keine reellen Nullstellen hat!
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9. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 091211:

Bei einer Abendveranstaltung tanzte jeder der anwesenden Herren mit genau drei Damen, und zwar mit
jeder genau einmal. Als alle Teilnehmer nach dem Tanz noch in gemiitlicher Runde beieinander safien und
den Abend iiberblickten, wurde festgestellt, dafl jede der anwesenden Damen mit genau zwei Herren, und
zwar mit jedem genau einmal, getanzt hatte. Ferner bemerkte man, daf je zwei der Herren im Verlaufe des
Abends genau eine gemeinsame Tanzpartnerin gehabt hatten.

Es ist die Anzahl aller bei dieser Veranstaltung anwesenden Damen und Herren zu ermitteln.

Aufgabe 091212:

a) Es sind alle reellen Losungen der Gleichung x(z + 1)(x + 2)(z + 3) = % zu ermitteln.

b) Ferner sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fir die die Gleichung z(x + 1)(x + 2)(x 4+ 3) = a keine,
genau eine, genau zwei, genau drei, genau vier bzw. mehr als vier verschiedene reelle Losungen in x
hat.

Aufgabe 091213:

Es sind alle natiirlichen Zahlen a anzugeben, fiir welche die Gleichung a®* = (a®)® erfiillt ist.

Anmerkung: a®" bedeutet a(®").

Aufgabe 091214:

In einem ebenen Geldnde kann das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r iiber einer Sehne AB der
Linge AB = s < 2r (der gesuchte Kreisbogen sei der kleinere der beiden von A und B begrenzten Bogen
eines Kreises vom Radius r) nach folgender Niherungsmethode ausgefiithrt werden:

In beliebigen Teilpunkten 7" im Innern der Strecke AB werden Senkrechte nach der Seite des gesuchten
Kreisbogens errichtet und auf diesen von T' aus Strecken der Lange TP = 2’ = g—b

> abgetragen (AT = a,
@ =b). Der gesuchte Punkt P des Kreisbogens auf der Geraden durch T und P’ habe von T' den Abstand
TP = z. Ferner sei, wie in der Vermessungstechnik vorausgesetzt wird, s < %r.

Es ist zu beweisen, dafl dann der rela- L
S
tive Fehler § = |2 , i stets kleiner als P!
0,0051, d.h. 5,1 %o ist.
A T B
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9. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 091221:
Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge a4, as, ... , ay, ... durch die (independente) Darstellung

ap = con® + c1n + co, (1)
wobei c¢g, ¢1, co reelle Zahlen sind. Als erste Differenzenfolge bezeichnet man die Folge D,(Zl) = Qpt1 — Qp

und als zweite Differenzenfolge die Folge D = Dfllll — DS), (n=1,2,3,...).

a) Es seien ¢g = 1, ¢; = —1, ¢ = 1. Unter dieser Voraussetzung sind a,, D%l), Dg) firn=1,2 3,4
und 5 zu berechnen.

b) Es ist allgemein zu beweisen, daf fiir (1) die Folge DS konstant ist.

Aufgabe 091222:

In einem Wiirfel mit den Eckpunkten A, B, C, D, E, F, G, H und der Kantenlénge a seien F'B, F'G und
FE die drei von F' ausgehenden Kanten. Ferner sei € die Ebene durch G, B, E.

Es ist zu beweisen, dafl die Kérperdiagonale F'D senkrecht auf der Ebene € steht und von ihr im Verhéltnis
1: 2 geteilt wird.

Aufgabe 091223:
Es sind alle reellen Losungen des folgenden Gleichungssystems anzugeben:

r+y=az (1)
x—y=bz (2)
Py =cz (3)

Dabei sind a, b, ¢ reelle Zahlen. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 091224:

Gegeben seien natiirliche Zahlen k£ und n mit 0 < k& < n. In einer Schachtel liegen (offen sichtbar, so daf§
ihre Anzahl festgestellt werden kann) genau n Kugeln. Zwei Spieler spielen ein Spiel nach der folgenden
Regel:

Die Spieler nehmen abwechselnd Kugeln aus der Schachtel heraus, und zwar sind jeweils mindestens eine und
hochstens £ Kugeln zu entnehmen. Wer die letzte Kugel aus der Schachtel entnehmen muf}; hat verloren.

Welche Beziehung zwischen & und n muf erfiillt sein, damit
a) der anziehende Spieler,
b) der nachziehende Spieler

den Gewinn erzwingen kann?

1.-34. Olympiade - Klasse 12 57



http://www.olympiade-mathematik.de E%

9. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 091231:

a) Es ist zu beweisen, daf} die Zahl

~65533% +65534% 4 65 535% + 65 536° + 65 537° + 65 538> + 65 539°
32765 - 32766 + 32767 - 32768 + 32768 - 32769 + 32770 - 32771

ganzrational ist!

b) Die Zahl z ist zu berechnen!

Aufgabe 091232:

Vier Freunde, Axel, Bodo, Christian und Dieter, kauften sich ein Boot. Sie einigten sich, daf} jeder von
ihnen eine der ersten vier Fahrten mit dem Boot durchfiihren solle. Bei der Festlegung der Reihenfolge
dieser Fahrten duflerten sie folgende Wiinsche:

1. Fiir den Fall, dafl Dieter als Erster fahren sollte, wollte Christian als Dritter fahren.
2. Wenn Axel oder Dieter als Zweiter fahren sollte, dann wollte Christian als Erster fahren.
Dann und nur dann, wenn Axel als Dritter fahren sollte, wollte Bodo als Zweiter fahren.

Falls Dieter als Dritter fahren sollte, so wollte Axel als Zweiter fahren.

ook W

Wenn Dieter als Letzter fahren sollte, dann wollten Christian als Dritter und Axel als Erster fahren.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten fiir die Reihenfolge, in der die ersten vier Fahrten durchgefiihrt werden
konnen, so dafl diese Wiinsche erfillt sind!

Aufgabe 091233:

Gegeben sei in einer Ebene ¢ ein Kreis £ mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt M. Ein Punkt P; der Ebene heifle Spiegelpunkt eines Punkts P
(P # M) beztiglich k, wenn P; auf dem von M ausgehenden und durch P
verlaufenden Strahl liegt und M P - M P; = r? ist.

Es sei k1 ein Kreis der gleichen Ebene ¢, der k orthogonal schneidet, d.h.
die Tangenten der beiden Kreise in den Schnittpunkten stehen senkrecht
aufeinander.

Welches ist der geometrische Ort aller Spiegelpunkte der auf k; gelegenen Punkte P beziiglich k7
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Aufgabe 091234:
Beweisen Sie, dafl das Produkt

2n—1 2499
2n 2500

p= (n natiirliche Zahl)

DN | =
o
[N 3

kleiner als 0,02 ist!

Aufgabe 091235:

Die Ebene ¢ eines gegebenen Dreiecks AABC wird in dessen Eckpunkten derart von drei Kugeln beriihrt,
dafl die Kugeln auflerdem paarweise einander von auflen beriihren.

Ermitteln Sie die Radien der drei Kugeln in Abhéngigkeit von den Seitenléngen des gegebenen Dreiecks!

Aufgabe 091236:

a) Ermitteln Sie den Wertevorrat W der fiir alle reellen x durch y = sinxz + cosz erkldrten Funktion
(d.h. alle diejenigen y, zu denen ein x mit y = sinz + cos z, x reell, existiert)!

b) Zeigen Sie, daf} es eine ganzrationale Funktion g(y) mit folgender Eigenschaft gibt!

7

Gehort y zu W und ist 2 eine Zahl mit sinx 4 cosx = y, so ist sin’ x + cos” z = g(y).
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9. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 091241:

An einem internationalen Zeltlager nimmt eine Gruppe von 30 Freunden teil, von denen ein Teil Deutsch, ein
Teil Russisch und ein Teil Franzosisch beherrschen, und zwar beherrschen einige Freunde nur eine Sprache,
einige zwei Sprachen und einige sogar drei Sprachen.

Die Anzahl der Freunde, die genau zwei Sprachen beherrschen, ist mehr als doppelt so grof3, jedoch weniger
als dreimal so grofl wie die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache beherrschen. Die Anzahl der Teilneh-
mer, die alle drei Sprachen beherrschen, ist ebenso grofl wie die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache
beherrschen.

Die Anzahl der Freunde, die nur Deutsch beherrschen, ist grofler als die Anzahl derjenigen, die nur Russisch
beherrschen, aber kleiner als die Anzahl derjenigen, die nur Franzosisch beherrschen. Die Anzahl derjenigen,
die nur Deutsch beherrschen, ist kleiner als das Dreifache der Anzahl derjenigen, die nur Russisch beherr-
schen.

Geben Sie jeweils die Anzahl aller Teilnehmer dieser Gruppe an, die nur Deutsch, nur Russisch, nur Fran-

z0sisch, alle drei Sprachen beherrschen!

Aufgabe 091242:

Gegeben sei eine Gerade g und eine Strecke AB, die nicht in ein und derselben Ebene liegen. Unter allen
Punkten C von g ist ein solcher zu finden, fiir den der Umfang des Dreiecks AABC moglichst klein ist.

Aufgabe 091243:
Es ist zu beweisen, dafl fiir jedes ganzzahlige n > 1 die Funktion f mit

2 n

f@ey=1+z+ % +o 4 % hochstens eine reelle Nullstelle haben kann.

Aufgabe 091244:

Die Eckpunkte eines regelméfigen n-Ecks mit dem Mittelpunkt M seien der Reihe nach mit Py, Py, ..., P,
bezeichnet.

a) Es ist zu beweisen: Die Strecken M Py, (k =1, 2, ..., n) konnen parallel zu sich selbst so verschoben
werden, daf} sie nach der Verschiebung die Seiten eines regelméfligen n-Ecks bilden.

b) Es ist zu beweisen (z.B. mit Hilfe des Satzes unter a)), daf folgende Beziehungen fiir alle natiirlichen
Zahlen n grofier als 2 giiltig sind:

2 4 2

C0S = 4 COS — 4+ + oS —— =0 (1)
n n n
2 4 2

Sinl—l—sin—ﬂ-—i—-n—l—sinﬂ:() (2)
n n n
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Aufgabe 091245:
Es sind alle reellen Zahlen A\ anzugeben, fiir die die Gleichung

sin z — cos? z = A(tan® 2 — cot? )
a) keine, b) genau eine, c) genau zwei, d) mehr als zwei

reelle Losungen im Intervall 0 < x < g hat.

Aufgabe 091246:
Es ist zu beweisen, daf fir jedes Quadrupel positiver reeller Zahlen a, b, ¢, d die Beziehung

i/achraderachrbcd < \/ab+ac+ad+bc+bd+0d
4 = 6

gilt, und es ist zu untersuchen, in welchen Féllen Gleichheit eintritt.
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10. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 101211:

In einer Klassenelternversammlung waren genau 18 Véter und genau 24 Miitter anwesend, von jedem Schiiler
und jeder Schiilerin dieser Klasse wenigstens ein Elternteil.

Von genau 10 Jungen und genau 8 Madchen waren jeweils beide Eltern da, von genau 4 Jungen und genau
3 Médchen jeweils nur die Mutter, wiahrend von genau einem Jungen und genau einem Méadchen jeweils nur
der Vater anwesend war.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Kinder in dieser Klasse, die in derselben Klasse Geschwister haben!
(Es gibt in dieser Klasse keine Kinder, die Stiefeltern oder Stiefgeschwister haben.)

Aufgabe 101212:

In ein regulédres Tetraeder mit der Kantenlinge a seien 4 Kugeln von gleichem Radius so einbeschrieben,
dafl jede von ihnen die drei anderen von auflen und drei der Tetraederflichen (von innen) beriihrt.

Ermitteln Sie den Radius r dieser Kugeln in Abhéngigkeit von a!

Anmerkung: Fir jedes reguldre Tetraeder gilt: Die vier Hohen des Tetraeders schneiden sich in einem Punkt
und teilen einander im Verhéltnis 3 : 1, wobei der ldngere Abschnitt von der Ecke bis zum Schnittpunkt
reicht.

Aufgabe 101213:
Beweisen Sie!

2 2
1
Fiir alle positiven reellen Zahlen a und b mit a + b =1 gilt: (a + ) + (b + ) > —.
a

Aufgabe 101214:

Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen; fiir jede reelle Zahl x sei ferner f(z) = ax® + bx + ¢ gesetzt.

a) Man beweise, daf} folgender Schluf} richtig ist:
Voraussetzung: f(0), f(1) und f(—1) sind ganze Zahlen.
Behauptung:  Fiir jede ganze Zahl x ist f(x) ebenfalls eine ganze Zahl.

b) Man untersuche, ob ein richtiger Schluf} entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten Schlusses
durch die Voraussetzung ersetzt wird, f(0), f(2) und f(—1) seien ganze Zahlen.

¢) Man gebe mindestens drei weitere Tripel (p, ¢, r) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft an, dafl ein rich-
tiger Schlufl entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten Schlusses durch die Voraussetzung
ersetzt wird, f(p), f(¢) und f(r) seien ganze Zahlen.
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10. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 101221:

Es sind alle geordneten Paare (x,y) reeller Zahlen anzugeben, fiir die das Gleichungssystem

o +y’ =1 (1)
7
m6+y6zﬁ (2)

erfullt ist.

Aufgabe 101222:

Der Binominalkoeffizient ( ) wird fiir jede beliebige reelle Zahl a und jede natiirliche Zahl k£ > 1 durch

a
k

(a) :a~(a—1)-(a—2)...[a—(k—2)]~[a—(k—1)}
k E!

definiert.

a) Untersuchen Sie, ob auch in jedem hier genannten Fall fiir « und k die fiir ganzzahlige a > k aus dem

Pascalschen Dreieck bekannte Beziehung <Z) + ( i j_ 1) = (Z _T_ 1) gilt!

1
. . .. - 2k — 3)! .
b) Zeigen Sie, daf fir k > 2 <]%> = 2%_2( P (]g o (—1)k+1 gilt!

Aufgabe 101223:
Die ersten Zeilen eines (beliebig fortsetzbaren) dreieckigen Zahlenschemas lauten

Zeile 0 1
Zeile 1 111
Zeile 2 12321
Zeile 3 1367631

Die allgemeine Vorschrift zur Bildung dieses Zahlenschemas lautet:

Die einzige Zahl in der Zeile 0 sei die Zahl 1. Jede weitere Zahl sei gleich der Summe aus der unmittelbar
iiber ihr stehenden Zahl und deren beiden Nachbarzahlen, wobei links und rechts von den Réndern fehlende
Zahlen durch Nullen ersetzt zu denken sind.
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Es ist flir jede natiirliche Zahl n zu beweisen, daf in diesem Schema die Summe s,, aller Zahlen der Zeile n
den Wert 3™ hat.

Aufgabe 101224:

Es sei ABCD ein konvexes Tangentenviereck und S der Schnittpunkt seiner Diagonalen, und es seien
AB=a,BC=b,CD=c, DA=d, AC =e, BD = f und § die Grofle des Winkels < BSA.

Beweisen Sie, dafl dann ac — bd = ef - cos § gilt!
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10. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 101231:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Sind «, 3,7 die Groen der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks, so gilt:

sin? v > sin 2a - sin 2.

Aufgabe 101232:

In einer Ebene ¢ liegt ein Kreis & mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r. Als Spiegelung am Kreis k sei diejenige Vorschrift bezeichnet,
durch die jedem Punkt P # M in e der folgendermaflen definierte Punkt
P’ in ¢ zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden
Strahl.

(2) MP-MP' = 2.

Gegeben sei ferner ein im Innern von k gelegener Kurvenzug P; P, Ps P, Py
der folgenden Gestalt:

Py, P, seien auf einem und demselben Strahl gelegen; P3, Py auf einem und demselben anderen von M
ausgehenden Strahl. Es gelte M P, = M P, < M P, = M Ps. Der Winkel <tP, M Ps sei kleiner als 180°. Der
Kurvenzug bestehe aus den Strecken Py P», P3P, und P, P; sowie aus dem im Innern des Winkels <t P, M Ps

gelegenen Bogen P, Ps; des Kreises um M durch Ps.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug Py Po P3Py P an k (Beschreibung und Begriindung einer Konstruktion unter
ausschliefllicher Verwendung von Zirkel und Lineal.)

Aufgabe 101233:

1— 22

Es sei f die fiir alle reellen Zahlen = durch f(x) = P definierte Funktion.
x

Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funktionswerten f(z) ein grofter und ein kleinster Wert vorkommen.
Diese Werte sind gegebenenfalls zu ermitteln.

Aufgabe 101234:

Es sind alle ganzrationalen Funktionen y = f(x) anzugeben, die fiir alle reellen = die Gleichungen f(¢-x) =
t - f(x) erfiillen. Dabei sei ¢ eine beliebig gegebene und dann festgehaltene zu denkende reelle Zahl.
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Aufgabe 101235:

Es seien zwei nicht in ein und derselben Ebene liegende (also zwei windschiefe) Geraden ¢g; und g2 gegeben.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P, zu denen es Punkte P; auf g; und P> auf go mit der
FEigenschaft gibt, dafl P die Strecke P, P in ein und demselben Verhéltnis von innen teilt.

Anmerkung: Fine Gerade g ist zu einer Ebene € genau dann parallel, wenn es in ¢ eine Gerade gibt, die zu
g parallel ist.

Aufgabe 101236:

Es sei M; die Menge aller Punkte, deren Koordinaten x, y in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem die folgenden Ungleichungen erfiillen (z, y reell):

y>0 (1)
y—2x<1 (2)
y+2x<1 (3)

Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei B,, die Menge aller Punkte, fiir deren Koordinaten die folgenden
Ungleichungen gelten:

2" — -1
< 4
on < Yy on ( )
Tonrt S TS o (5)

a) Stellen Sie My, By, Bs, B3, By graphisch dar.
b) Es ist zu beweisen, daf} es einen Punkt P € M; gibt, der in keiner der Punktmengen B,, enthalten ist.

c¢) Es sei My die Punktmenge, fiir die (1), (2), (3) und

y<1——— (6)

gilt.

Es ist zu beweisen, dafl es ein n; gibt mit der Eigenschaft, dafl jedes Element von My auch Element
der Vereinigungsmenge By U Ba U ---U B, ist.

Ermitteln Sie die kleinste Zahl n, die diese Bedingung erfiillt?
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10. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 101241:

Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, zu denen es reelle Zahlen x gibt, so dal v/a + x und v/a — x reell
sind und die Ungleichung v/a + x + v/a — > a erfillt ist.

Wie lauten die Werte von z in Abhéngigkeit von a?

Aufgabe 101242:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn h eine reelle Zahl ist und wenn eine ganzrationale Funktion f vom Grade n mit reellen Koeffizienten
keine reellen Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe von der ganzrationalen Funktion F', die durch

F(z)=f(x)+h-f'(x)+h> f"(x)+---+h"- f(”)(z) definiert ist.

Aufgabe 101243:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Haben je drei von vier in der gleichen Ebene liegenden konvexen Vielecksflichen jeweils einen Punkt ge-
meinsam, so gibt es einen Punkt, der jeder der vier Vielecksflichen angehort.

Aufgabe 101244:
Zwei Personen A und B spielen folgendes Spiel:

In dem Gleichungssystem

r+ a1y ="b (1)
a2y + boz = as (2)
bsx + agz = by (3)

wéhlt zunéchst A fiir den Koeffizienten a1, dann B fiir den Koeffizienten by, dann wieder A fiir as, dann B
fiir bo u.s.w., zum Schlufl B fiir b, je eine beliebige ganze Zahl.

A hat genau dann gewonnen, wenn das System (1), (2), (3) genau eine ganzzahlige Losung (x, y, z) hat.

a) Kann A so spielen, d.h., kann er die Koeffizienten ay, . . ., a4 jeweils nach der Wahl von by, ..., b3 durch
B so auswahlen, daf} er gewinnt?

b) Kann A von vornherein fiir die Koeflizienten ay, ..., as solche Werte angeben, daf er unabhéngig von
der Wahl der Koeffizienten durch B (in jedem Falle) gewinnt?

1.-34. Olympiade - Klasse 12 67



http://www.olympiade-mathematik.de E%
Aufgabe 101245:

Es seien AgA;... A, (n > 2) ein ebener konvexer Polygonzug der Lénge s mit Ay # A,. Die Punkte
Ay, ..., A,_1 mogen auf ein und derselben Seite der Geraden g durch Ag und A,, liegen.

Anmerkung: Ein ebener Polygonzug ApA; ... A, heifle konvex, wenn der durch die Strecke Ay A,, geschlossene
Polygonzug eine konvexe Fliche begrenzt.

Es ist zu beweisen, dafl der Fliacheninhalt F' der bei Rotation des Polygonzuges um g entstehenden Fliche
2 2
nicht grofer als 7 - % ist, daf also F' < 7 - % gilt.

Aufgabe 101246A:

Definition: Eine Menge M von Elementen u, v, w, ... heifit genau dann eine Gruppe, beziiglich der alge-
braischen Operation A, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Jedem geordneten Paar [u,v] von Elementen aus M ist vermoge der Operation A ein Element w aus
M zugeordnet (man schreibt u o v = w).

b) Die algebraische Operation A ist assoziativ, d.h., fiir alle Elemente u, v, w aus M gilt: (v ov) ow =
uo (vow).

¢) Zu je zwei Elementen v und v aus M existiert mindestens ein Element 2 aus M, so dafl uox = v gilt,
und mindestens ein Element y aus M, so dafl y o u = v gilt.

Es sei nun P die Menge aller Polynome ersten Grades f(x) = ag + a1z, wobei ag, a1 rationale Zahlen sind
und a; # 0 gilt.

Ferner sei in P eine algebraische Operation A wie folgt definiert: Sind f(z) und g(z) Polynome aus P, so
ist f(z)og(x) = g[f(x)]-
Es ist zu entscheiden, ob P eine Gruppe beziiglich A ist.

Aufgabe 101246B:

In einem ebenen Gelédnde erfolge das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r, falls auflerdem eine Tan-
gente t an diesen Kreisbogen und ihr Berithrungspunkt A bekannt sind, dadurch, daf} in beliebigen Punkten
P’ von t (mit AP’ = x < r) Senkrechte auf t errichtet und auf ihnen (nach der Seite von ¢, auf der der
Kreisbogen liegt) Strecken P’ P so abgetragen werden, dafl die Punkte P Punkte des gesuchten Kreisbogens
sind. Dabei gelte P'P =y <.

a) Man beweise, dafl dann y = 2;”iy gilt! .

b) In der Praxis gentigt es oft, Naherungswerte fiir y zu ermitteln. Das geschieht
auf folgende Weise:

A
Einen ersten Néherungswert y; erhilt man aus der Gleichung y; = ... X
Falls dessen Genauigkeit nicht ausreicht, wird ein zweiter Naherungswert y, aus p’

2’ ermittelt.

der Gleichung yo = ﬂ

Analog kann weiter verfahren werden, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

Untersuchen Sie, ob es eine kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft gibt, daf} fiir alle positiven

reellen Zahlen x < %r der relative Fehler 6 = @ des Nédherungswertes y; = % nicht groéfer als
0,001 ausfallt, daf also § < 0,001 gilt.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 68



http://www.olympiade-mathematik.de E%

11. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 111211:

Funf Soldaten A, B, C, D, E aus fiinf sozialistischen Staaten treffen sich auf einem Meeting bei einem ge-
meinsamen Manover der befreundeten Armeen. An dem Manéver nehmen nur Angehérige der bulgarischen,
polnischen, ungarischen, sowjetischen Streitkréifte und der Nationalen Volksarmee der DDR teil. Ferner ist
folgendes bekannt:

(1) Jeder der Soldaten A, B, C' und D beherrscht auler der Sprache seines Staates als “Zweitsprache”

noch genau eine der folgenden Sprachen: Bulgarisch, Polnisch, Ungarisch, Russisch, Deutsch.
(1a) Diese vier Zweitsprachen sind paarweise voneinander verschieden.
(2) E beherrscht keine Fremdsprache.
(3) A beherrscht eine Sprache, die auer ihm auch der Sowjetsoldat beherrscht.
(4) B beherrscht keine slawische Sprache, also weder Bulgarisch noch Polnisch noch Russisch.
(5) Der NVA-Angehorige kann sich genau dann mit F verstiandigen, wenn einer der drei anderen Soldaten,
namlich C, als Ubersetzer fungiert.

(6) Der Bulgare kann sich mit dem Ungarn nur iiber zwei der anderen Soldaten, und zwar D und B,
verstindigen.

Es ist fiir jeden dieser Soldaten festzustellen, welchem Staat er angehort und welche Zweitsprache er - wenn
iiberhaupt - beherrscht.

Aufgabe 111212:

a) Es ist fiir jede der hier abgebildeten Figuren (I bis IV), die séamtlich durch Strecken oder Halbkreise
mit dem Radius 7 begrenzt sind und fiir die jedesmal ABCD ein Rechteck mit AB = C'D = 2r und
AD = BC =b ist, folgende Untersuchung durchzufithren:
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Gibt es Streckenverhéltnisse b : r, fiir die der Umfang u der betreffenden Figur bei gegebenem Fla-
cheninhalt F' am kleinsten ist? Wenn ja, so sind sdmtliche derartigen Streckenverhéltnisse anzugeben.

Ferner ist dieser Minimalumfang jeweils durch r auszudriicken, und es ist der Quotient aus dem Mi-
nimalumfang und der Quadratwurzel des Flécheninhalts zu berechnen.

b) Die Figuren I bis IV sind nach abnehmendem Minimalumfang bei konstantem Flidcheninhalt zu ordnen.
Dabei wird auch der Fall b = 0 zugelassen, falls in diesem Falle der Minimalumfang der betreffenden
Figur erreicht wird.

Aufgabe 111213:
Es sind alle nichtnegativen reellen Zahlen k anzugeben, fiir die das Polynom f(x) = (z + 1)* — (kx)?

a) genau eine,

genau drei paarweise verschiedene,

)
b) genau zwei voneinander verschiedene,
c)

)

d) genau vier paarweise verschiedene,
e) keine
reelle(n) Nullstelle(n) hat.

Aufgabe 111214:
In einem Dreieck AABC mit AB > BC > AC sei P ein im Inneren des Dreiecks gelegener Punkt.

Man beweise, da8 dann stets PA + PB + PC < AB + BC gilt.
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11. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 111221:
Gegeben seien zwei Wiirfel mit den Kantenldngen a bzw. b.

Gesucht ist ein gerades Prisma mit quadratischer Grundfliche, dessen Volumen gleich der Summe der
Wiirfelvolumina und dessen Héhenlénge gleich der Summe der Lingen der Wiirfelkanten ist.

a) Man berechne die Seitenlidnge ¢ der quadratischen Grundflache eines solchen Prismas.
b) Man gebe eine Konstruktion fiir eine Strecke der in a) ermittelten Linge ¢ an.

Aufgabe 111222:
Beweisen Sie, daf fiir keine ganze Zahl n die Zahl 7n 4+ 3 Quadrat einer ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 111223:

Klaus bemerkt, dafl die beiden Zeiger seiner Taschenuhr zwischen 6 Uhr und 7 Uhr zu genau zwei Zeitpunkten
einen Winkel von 110° bilden.

Ermitteln Sie die Anzahl der Minuten, die vom ersten bis zum zweiten der genannten Zeitpunkte vergangen
sind!

Aufgabe 111224:

Man betrachte in einer mit einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene die
Schar aller konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt M (v/2;/3).

Es ist zu beweisen, daf} keine Kreislinie dieser Schar mehr als einen Punkt (x,y) mit rationalen Zahlen x, y
als Koordinaten enthélt.
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11. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 111231:

Gegeben seien in einer Ebene zwei sich schneidende Geraden g und h. Die Grofie des einen ihrer vier
Schnittwinkel sei o < 90°.

a) Esist zu beweisen: Zwei nacheinander ausgefiihrte Spiegelungen der Ebene, erst an g, dann an h, lassen
sich stets durch eine Drehung der Ebene ersetzen (d.h., sie sind einer Drehung der Ebene dquivalent).
Deren Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermitteln.

b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Drehung wie in a) ergibt, wenn man erst an h und dann an g

spiegelt.

Aufgabe 111232:
Man beweise, daf die Gleichung 4% + 6% = 9% keine rationalen Losungen besitzt.

Aufgabe 111233:

21 leere Felder, die in Form eines Rechtecks von 3 Zeilen und 7
Spalten wie in der Abbildung angeordnet sind, sollen so mit den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt werden, dafl jedes Feld mit genau
einer der angegebenen Zahlen belegt wird und dabei insgesamt
jede dieser Zahlen dreimal vorkommt. Dabei sollen die drei Zah-
len jeder Spalte paarweise voneinander verschieden sein, und von
den sechs Zahlen in je zwei Spalten diirfen héchstens zwei iiber-
einstimmen.

Man gebe eine Belegung der geforderten Art an und begriinde, wie sich eine derartige Belegung finden 148t.

Aufgabe 111234:

a) Es seien ap = —4 und a; = 2 die ersten beiden Glieder einer unendlichen Folge {a,}. Ferner sei a,
fiir jede natiirliche Zahl n > 2 das arithmetische Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.

o0
Man zeige, dafl die so definierte Folge {a,} eine geometrische Folge ist, und berechne fiir sie Y a,.
n=0

b) Es seien ap und a;y die ersten beiden Glieder einer Folge {a,}. Ferner sei a,, fiir jede natiirliche Zahl
n > 2 arithmetisches Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.

Geben Sie in Form von Relationen zwischen ag und a; eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir an, da8 {a, } eine geometrische Folge ist!
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Aufgabe 111235:
Es ist zu beweisen, dafl

1 1 2
2
1—sin2x+1—sin2y 1 —sin(z +y)

fiir alle reellen Zahlenpaare (x,y) mit
0<x<g und O<y<% (2)

erfiillt ist.
Ferner ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir anzugeben, daf in (1) unter der Nebenbedin-

gung (2) Gleichheit eintritt.

Aufgabe 111236A:

Eine Menge M von Elementen u, v, w, ... heifit eine Gruppe beziiglich einer Operation A, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus M ist vermoge der Operation A genau ein Element
w aus M zugeordnet (man schreibt v ov = w).

b) Die Operation A ist assoziativ, d.h., fiir alle Elemente u, v, w aus M gilt: (vowv)ow = uo (vow).

¢) Zu je zwei Elementen v und v aus M existiert mindestens ein Element z aus M, so dafl uwox = v gilt,
und mindestens ein Element y aus M, so dafl y o u = v gilt.

Es sei nun K die Menge aller geordneten Paare (a,b) reeller Zahlen a und b, fiir die a® + b? = 1 gilt. Ferner
sei in K eine Operation A wie folgt definiert:

(a,b) o (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Man beweise, daf§ K eine Gruppe beziiglich A ist.

Aufgabe 111236B:

50 weile und 50 schwarze Kugeln sind so in zwei duflerlich nicht unterscheidbare Urnen zu verteilen, daf
keine Urne leer bleibt und alle Kugeln verwendet werden.

Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die beiden Urnen vorzunehmen, wenn die Wahrscheinlichkeit, beim
(blindlings erfolgenden) einmaligen Wéhlen einer der beiden Urnen und Ziehen einer Kugel aus ihr eine
weifle Kugel zu ergreifen, so grofl wie moglich ausfallen soll?

Hinweise:

1. In der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses als
Quotient aus der Anzahl g der fiir dieses Ereignis "giinstigen” Félle und der Gesamtzahl m aller
moglichen Fille definiert, also p = £ gesetzt.

2. Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus einer Urne, die insgesamt v Kugeln und darunter w weifle
w

enthilt, (blindlings) eine weile Kugel zu ziehen, als p = ¥ anzusetzen.

3. Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer weiflen Kugel p;
bzw. po betragen, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das zusammengesetzte Ereignis ” Auswahl
einer der beiden Urnen und Ziehen einer weiflen Kugel aus der gewéhlten Urne” zu p = %pl + %pg.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 73



http://www.olympiade-mathematik.de E%

11. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 111241:
Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben, fiir die der Ausdruck

2x n 1
|t —3]-5 x+2

existiert, und unter diesen alle x zu ermitteln, die folgende Ungleichung (2) erfiillen:

2z n 1 S
lt—3|-5 x+27

Aufgabe 111242:

1
Es sei ———— fiir alle reellen z, fiir die z # il +kmgilt (k=0,£1,4,...)
flz) = 2+ tan“x - 2
0 fiir alle z = 5 + k.

Man beweise, dal die fiir alle reellen x durch F(x) = f(z) + f(ax) definierte Funktion F genau dann
periodisch ist, wenn die Konstante a eine rationale Zahl ist.

Aufgabe 111243:

Es seien Py, P5, P3, (Q die Eckpunkte eines nicht notwendig regelméfligen Tetraeders. Die Strahlen aus @
durch je zwei der Punkte P;, P; (i, j = 1,2,3) bilden einen Winkel, dessen Grofle a;; zwischen 0° und 180°
liegt.

Man beweise, daf fiir diese GroBlen die Ungleichung ass 4+ aiz1 > g9 gilt.

Aufgabe 111244:

a) Man ermittle alle geordneten Tripel (x,y, 2) reeller Zahlen, die die Gleichung 23z +a2y+xz+y = x°+23

erfillen.

b) Man gebe unter den in a) gesuchten Tripeln alle diejenigen an, in denen von den drei Zahlen z, y, z
genau eine positiv, genau eine negativ und genau eine gleich Null ist.

Aufgabe 111245:

Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen z, geschrieben im dekadischen Positionssystem, fiir die
gilt:

Fangt man an die Ziffernfolge der Zahl x rechts die Ziffernfolge der Zahl x + 1 an, so erhélt man die
Ziffernfolge einer sechsstelligen Quadratzahl.
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Aufgabe 111246A:

Es sei n eine natiirliche Zahl, fir die 4 < n < 8 gilt. In der Ebene seien n Punkte so angeordnet, daf} auf
jeder Geraden durch je zwei dieser Punkte wenigstens noch ein weiterer dieser n Punkte liegt.

Man beweise, dafl dann eine Gerade existiert, auf der alle diese n Punkte liegen.

Aufgabe 111246B:

Als ”Abstand” zweier Funktionen f und g, die im gleichen Intervall definiert sind, bezeichne man den gréfiten
aller in diesem Intervall auftretenden Werte |f(x) — g(x)|, falls ein solcher grofiter Wert existiert. Es seien
die im Intervall —2 < 2 < 2 durch f(z) = 2 — |z| und die im gleichen Intervall durch g(z) = —az? + 2 (a
eine positive reelle Zahl) definierten Funktionen f und g gegeben.

Man untersuche, ob es einen Wert a gibt, fiir den der ”Abstand” von f und g moglichst klein ist. Gibt es
ein solches a, so gebe man alle derartigen Werte a an.
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12. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

\/

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 121211:
Eine "utopische Aufgabe”:

Als im dritten Jahrtausend u. Z. innerhalb von zwei Tagen nacheinander vier Kosmonauten von Planeten
anderer Sonnensysteme auf einem Kosmodrom der Erde landeten, war die Verstdndigung der Erdbewohner
mit ihnen, aber auch die der Kosmonauten untereinander zunéchst schwierig. Zwar waren diese durch die
Farben Rot, Gelb, Schwarz und Blau ihrer Raumanziige leicht zu unterscheiden, tiber ihre Herkunft aber war
nichts bekannt. Erst nach einiger Zeit konnte festgestellt werden, dafl sie von vier verschiedenen Planeten
A, B, C und D zur Erde kamen.

Folgende Informationen konnte man erhalten:

Der rote und der schwarze Kosmonaut waren schon einmal auf einer kosmischen Reise zusammengetroffen
und kannten sich daher. Der von A kommende Kosmonaut war dagegen nicht mit dem von B und der von
C stammende Kosmonaut nicht mit dem von D bekannt. Der rote und der schwarze Kosmonaut konnten
sich gut verstdndigen, und bald konnten das auch der gelbe und der blaue Kosmonaut, wahrend sich die
Kosmonauten von A und D nach wie vor nur schlecht verstdndigen konnten.

Nach langwierigen Berechnungen konnte festgestellt werden, dafl der gelbe Kosmonaut alter war als der
blaue. Ferner war der von D kommende Kosmonaut dlter als der von B kommende und der von A stammende
alter als der von C stammende.

Beim Versuch festzustellen, welcher Kosmonaut von welchem Planeten kam, zeigte sich, dafl die obigen
Angaben dazu noch nicht ausreichen. Immerhin konnte man ermitteln, daf3 fiir eine der vier Anzugfarben
nur noch der Kosmonaut von A oder der von D in Frage kam.

Auf Grund weiterer Informationen ergab sich, dal der von D stammende Kosmonaut diese Farbe trug.
Damit war zwar auch die Anzugfarbe des von B kommenden Kosmonauten ermittelt, aber bei den beiden
iibrigen noch keine Klarheit dariiber vorhanden, welche Anzugfarbe zu welchem Planeten gehorte. Erst
durch die zusétzliche Information, daf§ der Anfangsbuchstabe der (in deutscher Sprache bezeichneten) Farbe
des Raumanzugs des von A kommenden Kosmonauten im Alphabet hinter dem Anfangsbuchstaben der
Farbe des Raumanzugs des von C' kommenden Kosmonauten steht, konnte die Herkunft der Kosmonauten
schliellich geklért werden.

Von welchem Planeten stammte der rote, von welchem der gelbe, von welchem der schwarze und von welchem
der blaue Kosmonaut?

Aufgabe 121212:
Man beweise den folgenden Satz:

Gelten fiir die Mafizahlen a, b, ¢ der mit gleicher Mafleinheit gemessenen Seitenldngen eines Dreiecks die
Bedingungen 1 < a < v2,1 <b < V2,1 < ¢ < /2, so ist das Dreieck spitzwinklig.
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Aufgabe 121213:
Gegeben seien drei reelle Zahlen a, b und c.

Zu der Funktion y = 2% + az? + bz + ¢ (1)
soll eine Funktion y = 2* +mz +n (2)

ermittelt werden, so dafi der Graph von (2) in einem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem durch
eine Verschiebung des Graphen von (1) parallel zur a-Achse entsteht.

Man zeige, daf dies immer moglich ist und daf§ die Funktion (2) eindeutig bestimmt ist. Die dabei auftre-

tenden Zahlen m und n sind anzugeben.

Aufgabe 121214:

Es sind alle geordneten Paare (z, y) positiver ganzer Zahlen z und y (x < y )anzugeben, fiir die die Gleichung

V4 /y = V1980 erfiillt ist.
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12. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 121221:
Es seien v und v zwei ungerade natiirliche Zahlen, fiir die u > v gilt.

u? —v? u2+v2

und z =

a) Man beweise, dafl dann z = u - v; y = drei naturliche Zahlen sind, fiir die

2?2 4+ y? = 22 gilt, d. h. daB (z, y, 2) ein pythagoreisches Zahlentripel bilden.

b) Geben Sie je eine hinreichende Bedingung dafiir an, dal > y bzw. z < y gilt!

Aufgabe 121222:

Es sind alle geordneten Paare (a, b) reeller Zahlen a, b anzugeben, fiir die das Polynom f(z) = 2% + ax + b
ein Teiler des Polynom g(z) = 2% + ax? + b ist.

Definition: Ein Polynom f(z) heift genau dann Teiler eines Polynom g(z), wenn es ein Polynom h(z) gibt,
so dafl f(x) - h(z) = g(x) gilt.

Aufgabe 121223:
Man beweise, daf§ fiir keine natiirliche Zahl n die Zahl 6n + 2 das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

Aufgabe 121224:

In einer Stadt soll ein Netz von mindestens zwei Autobuslinien eingerichtet werden. Dieses Liniennetz soll
folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Auf jeder Linie gibt es genau drei Haltestellen.
(2) Jede Linie hat mit jeder anderen Linie genau eine Haltestelle gemeinsam.

(3) Es ist moglich, von jeder Haltestelle aus jede andere Haltestelle mit einer Linie zu erreichen, ohne
zwischendurch auf eine andere Linie umsteigen zu miissen.

Man ermittle alle Moglichkeiten fiir die Anzahl der Autobuslinien eines solchen Netzes.
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12. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 121231:

Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die Ungleichung 0 < z < g und die Gleichung tanx + cotz = 4

erfillen. (Eine Ausrechnung der Zahlenwerte als Dezimalbriiche wird nicht verlangt.)

Aufgabe 121232:

Im Raum seien vier Punkte P, P>, P; und P, gegeben, die nicht in ein und derselben Ebene liegen.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Ebenen, die von diesen vier Punkten gleich weit entfernt sind.

Aufgabe 121233:

Drei Schulen, je eine aus Adorf, Bedorf und Cedorf, fiihrten bei einem Kreissportfest einen Leichtathletik-
wettkampf durch. In jeder Disziplin stellte jede Schule genau einen Teilnehmer. Ein Reporter interviewte
nach dem Wettkampf einen Zuschauer:

Reporter:  ”Wer hat den gesamten Wettkampf gewonnen?”

Zuschauer: ”Adorf gewann den Weitsprung, aber den gesamten Wettkampf gewann Bedorf, und zwar mit
22 Punkten. Adorf und Cedorf erreichten je 9 Punkte.”

Reporter: ”"Wie wurden die Punkte verteilt?”

Zuschauer: ”In jeder der Disziplinen erhielt der Erste eine bestimmte Punktzahl, der Zweite eine kleinere,
der Dritte eine noch kleinere, aber mindestens einen Punkt. Diese Verteilung war fiir alle Dis-
ziplinen dieselbe. Alle Punktzahlen waren ganzzahlig.”

Reporter:  ”In wieviel Disziplinen fand der Wettkampf insgesamt statt?”
Zuschauer: ”Ich weif} es nicht.”

Reporter:  "Wer hat das Kugelstoflen gewonnen?”

Zuschauer: ”Ich weif} es nicht, aber Kugelstofien war dabei.”

Ermitteln Sie, ob die folgenden beiden Fragen auf Grund dieser (samtlich als wahr vorausgesetzten) Aussa-
gen eindeutig beantwortet werden kénnen, und geben Sie alle Antworten, die mit diesen Aussagen vereinbar
sind, an!

a) Welche der drei Schulen gewann das Kugelstolen?

b) Welche Schule belegte beim Weitsprung den zweiten Platz? (Es sei bekannt, daf} in jeder der Disziplinen
eine eindeutige Reihenfolge der Wettkampfteilnehmer ermittelt wurde.)
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Aufgabe 121234:

Es seien a und b natiirliche Zahlen, fir die 0 < b < a gilt. Ferner sei durch z, = an+b (n =0,1,2,...)
eine Folge natiirlicher Zahlen gegeben. Ein Element z,, dieser Folge habe mit a den grofiten gemeinsamen
Teiler d.

Es ist festzustellen, ob dann alle Elemente dieser Folge mit a den gréfiten gemeinsamen Teiler d haben.

Aufgabe 121235:

Man untersuche, ob es regelméfliige n-Ecke gibt, bei denen die Differenz der Léngen einer groBten und einer
kleinsten Diagonale gleich der Seitenldnge des n-Ecks ist. Wenn ja, so gebe man alle natiirlichen Zahlen n
(n > 4) an, fiir die das gilt.

Aufgabe 121236A:
Es sei f eine Funktion, die fiir alle reellen Zahlen x definiert ist und die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Fir alle z gilt f(z) =z f(z +1).

(2) Esgilt f(1) =1.

)
)

a) Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fiir die f(n) = 0 gilt.

b) Es seien m und n beliebige ganze Zahlen, und es sei f(x + m) gegeben. Man berechne f(x + n).
)

¢) Man gebe eine spezielle Funktion f an, die die obigen Eigenschaften besitzt, und zeichne den Graph

dieser Funktion im Intervall —3 < z < 4.

Aufgabe 121236B:

Ist n eine natiirliche Zahl, die grofier als 1 ist, so seien auf einer Strecke AB Punkte Py, Py, Ps, ..., Pap_1
in dieser Reihenfolge so gelegen, daf sie die Strecke AB in 2n Teile gleicher Lange zerlegen.

a) Man gebe (als Funktion von n) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafl zwei aus den Punkten Pi, P,
Ps, ..., Py, ausgewdhlte Punkte Py, P,, mit 0 < k < m < 2n die Strecke AB derart zerlegen, dafl
sich aus den drei Teilstrecken APy, Py Py, P, B ein Dreieck konstruieren 1aft.

b) Man untersuche, ob diese Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen einen Grenzwert konvergiert, und
ermittle, wenn dies der Fall ist, diesen Grenzwert.

Anmerkung: Die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit ist folgendermafien definiert:

Jede Auswahl zweier Punkte Py, P, mit 0 < &k < m < 2n sei als ein ”"Fall” bezeichnet. Ein "Fall” heif}e
ein "giinstiger Fall”, wenn Py und P, so gewéhlt sind, daf sich aus den Strecken APy, P, P, und P, B ein
Dreieck bilden 148t. Ist z die Anzahl aller moglichen ”"Falle” und z; die Anzahl aller "giinstigen Falle”, so
wird die genannte Wahrscheinlichkeit als der Quotient 2! definiert.
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12. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 121241:
Man untersuche, ob unter allen Paaren (a,b) positiver reeller Zahlen solche existieren, fiir die

a
ab)=—+—-=——=+-+-—
f(a.) : :

einen kleinsten Wert annimmt. Wenn ja, dann ist dieser kleinste Wert anzugeben.

Aufgabe 121242:
Es sind alle Paare (x,y) ganzer Zahlen anzugeben, fir die die Gleichung

r(x+1)(z+7)(x+8) =y* erfiillt ist.

Aufgabe 121243:

Ermitteln Sie die gréfite Anzahl von paarweise verschiedenen Gebieten, in die die Oberfliche einer Kugel
durch n auf dieser Oberflache gezeichnete Kreise zerlegt werden kann!

Aufgabe 121244:

Es seien P; und P, zwei Punkte im Raum mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten (3;4;0) bzw.
(10; 8;4).

Es ist zu untersuchen, ob es zwei Punkte P3 und P, mit ganzrationalen Koordinaten gibt, so dafl das Viereck
P, P, P3Py ein Quadrat ist. Wenn ja, dann sind alle Méglichkeiten fiir P; und P, anzugeben.

Aufgabe 121245:

Jemand schrieb auf die sechs Flachen eines Wiirfels je eine reelle Zahl, wobei sich unter diesen 6 Zahlen 0
und 1 befanden. Danach ersetzt er jede dieser 6 Zahlen durch das arithmetische Mittel der vier Zahlen, die
zuvor auf den 4 benachbarten Fliachen gestanden hatten. (Dabei merkte er sich jede alte, zu ersetzende Zahl
auch, nachdem sie ersetzt war, so lange, wie sie noch zur Mittelbildung fiir die Zahlen ihrer Nachbarflachen
herangezogen werden mufte.)

Mit den 6 so entstandenen neuen Zahlen wiederholte er diese Operation. Insgesamt fiihrte er sie fiinfund-
zwanzig mal durch. Zum Schluf} stellte er fest, dafl er auf jeder Fléche wieder die gleiche Zahl wie zu Beginn
stehen hatte.

Konnte er dieses Ergebnis bei richtiger Rechnung erhalten?

Aufgabe 121246A:
Man zeige , dafl der Term

(14 + cosz) -sinz
946-cosx
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im Intervall 0 < z < 7 eine gute Nédherung fiir den Term x darstellt, indem bewiesen wird, da8 fiir alle z in
dem angegebenen Intervall der Betrag der Differenzen beider Terme kleiner als 1074 ist.

Anmerkung: BEs gilt m = 3,14159 4+ § mit 0 < § < 107° und v/2 = 1,41421 4+ ¢ mit 0 < £ < 107°.

Aufgabe 121246B:
In der Ebene seien zwei auflerhalb voneinander gelegene, sich nicht bertihrende Kreise k; und ko sowie ein

auflerhalb beider Kreise gelegener Punkt A gegeben. Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck AABC' so, dafl
B auf k; und C auf ks liegen.

a) Man begriinde und beschreibe eine Konstruktion solcher Dreiecke.

b) Man ermittle die grofite Zahl, die als Anzahl der gesuchten Dreiecke AABC in denjenigen Féllen
auftreten kann, in denen es nicht unendlich viele solcher Dreiecke gibt.
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13. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 131211:
Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 10000 000 000.

Man untersuche, ob die Anzahl derjenigen Zahlen (aus M), bei deren dekadischer Darstellung die Ziffer 5
vorkommt, grofer, gleich oder kleiner ist als die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren dekadischer
Darstellung keine 5 auftritt.

Aufgabe 131212:

Aus einem geraden Kreiskegelstumpf soll ein Kegelkorper herausgeschnitten werden, dessen Spitze der Mit-
telpunkt der (groferen) Grundfliche des Kegelstumpfes ist und dessen Grundflache mit der Deckflache des
Kegelstumpfes zusammenfallt.

Man ermittle diejenigen Werte des Verhéltnisses des Radius der Grund- zum Radius der Deckfliche des
Kegelstumpfes, fiir die das Volumen des entstehenden Restkorpers sechsmal so groff ist wie das des ausge-
schnittenen Kegelkorpers.

Aufgabe 131213:
Es seien a und n natiirliche Zahlen mit ¢ > 2 und n > 2.

Man beweise: Die Menge M= {a,a?, ...,a™} ist nicht die Vereinigung zweier solcher elementefremder nicht-
leerer Mengen My und My, fiir die die Summe der in M; enthaltenen Zahlen gleich der Summe der in Mo
enthaltenen Zahlen ist.

Aufgabe 131214:
Gegeben seien k reelle Zahlen ay, as, ... , ax (k natiirliche Zahl, k > 1), fiir die

(1)0<a; <as <...<agund
(2) a1 + a2 + ... + ap = 1 gilt.
Man beweise, daf§ dann fiir alle natiirlichen Zahlen n mit 0 < n < k die Ungleichung

ar+ag+...+a,
n

< erfullt ist.

T =
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13. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 131221:

Es seien ag und ¢ reelle Zahlen mit ag # 0; ¢ # 0; ¢ # 1. Ferner sei {a;} eine geometrische Folge, fiir die
a; =ag-q" (i=0,1,2,3,..) gilt.

a) Man beweise, dafi die Folgen
{bl} mit bz = Q;41 — Q5 und
{¢;} mit ¢; = b; 41 — b; ebenfalls geometrische Folgen sind.

b) Es sind alle Werte von ag und ¢ (mit ag # 0; ¢ # 0) anzugeben, fir die die in a) definierten Folgen
{a;} und {¢;} die Eigenschaft haben, dal a; = ¢; fiir alle natiirlichen Zahlen 4 gilt.

Aufgabe 131222:

Jeder von 41 Schiilern einer Klasse hatte an genau drei Leichtathletik-Wettkdmpfen im Laufen teilzunehmen.
Dabei mufite jeder dieser Schiiler je einmal auf den Bahnen 1, 2 und 3 antreten.

Schiiler A meint, dafl es in dieser Klasse allein auf Grund dieser Bestimmungen mindestens sieben Schiiler
geben miisse, bei denen die Reihenfolge der Startbahnen iibereinstimmte. Schiiler B meint dagegen nach
einigem Nachdenken, daf} es sogar acht solcher Schiiler geben miisse.

Man iiberpriife, ob jede dieser beiden Meinungen richtig ist.

Aufgabe 131223:

In einem beliebigen konvexen Viereck ABCD seien E der Mittelpunkt der Seite AB und F' der der Seite
CD. Der Schnittpunkt von AF mit DE sei G, der von BF mit CFE sei H genannt.

Es ist zu beweisen, dafl der Fldcheninhalt des Vierecks FHFG gleich der Summe der Flacheninhalte der
Dreiecke AGD und BHC ist.

Aufgabe 131224:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die Losungen des Gleichungssystems

P4yt +r+1=0 (1)
VP42 ry+1=0 (2)

sind.
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13. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 131231:
Die in vollen Lebensjahren gerechneten Altersangaben einer Familie sollen folgende Bedingungen erfiillen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie seine beiden Kinder zusammen. Vor einigen vollen Jahrzehnten
war er achtmal so alt wie sein Sohn, wihrend gleichzeitig seine Tochter dreimal so alt war wie ihr Bruder.
Der Altersunterschied zwischen Vater und Tochter betrdgt mehr als 20 Jahre und zwischen Vater und Sohn
weniger als 40 Jahre.

Man ermittle fiir das jetzige Alter von Vater, Sohn und Tochter alle Angaben, die diesen Bedingungen

entsprechen.

Aufgabe 131232:
Man beweise, dafl die Ungleichung

Var +bm < Vam + bm
fiir alle positiven reellen Zahlen a, b und alle natiirlichen Zahlen m, n mit n > m gilt.

Aufgabe 131233:

Es sei V' = ABCD ein beliebiges (konvexes oder nichtkonvexes) nicht tiberschlagenes ebenes Viereck. Ferner
seien A’, B’, C', D' diejenigen Punkte, fiir die die Vierecke ABA’D, ABCB’, C'"BCD, AD'CD Parallelo-

gramme sind.

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen folgende Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V nichtkonvex ist, liegen alle vier Punkte A’, B’, C', D’ auflerhalb von V.

Aufgabe 131234:

Gegeben sei ein nicht notwendig regelméfiges Tetraeder mit den Eckpunkten Py, P, P3 und P,. Wir
betrachten 4 Kugeln K; (i = 1, ...,4) mit P; als Mittelpunkt von K.

Man beweise, dafl die Forderung, derartige Kugeln sollen sich paarweise von auflen beriihren, genau dann
erfiillbar ist, wenn

P1P2+P3P4=P1P3+P2P4:P1P4—|—P2P3 gllt
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Aufgabe 131235:

Die Mafizahlen der Seitenldangen eines Dreiecks ABC' seien V2, v/3 und V4.

Man beweise: Sind «, § und v die Gréflen der Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die Gleichung
rsina 4+ ysin B+ zsiny =0
als einzige Losung im Bereich aller Tripel ganzer Zahlen das Zahlentripel (x;y; z) = (0;0;0).

Aufgabe 131236A:

Eine Menge ® von Elementen u, v, w, ... heiffit genau dann eine Gruppe, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfiillt sind:

(1) In & ist eine Operation definiert, d.h., jedem Paar (u,v) von Elementen w und v aus ® ist eindeutig
ein Element w aus & zugeordnet, wofiir man u o v = w schreibt.

(2) Diese Operation ist assoziativ, d.h., fiir alle Elemente u, v, w aus ® gilt (uov)ow =wuo (vow).

(3) Zu jedem Paar von Elementen u und v aus ® existiert mindestens ein Element x aus ®, so dal uox = v
gilt, und mindestens ein Element y aus &, so dafl y ou = v gilt.

Es sei § die Menge aller reeller Zahlen. Fiir je zwei Elemente a, b aus § ist durch aob = av/b2 + 14+bva2 + 1
eine Operation definiert.

Man beweise, dafl die Menge P mit dieser Operation eine Gruppe ist.

Aufgabe 131236B:

M sei die Menge aller Punkte P(x,y) eines ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems, wobei
x, y ganzrationale Zahlen seien, fiir die 0 < x < 4 und 0 < y < 4 gilt.

Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl bei beliebiger Auswahl zweier verschiedener Punkte aus
M der Abstand dieser beiden Punkte eine ganzrationale Mafizahl besitzt (MafBeinheit sei die Einheit des
Koordinatensystems).

Hinweis: Wenn n die Anzahl der verschiedenen Auswahlmoglichkeiten zweier Punkte und m die Anzahl
derjenigen Auswahlmoglichkeiten ist, bei denen der Abstand eine ganzrationale Mafizahl besitzt, so nennt
man den Quotienten 7 die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit. Dabei heiflen zwei Auswahlmoglichkeiten
genau dann verschieden, wenn die bei ihnen ausgewéahlten (aus je zwei Punkten bestehenden) Mengen

verschieden sind.
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13. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 131241:
Es seien in einer Ebene zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren v und ¢ gegeben. Dann wird durch

cn =Y —n¢| fir n=1,23,.. (1)

eine Folge reeller Zahlen definiert. Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir anzugeben, daf3
die Folge (1)

a) streng monoton steigend,
b) streng monoton fallend ist.

¢) Fiir den Fall, daB8 die Folge (1) nicht streng monoton ist, ist zu untersuchen, ob es eine natiirliche Zahl
ng gibt, so dafl die Folge (1) die Monotonieintervalle 1 < n < ng und ng < n besitzt.

Aufgabe 131242:
Ist x eine reelle Zahl, so bezeichne [x] die grofite ganze Zahl, die nicht groBer als x ist. (So ist z.B. 7] = 3;
0,7] = 0: [-0,7] = —1.)

a) Man zeige, dafl es zwei rationale Zahlen a, b derart gibt, dafl die Zahlen ¢, = an + b — [an + b],
(n=1,2,...), eine nicht-konstante Zahlenfolge bilden und dafi dabei alle ¢,, # 0 sind.

b) Man beweise, daf fiir je zwei rationale Zahlen a, b die in a) definierte Zahlenfolge ein Minimum besitzt.

Aufgabe 131243:

Es seien n; und ny zwei positive ganze Zahlen; in einer Ebene seien eine Menge M; aus 2n; voneinander
verschiedenen Punkten sowie eine Menge My aus 2ny voneinander und von jedem der Punkte aus M;
verschiedenen Punkten so gelegen, daf} es keine Gerade gibt, die durch drei dieser 2n; + 2n, Punkte geht.

Man beweise, dafl dann eine Gerade g mit folgender Eigenschaft existiert:

Zerlegt g die Ebene in die Halbebenen H und K (wobei g selbst weder zu H noch zu K gerechnet werde),
so liegen sowohl in H als auch in K jeweils genau die Hélfte aller Punkte aus M; und genau die Hélfte aller
Punkte aus M.

Aufgabe 131244:

Man ermittle alle Paare (f, g) von Funktionen, die fiir alle von -1; 0 und 1 verschiedenen reellen Zahlen x
definiert sind und fir alle diese x die Gleichungen

v f) - > og(1)=1 und )
% f(x) =22 - g(z) erfiillen. (2)
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a) In einer Ebene sei P P;...P, ein beliebiges konvexes n-Eck E.

Aufgabe 131245:

Man beweise folgende Aussage:

Sind n Punkte @Q;...Q0, so im Innern oder auf dem Rand von F gelegen, dafl Q1Qs...Q,, ein zu FE
kongruentes n-Eck ist, so ist jeder Punkt @; eine Ecke von F.

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, fiir die die in a) genannte Aussage falsch ist?

c¢) Ist fiir jedes nichtkonvexe n-Eck E die in a) genannte Aussage falsch?

Aufgabe 131246A:

Erkldrungen: Auf einem Schaltbrett sei eine Anzahl n von Knépfen Ki, ..., K,, zum Ein- und Ausschalten
von Stromkreisen S1, ..., .S, angebracht. Fir jeden Knopf K; werde durch einmaliges Driicken der Stromkreis
S; vom ausgeschalteten Zustand in den eingeschalteten Zustand bzw. umgekehrt vom eingeschalteten in den
ausgeschalteten Zustand iiberfithrt, unabhéngig von den anderen Stromkreisen.

Unter einem ”Schaltbild” B sei die gleichzeitige Angabe der Zustinde aller Stromkreise S; verstanden;
z.B. stellt die Ausgangsstellung, bei der alle Stromkreise S; ausgeschaltet sind, ein Schaltbild dar, das mit
By bezeichnet sei. Sind B und B’ Schaltbilder, so werde unter der ”Summe” B @ B’ dasjenige Schaltbild
verstanden, das nach folgender Vorschrift entsteht:

Es sei B dadurch gekennzeichnet, dafl genau die Stromkreise Sy, ..., S, eingeschaltet sind; es sei B’ dadurch
gekennzeichnet, daf§ genau die Stromkreise Sk, ..., S, eingeschaltet sind.

Dann beginne man mit dem Schaltbild By und
(a) driicke die Knopfe K, , ..., Ky, jeden genau einmal. Anschliefend (ohne nach By zuriickzugehen!)
(b) driicke man genau die Knépfe Ky, , ..., Ky, , jeden genau einmal.
Unter dem "Produkt” B ® B’ werde dasjenige Schaltbild verstanden, das nach folgender Vorschrift entsteht:
Man beginne mit dem Schaltbild By, verfahre nach den Vorschriften (a), (b) und anschlieflend

(c) driicke man genau diejenigen Knopfe, die bei mindestens einem der beiden Teilprozesse (a), (b) bereits
gedriickt worden waren, jedoch noch genau einmal.

Man beweise die folgenden beiden Aussagen:
(1) Sind B, B’, B” Schaltbilder, so gilt
(B@B/) ®B” — (B@B”) EB (B/ ®B//).

(2) Sind B, B’ Schaltbilder, so gibt es genau ein Schaltbild B* mit der Eigenschaft B* @ B’ = B, niamlich
B*=B®B.

Aufgabe 131246B:

a) Man beweise folgende Behauptung:

Es gibt keine ganzrationale Funktion f, bei der fiir jedes « die beiden Ungleichungen

f(@) > " (@), (1)
f'(x) > f'(x) gelten. (2)

b) Entsteht eine richtige Behauptung, wenn man in der bei a) gemachten Behauptung die Ungleichung
(2) durch

f(x) > f'(z) ersetzt? (3)
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14. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 141211:

Am Ende einer groferen Abendgesellschaft zeigte es sich, dal keiner der anwesenden Herren mit weniger
als 10 und keiner mit mehr als 12 Damen getanzt hatte, wihrend keine der Damen mit weniger als 12 und
auch keine mit mehr als 14 Herren zum Tanz gegangen war. Keiner der Herren hatte dieselbe Dame mehr
als einmal zum Tanz gefithrt. Hatte jeder der Herren mit jeder Dame genau einmal getanzt, so hitten 480
Téanze stattfinden miissen. Dabei zdhlt jeder Tanz, den ein Herr mit einer Dame ausfiihrt, als ein Tanz.
(Wenn z.B. genau 15 Paare gleichzeitig tanzen, so soll das als 15 Téanze und nicht als 1 Tanz verstanden
werden.)

a) Man ermittle alle mit diesen Bedingungen vereinbaren Moglichkeiten fiir die Anzahl der Damen und
Herren, die insgesamt anwesend waren.

b) Man gebe (am einfachsten in der Form eines Rechteckschemas) eine der bei den gefundenen Anzahlen
moglichen Zusammenstellungen zu Tanzpaaren an, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Aufgabe 141212:
Man beweise:

Wenn die Summe zweier natiirlicher Zahlen m und n durch 7 teilbar ist, so ist die Summe m7 + n’ durch
49 teilbar.

Aufgabe 141213:

In einem beliebigen Parallelogram ABCD seien E, F', G, H die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, C'D bzw.
DA.

Der Schnittpunkt von DE mit HB sei A’,

der von HB mit AF sei F’,

der von AF mit EC sei B/,

der von EC mit GB sei F’,

der von GB mit F'D sei C’,

der von F'D mit CH sei G’,

der von CH mit GA sei D', und

der von GA mit DFE sei H' (siche Abbildung).

Man beweise, dafl der Flacheninhalt des Achtecks A’E’B’'F'C'G’'D'H’ ein Sechstel des Flicheinhalts des
Parallelogramms ABC'D betragt.
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Aufgabe 141214:
Fiir alle reellen Wertetripel (a, b, ¢) ist zu untersuchen, ob das Gleichungssystem

zy?2® = a,
23z = b,
By =c
1) keine,
2) genau eine,
3) genau zwei,
)

4) mehr als zwei, jedoch endlich viele,
5) unendlich viele

reelle Losungen (z, y, z) hat. Ferner sind sdmtliche vorhandenen Losungen anzugeben.
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14. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 141221:

Tp—1

Es sei z, n =0,1,2,3,... diejenige Zahlenfolge, fiir die 9 = 1 und z,, = pa——
Tp—1

(n=1,2,3,...) gilt.

Man gebe die Glieder x1, 2 und x3 dieser Zahlenfolge an. Man gebe einen Term f(n) mit der Eigenschaft
f(n) =z, (n=1,2,3,...) an.

Aufgabe 141222:

Gegeben sei eine rechteckige Tabelle mit drei Zeilen und vier Spalten, also mit 12 Feldern. In einem dieser
Felder stehe die Zahl 0.

Man untersuche, ob es eine Moglichkeit gibt, alle iibrigen Felder mit Hilfe der natiirlichen Zahlen von 0 bis
9 derart auszufiillen, daf3

(1) jede in der Tabelle vorkommende Zahl dort hochstens zweimal auftritt,
(2) die Summen der Zahlen in jeder der drei Zeilen gleich grof sind,

(3) die Summen der Zahlen in jeder der vier Spalten gleich grofl sind, wobei diese (somit viermal auftre-
tende) Summe grofer als 15 ist.

Aufgabe 141223:

Es sei ABCD ein Sehnenviereck und E der Schnittpunkt seiner Diagonalen AC' und BD. Die Seite DA sei
nicht parallel zur Seite BC, so daf} sich die diese Seiten enthaltenden Geraden in einem Punkt F' schneiden.
Die Gerade g halbiere den Winkel < BE A und die Gerade h den Winkel < AF'B.

Man beweise, dafl dann g || h ist.

Aufgabe 141224:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fiir die das Gleichungssystem

T+y+z=0, (1)
2., .2 2 _
PR, )
syttt =a (3)

a) keine reellen Losungen (z, y, z)
b) genau eine reelle Losung,

¢) mehr als eine reelle Losung hat.
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14. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 141231:

In die 64 Felder eines Schachbretts sind die Zahlen 1, 2, ..., 64 so eingetragen, daf} in der ersten waagerechten
Reihe von links nach rechts die Zahlen 1, 2, ..., 8, in der zweiten waagerechten Reihe von links nach rechts
die Zahlen 9, 10, ..., 16 u.s.w. in dieser Reihenfolge stehen.

Jemand soll nun acht Tirme so auf Felder des Schachbretts stellen, dafl keine zwei von ihnen einander
schlagen kénnen. Danach soll er die Summe S der Zahlen bilden, die auf den von den Tiirmen besetzten
Feldern stehen. Es sind alle dabei moglichen Werte von S anzugeben.

Anmerkung: Zwei Tiirme konnen einander genau dann schlagen, wenn sie auf einer gemeinsamen waage-
rechten oder senkrechten Felderreihe stehen.

Aufgabe 141232:

Gegeben sei eine rationale Zahl c. Ferner sei ® die Menge aller derjenigen Paare (a, b) aus rationalen Zahlen
a, b, fir die a + b = ¢ gilt.

Beweisen Sie, dafi unter allen Produkten a - b mit (a,b) € M dasjenige am grofiten ist, das aus dem Paar
(a,b) mit a = b gebildet wurde!

Aufgabe 141233:

Im Innern eines Wiirfels ABCDEFGH mit den Seitenflichen
ABCD, ABFE, BCGF, CDHG, DAFEH, EFGH und mit der
Kantenldnge a befindet sich ein gerader Kreiskegelkorper mit den
folgenden Eigenschaften:

a) Seine Spitze fallt mit dem Eckpunkt A des Wiirfels zusam-
men.

b) Seine Achse liegt auf der Raumdiagonalen AG des Wiirfels.

¢) Seine Grundfliche hat mit einer der drei Seitenflichen des
Wiirfels, auf denen G liegt, genau einen Punkt gemeinsam.

Man beweise: Ist « die Grole des Winkels zwischen einer Seitenlinie und der Achse und r der Radius der
Grundflache des Kegelkorpers, so gilt

a3
cota—i—\/i'
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Aufgabe 141234:

Es ist zu untersuchen, ob es eine Funktion y = log,(bx + ¢) mit a, b, ¢ reell; a > 1 gibt, deren Graph in
einem z, y-Koordinatensystem durch die Punkte (2; 2), (-1; 0) und (0; 1) verlauft.

Man gebe, falls es eine solche Funktion gibt, alle reellen geordneten Zahlentripel (a, b, ¢) an, fir die das
zutrifft.

Aufgabe 141235:

Es seien in der Ebene fiinf Punkte F', G, H, I, K gegeben, von denen keine drei auf derselben Geraden
liegen.

Man begriinde und beschreibe eine Konstruktion eines solchen Finfecks ABCDE, dal F, G, H, I, K in
dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten AB, BC', CD, DE, EA des Fiinfecks sind.

Man untersuche ferner, ob ein solches Fiinfeck ABC DE durch die gegebenen Punkte F, G, H, I, K ein-
deutig bestimmt ist. Dabei wird nicht vorgeschrieben, daf§ das Fiinfeck ABC DFE konvex, nicht konvex oder
iiberschlagen ist; es soll auch zugelassen sein, dafl Ecken miteinander zusammenfallen oder Seiten teilweise
ineinander oder in der Verlangerung voneinander liegen.

Aufgabe 141236A:

Ein in einem industriellen Prozef eingebauter MeSkomplex M iibermittelt an eine Ubertragungseinheit
A; genau eins der beiden Signale S; oder So, das dann von A; zu einer Ubertragungseinheit As, von
Ay zu einer Ubertragungseinheit As und von As zu einem Elektronenrechner R iibermittelt wird. Jede
Ubertragungseinheit A; (i = 1,2, 3) kann genau die Signale S; oder Sy iibermitteln. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf§ A; statt des jeweils empfangenen Signals gerade das andere weitervermittelt, betrage 0,01. Es
sei nun bekannt, dafl am Ende eines solchen Ablaufes durch Az in den Rechner R das Signal S; iibertragen
wurde.

Wie grofl ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal M zu Beginn dieses Ablaufes an A; ebenfalls Sy
ibermittelt hatte?

Hinweis: Wenn sich unter den Voraussetzungen V in einer groflen Anzahl n von Féllen insgesamt g solche
befinden, bei denen ein Ereignis E eintritt bzw. eingetreten ist, so heifit die Zahl p = £ die Wahrscheinlichkeit
fir das Eintreten (bzw. Eingetretensein) von E unter den Voraussetzungen V.

Zur Losung kénnen auflerdem folgende Sétze verwendet werden.

a) Additionsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir unabhdngige Ereignisse: Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, da von zwei einander ausschlieBenden Ereignissen 7 und Fs eins von beiden eintritt, ist gleich
der Summe p; + po der Wahrscheinlichkeit p; fiir das Eintreten von E; und der Wahrscheinlichkeit
po fiir das Eintreten von Es.

b) Multiplikationsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} ein Ereignis
FE und ein Ereignis F' eintreten, ist gleich dem Produkt p-g der Wahrscheinlichkeit p fir das Eintreten
von E und der Wahrscheinlichkeit ¢ dafiir, daf unter der Voraussetzung von F das Ereignis F' eintritt.

Aufgabe 141236B:

Es sei p eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion mit
der Eigenschaft

flx+p) = _f@) fiir alle reellen x. (1)

3f(x)—1

a) Man beweise, dal jede derartige Funktion f (sofern es solche gibt) periodisch ist, d.h., da8 es zu ihr
eine von Null verschiedene reelle Zahl ¢ gibt, so daf3

fx+q) = f(x) fir alle reellen z gilt. (2)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 93



http://www.olympiade-mathematik.de

b) Man gebe fir einen speziellen Wert von p eine solche nicht konstante Funktion f an.
Hinweis: Man kann insbesondere untersuchen, ob eine Funktion vom Typ

a+b-sin?z
c+d-sin®z

fz) =

bei geeigneten Werten der Konstanten a, b, ¢, d fiir alle reellen = definiert ist, die Eigenschaft (1) hat und
nicht konstant ist.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 94



http://www.olympiade-mathematik.de E%

14. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 141241:
Man beweise, dafl fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, d mit 0 <a <b<c<d
d_ b d a

g+9+£+7>7+9+—+7 ilt (1)
b ¢ d a " a b ¢ d st

Aufgabe 141242:

Von einem Dreieck seien die Innenwinkel gemessen worden. Die Summe der dabei (als Ndherungswerte der
wahren Innenwinkelgrofien) erhaltenen Messwerte u, v, w sei 180° 46 mit 6 # 0°. Durch drei Korrekturwerte
x, 1y, z sollen die Messwerte so verdandert werden, dafl die Summe der dann entstehenden Werte v+ x, v+,
w + z gleich 180° ist.

Es ist zu beweisen, daf fiir alle unter diesen Bedingungen moglichen Korrekturwerte x, y, z der Wert
S = z% +y? 4 22 genau dann am kleinsten ist, wenn 2 = y = z = —2 gilt.

Aufgabe 141243:

In einem Mathematikzirkel, in dem Eigenschaften von Funktionen f bei Kehrwertbildung untersucht werden,
vermutet ein Zirkelteilnehmer, allgemein gelte fiir Funktionen f, die in einem Intervall J definiert sind und
nur positive Funktionswerte haben, der folgende Satz:

(a) Ist f in J streng konkav, so ist % in J streng konvex.

Ein anderer Zirkelteilnehmer meint, es gelte auch der folgende Satz:
(b) Ist f in J streng konvex, so ist % in J streng konkav.
Man untersuche jeden dieser Sitze auf seine Richtigkeit.

Hinweise:

(1) Genau dann heifit f(x) in J streng konvex bzw. konkav, wenn fiir je drei Zahlen z1, 2*, 9 aus J mit
1 < ¥ < x9 der auf der von den Punkten [x1; f(z1)] und [x2; f(z2)] begrenzten Sehne gelegenen
Punkt, dessen Abszisse z* ist, eine Ordinate hat, die grofer bzw. kleiner als f(z*) ist.

(2) Mit % ist die durch die Festsetzung g(z) = f(lm) fiir alle Zahlen x des Intervalls J definierte Funktion

g bezeichnet.

Aufgabe 141244:
Man ermittle alle Paare (x,y) reeller Zahlen x und y, fiir die die Gleichungen

242% — 252y — 73z + 25y — 35 =0 und (1)
22—y -2 —2y—7=0 gelten. (2)
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Aufgabe 141245:

Ist P ein Punkt im Innern eines regelméafigen Tetraeders A; As A3 A4, so seien die Abstédnde, die P von den
vier Seitenflichen des Tetraeders hat, mit x1, xo, x3, x4 bezeichnet. Mit h sei der Abstand bezeichnet, den
Ay von der Flache des Dreiecks A A2 A3 hat.

a) Man zeige, dafl es genau einen Punkt P+ im Innern von A;AsAzAy gibt, fiir den alle vier Absténde
1, T, T3, T4 den Wert % haben.

b) Man beweise, daf} fiir alle Punkte P im Innern des Tetraeders das Produkt x;zsz314 genau dann
seinen grofiten Wert annimmt, wenn P mit dem in a) genannten Punkt PT zusammenfillt.

Aufgabe 141246A:

Es sei n eine natiirliche Zahl mit n > 2. Jemand schreibt n Briefe, von denen jeder fiir genau einen unter n
verschiedenen Adressaten vorgesehen ist, und steckt in jeden von n Umschldgen genau einen dieser Briefe,
ohne vorher die Adressen auf die Umschlége zu schreiben. Da er nun nicht mehr weif}, in welchem Umschlag
sich welcher Brief befindet, schreibt er willkiirlich die n Adressen auf die n Umschldge (auf jeden Umschlag
genau eine Adresse).

Man beweise: Die Wahrscheinlichkeit ¢, dafiir, daf§ bei keinem der Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag
den fiir ihn vorgesehenen Brief enthélt, hat den Wert

qn = (_1)2 o

Hinweis: Man bezeichne jede tiberhaupt mogliche Verteilung der Briefe an die Adressaten (jeder Brief an
genau einen der Adressaten) einen "moglichen Fall”. Unter diesen bezeichne man jede Verteilung, bei der
fiir keinen Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag den fiir ihn vorgesehenen Brief enthélt, ein ”glinstiger
Fall”. Die Anzahl aller "moglichen Félle” sei a,, genannt, die Anzahl aller ”giinstigen Félle” g,,. Dann ist die

genannte Wahrscheinlichkeit ¢, definiert als ¢, = 27

Aufgabe 141246B:
In der Ebene sei der "Abstand” zwischen zwei Punkten wie folgt definiert:

Sind P, und P, zwei beliebige Punkte, die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten
(z1;y1) bzw. (z2;y2) haben (z1, 2, Y1, Y2 seien reelle Zahlen), so sei ihr ”Abstand”

d(Py; Py) = max {|z1 — @2, |y1 — yal} -

Man ermittle die Menge M aller Punkte der Ebene, die beziiglich des so definierten Abstandes von den
Punkten A(0;2) und B(1;4) gleich weit entfernt sind.
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15. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 151211:

An einer Schule wird héufig Tischtennis gespielt. Man zeige, daf es stets unter sechs beliebigen Schiilern
dieser Schule entweder drei gibt, die bereits jeder gegen jeden gespielt haben, oder drei gibt, zwischen denen
noch kein Spiel ausgetragen worden ist.

Aufgabe 151212:

Man beweise, dafl es zu drei beliebig ausgewédhlten Punkten einer Kugeloberfliche stets eine Halbkugel gibt,
auf der diese drei Punkte liegen.

Bemerkung: Eine Halbkugel(-fliche) werde stets einschlielich ihrer Randlinie verstanden.

Aufgabe 151213:
Man ermittle alle Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fiir die

1 1 7
- == (1)
T+y zxT+z 12
1 1 8
+ =— (2)
z+y y+z 15
1 1 9

= — gilt. 3
T+ z + y+z 20 & )
Aufgabe 151214:

Es sei M die Menge aller derjenigen siebenstelligen Zahlen (im dekadischen Positionssystem), in denen jede
der sieben Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 einmal auftritt.

Man beweise, dafl keine der Zahlen aus M durch eine andere Zahl aus M teilbar ist.
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15. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 151221:

a) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n derart gibt, daf§ in der nach dem binomischen Lehrsatz
gebildeten Entwicklung

(a+b)" =coa" + c1a™ b+ a2 b2+ 4 b (1)

die Koeffizienten cg, ¢, co die Summe cq 4 ¢1 + ¢ = 79 haben.
Gibt es solche Zahlen n, so ermittle man sie.

b) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n derart gibt, da aus (1) durch die Ersetzung a = 2%, b = %

eine Entwicklung
1 n
(xQ —+ > = coxko —+ Clxkl —+ szkz =+ ...+ Cnxk:"
x

entsteht, in der einer der Exponenten den Wert k; = 0 hat, d.h., in der ein von « freies Glied vorkommt.

Gibt es solche Zahlen, so ermittle man sie.

b) Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die sowohl die in a) als auch die in b) angegebenen Bedingungen
erfiillen.

Aufgabe 151222:

Gegeben sei eine Pyramide, deren Grundfliche ein Rechteck mit dem Flacheninhalt @) ist. Zwei der Seiten-
flichen stehen senkrecht auf der Grundfliache; die zwei restlichen schlieffen mit der Grundfliche Winkel der
Grofle a bzw. [ ein.

Man ermittle das Volumen der Pyramide in Abhéangigkeit von @, o und .

Aufgabe 151223:

Die Forschungsabteilungen zweier volkseigener Betriebe sollen zu einer gemeinsamen Beratung genau je
sechs Mitarbeiter delegieren. An der Beratung sollen insgesamt 6 Mathematiker und 6 Ingenieure teilneh-
men. In der Forschungsabteilung des einen Betriebes arbeiten 5 Mathematiker und 7 Ingenieure, in der des
anderen 7 Mathematiker und 5 Ingenieure.

Man ermittle die Anzahl aller moglichen personellen Zusammensetzungen der Beratung unter den angege-
benen Bedingungen.
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Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, fiir die das Gleichungssystem

r4+y+z=a (1)
224?422 = (2)
Py 48 =dt (3)

erfiillt ist, wobei a eine reelle Zahl ist.
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15. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 151231:

Jemand loste eine Divisionsaufgabe A; bei dieser war eine natiirliche Zahl, die (in dekadischer Darstellung)
mit fiinf gleichen Ziffern geschrieben wird, durch eine vierstellige natiirliche Zahl, die (in dekadischer Dar-
stellung) mit vier gleichen Ziffern geschrieben wird, zu dividieren.

Bei dieser Division ergab sich die Zahl 16 und ein gewisser Rest. Anschliefend bildete jemand aus dieser
Aufgabe A eine neue Divisionsaufgabe A’, indem er sowohl im Dividenden als auch im Divisor je eine Ziffer
wegfallen lie3. Bei der Division der so erhaltenen Zahlen ergab sich wieder die Zahl 16 sowie ein um 2 000
kleinerer Rest als bei der Aufgabe A.

Man nenne (durch Angabe von Dividend und Divisor) alle Divisionsaufgaben A, die diese Eigenschaft auf-
weisen.

Aufgabe 151232:

Ist M eine Menge von reellen Zahlen, so soll eine reelle Zahl e # 0 aus dieser Menge als eine "Einheit von
M” bezeichnet werden, wenn fiir jedes Element z aus M die Beziehung £ € M gilt.

(So besitzt z.B. die Menge aller ganzen Zahlen nur die Einheiten +1 und -1, wihrend z.B. in der Menge
aller rationalen Zahlen jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist.)

Es sei nun M die Menge aller Zahlen a + bv/2, wobei a und b beliebige ganze Zahlen sind. In dieser Menge
sind z.B. +1 und -1 Einheiten.

a) Man gebe noch 5 weitere Einheiten von M an.
b) Man beweise, dafl M unendlich viele verschiedene Einheiten enthilt.

Aufgabe 151233:

Es seien A1 As, B1B>, C1Cy drei voneinander verschiedene parallele Sehnen eines Kreises k. Ferner seien X
bzw. Y bzw. Z die zu As bzw. By bzw. Cy beziiglch der Mittelpunkte der Sehnen B;C; bzw. C1 A1 bzw.
Ay By symmetrisch liegende Punkte.

Man beweise, dal X, Y und Z auf ein und derselben Geraden liegen.

Aufgabe 151234:

Definition: Eine gebrochene rationale Funktion f heifit echt gebrochen, wenn sie sich in ihrem Definitions-
bereich in der Form

)

u(x) = @™ + ...+ a1+ ag; Gy #0

v(x) =bpx" + ...+ bix+by; b, #0 und m<n

mit
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Es ist zu untersuchen, ob die Summe zweier echt gebrochener rationaler Funktionen wieder eine echt gebro-
chene rationale Funktion ist, wenn die Summe von der Funktion 0

darstellen 1a8t.

-4 mit  u(z) = apa™ + ...+ ag, alle ap=..=ay=0

verschieden ist.

Aufgabe 151235:

In der Ebene mogen n Punkte (n > 4) so gelegen sein, dafi je vier von ihnen Eckpunkte eines nichtentarteten
konvexen Vierecks sind.

Man beweise, dafl dann alle n Punkte Eckpunkte eines konvexen n-Ecks sind.

Aufgabe 151236A:

Gegeben seien n Punkte einer Ebene (n > 0), von denen keine drei auf derselben Geraden liegen. Die n
Punkte sollen durch Strecken so miteinander verbunden werden, dafl es keine drei Punkte gibt, von denen
jeder mit jedem der anderen beiden verbunden ist.

Man zeige, daf} sich unter diesen Bedingungen fiir die Anzahl Z, der Verbindungsstrecken

2
Z, < [Tﬂ gilt.

Man zeige ferner, daf} sich unter Beachtung der Bedingungen {%2} Verbindungsstrecken finden lassen.

Anmerkung: Mit [z] sei die grofite ganze Zahl bezeichnet, die nicht grofier als x ist.

Aufgabe 151236B:

Es seien P(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p, ¢, r, s reelle Zahlen, fir die p # ¢ gelte. Bei
der Division dieses Polynoms durch (z — p) ergebe sich als Rest die Zahl r, bei der Division des gleichen
Polynoms durch (z — ¢) als Rest die Zahl s.

Welcher Rest ergibt sich unter diesen Voraussetzungen bei der Division des Polynoms P(z) durch

(x —p)(z—q)?
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15. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 151241:
Man untersuche, ob es ein Polynom P(z) dritten Grades gibt, so dal P(0) = 74, P(1) = 19, P(2) = 65 und
P(3) = 92 gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man P(4) und P(5).

Aufgabe 151242:
Man ermittle die Menge aller derjenigen positiven reellen Zahlen r, fiir die folgende Aussage wahr ist:

2

Fiir jede positive reelle Zahl a hat die fiir alle reellen z durch f(z) = 4 — 22 — a2® definierte Funktion f

zwischen den Zahlen 2 — ar und 2 eine Nullstelle.

Aufgabe 151243:

P bezeichne einen Punkt im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC, der von den Eckpunkten dieses
Dreiecks die Abstinde PA = u, PB = v, PC = w hat.

Man berechne die Seitenlange s des gleichseitigen Dreiecks ABC aus u, v, w.

Aufgabe 151244:

Es sei f diejenige Funktion, die als Definitionsbereich die Menge aller Tripel (z,y,z) von nichtnegativen
reellen Zahlen x, y, z mit x + y + z = 7 hat und die jedem solcher Tripel jeweils die Zahl

f(z,y,2) = sin? z + sin?y + sin” 2
zuordnet.
Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktion f und weisen Sie nach, daf§ jeder Wert in diesem Bereich

angenommen wird!

Aufgabe 151245:

Bekanntlich gilt: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Eine Ebene wird durch n Geraden, von denen keine drei
durch ein und denselben Punkt laufen und keine zwei parallel sind, in genau %(n2 +n + 2) Teile zerlegt.

Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n die Anzahl der Teile, in die der Raum durch n Ebenen zerlegt
wird, von denen keine vier durch ein und denselben Punkt gehen, keine drei zueinander parallele oder
zusammenfallende Schnittgeraden besitzen sind und keine zwei zueinander parallel sind.

Aufgabe 151246A:
Mit R,, wird die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen bezeichnet. In R,, ist durch

(331,1'2, ,.Tn) + (y1’y27 7yn) = (1:1 + Y1, T2 + Y2505 Ty + yn)
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Mz, o, ooy xn) = (A1, Az, .oy Amy), A reell,

eine Addition und durch

die Multiplikation mit einer beliebigen reellen Zahl A definiert.
Es sei M eine Teilmenge von R, fiir die gilt:

Mit (21,22, ..., Zn), (Y1,Y2s s Yn) € M gilt fiir jedes A mit 0 < A <1

(1,23, 00) + (1= ) (W1, Ys s ) € M. (1)
Ein n-Tupel (s1,$2,...,8,) € M heifit z-Element von M, wenn aus (s1,82,...,8n) = %(xl,mg,...,xn) +
%(yhyQa .. ayn) mit (l‘1,$2, ""mn)’ (y17y27"'7yn) € M stets S1 =T1=Y1, 82 = T2 = Y2y .. , Sp = Tp = Yn
und damit (s1, S2, ..., $n) = (X1, X2, .oy Tn) + (Y1, Y2, -, Yn ) f0lgt.
Man zeige: (s1, $2, ..., Sn) ist 2-Element genau dann, wenn fiir beliebiges A mit 0 < A < 1 aus (s1, 82, ..., $p) =
)\(.1717.'172,---, ) ( )(ylay27' 7yn) mit (.’17]_,$2, ey L )7 (ylayQa ayn) € M stets §1 =T1 = Y1, S2 = T2 =
Y2, -oo 5 Sn = Tn = Yn, also (81a827"'78n) = (m1,$2,...7$n) = (yl,y27~-~7yn) f01gt

Aufgabe 151246B:
In der mathematischen Statistik werden héufig Summen der folgenden Form bendétigt:

cECE) B R

k=0

M

wobei n eine natiirliche Zahl mit n > 1 ist.
a) Man berechne die Summen M, N und m.

b) Es sei f die fiir alle reellen 2 durch

) = }Vgac -2 (3)

definierte Funktion.

Man berechne f(x) und weise nach, dal f einen kleinsten Funktionswert besitzt und diesen genau fiir
T = m annimmt.
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16. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 161211:
Man ermittle alle Tripel reeller Zahlen (z, y, z), die das Gleichungssystem

r+yz="7 (1)
zYy+2=>5 (2)
rT+y+z2=06 (3)

erfullen.

Aufgabe 161212:
Man beweise, daf fiir jedes Dreieck ABC' die Gleichung

MA2~sina—|—Z\4B2 -sin/é’—l—MC2 -siny = 2F

gilt, wobei a, 3, v die Gréflen der Innenwinkel bei A, B bzw. C bezeichnen, F' der Flicheninhalt des Dreiecks
und M der Mittelpunkt seines Inkreises ist.

Aufgabe 161213:
Einer Schule stehen fiir ein Zeltlager folgende Zelte zur Verfiigung:

2 Zelte fir je 3 Personen,
1 Zelt fiir 8 Personen,
2 Zelte fir je 10 Personen und

2 Zelte fir je 16 Personen.

Jedes dieser Zelte wird entweder mit Médchen zu genau 50% seiner Hochstbelegungszahl ausgelastet oder
mit Jungen so belegt, dafl es zu hochstens 70%, mindestens aber zu 50% ausgelastet ist. Dabei sind insgesamt
fiir das Zeltlager mehr Méadchen als Jungen zu beriicksichtigen.

a) Wieviel Personen konnen maximal unter diesen Bedingungen am Zeltlager teilnehmen?
b) Man gebe fiir einen derartigen Fall eine entsprechende Belegung der Zelte an.

Aufgabe 161214:

Auf der Oberflache einer massiven Kugel, deren Durchmessergréfie nicht angegeben ist, seien zwei Punkte
A und B gegeben, die nicht auf ein und demselben Kugeldurchmesser liegen.
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Man beschreibe eine Konstruktion des durch die Punkte A und B verlaufenden Grofikreises. Zur Konstrukti-
on auf der Kugeloberflache darf nur ein Zirkel, zu eventuell notwendigen Hilfskonstruktionen in einer Ebene
diirfen nur Zirkel und Lineal verwendet werden.

Hinweis: Unter einem Grofikreis versteht man einen Kreis auf der Kugeloberflédche, dessen Mittelpunkt mit
dem Mittelpunkt der Kugel zusammenfallt. Durch zwei Punkte der Kugeloberfliche, die nicht auf ein und
demselben Kugeldurchmesser liegen, verlduft genau ein Grofikreis.
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16. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 161221:

Es sei R ein Rechteck mit dem Flacheninhalt A, den Seitenldngen a, b und der Diagonalenldnge d. Ferner
sei a das arithmetische Mittel von b und d.

Man ermittle fiir dieses Rechteck a, b und d in Abhéngigkeit von A.

Aufgabe 161222:

Einer Kugel K7 mit gegebenem Radius 7 sei ein Zylinder Z; mit quadratischem Achsenschnitt einbeschrie-
ben. Diesem Zylinder Z; sei eine Kugel K> und dieser wieder ein Zylinder Zs mit quadratischem Achsen-
schnitt einbeschrieben.

Dieses Verfahren sei weiter fortgesetzt, d.h., liegen fiir eine natiirliche Zahl n bereits eine Kugel K,, und
ein Zylinder Z,, mit quadratischem Achsenschnitt vor, so sei dem Zylinder Z,, eine Kugel K, ;1 und dieser
wieder ein Zylinder Z, 1 mit quadratischem Achsenschnitt einbeschrieben.

Fiir jedes n = 1,2, ... sei V,, das Volumen der Kugel K,,, und es sei S, = Vi + Vo + ... + V.
a) Man ermittle das Volumen V.
b) Man ermittle Syo.

¢) Man berechne lim S, falls dieser Grenzwert existiert.
n—oo

Hinweis: Ein Zylinder heifit einer Kugel einbeschrieben, wenn die Kreislinien, die seine beiden Grundflichen
beranden, auf der Kugel liegen. Eine Kugel in einem Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt heifft diesem
Zylinder einbeschrieben, wenn sie seine beiden Grundflachen beriihrt.

Aufgabe 161223:
In einem Quadrat der Seitenldnge 1 moégen sich 51 Punkte befinden.

Man beweise, dafl es zu jeder Anordnung solcher 51 Punkte einen Kreis mit dem Radius % gibt, der wenig-
stens drei dieser Punkte in seinem Innern enthélt.

Aufgabe 161224:
Es seien x und y

a) nichtnegative reelle Zahlen,

b) nichtnegative ganze Zahlen,
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fiir die die Ungleichungen

8z + 3y < 25, (1)
—2x+ 3y <10 (2)
erfillt sind.
Man weise nach, daf} fiir die Summe
z=2x+vy (3)

in den Fillen a) bzw. b) jeweils ein grofiter Wert existiert, und gebe diesen fiir jeden der Félle an.
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16. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 161231:
Man gebe alle Paare (x, y) reeller Zahlen an, fiir die

2 +y=2 und (1)
v r=2 gilt. (2)

Aufgabe 161232:

In einen geraden Kreiskegel mit dem Radius r und der Hohenlédnge h seien Kugeln so einbeschrieben, dafl die
erste Kugel die Grundfliche und die Mantelfliche des Kegels, jede folgende Kugel die vorhergehende Kugel
von auflen und die Mantelfliche des Kegels beriihrt, wobei sdmtliche Kugelmittelpunkte auf der Kegelachse
liegen.

Gesucht ist eine formelméfige Ermittlung des Radius r,, der n-ten Kugel aus den gegebenen Lingen r und
h.

Man weise insbesondere nach, daf die Folge (r,,) eine geometrische Folge mit dem Quotienten

h—27‘1

= ist.
q W is

Aufgabe 161233:

Es sei eine Menge von endlich vielen roten und griinen Punkten gegeben, von denen einige durch Strecken
verbunden sind. Ein Punkt dieser Menge heifle aufergewdhnlich, wenn mehr als die Halfte der von ihm
ausgehenden Verbindungsstrecken in Punkten enden, die eine andere Farbe als er haben.

Wenn es in der gegebenen Punktmenge aulergewohnliche Punkte gibt, so wahle man einen beliebigen aus
und farbe ihn in die andere Farbe um. Falls in der entstandenen Menge auergewthnliche Punkte existieren,
werde das Verfahren fortgesetzt.

Man beweise: Fiir jede Menge der beschriebenen Art und fiir jede Moglichkeit, jeweils auBBergew6hnliche
Punkte zum Umféirben auszuwédhlen, entsteht nach endlich vielen solchen Umfarbungen eine Menge, die
keinen aufergewohnlichen Punkt enthalt.

Aufgabe 161234:

a) Man beweise, daf fiir alle reellen Zahlen z, y, z mit  + y + z = 7 die Ungleichung

cos 2x 4 cos 2y — cos 2z < gilt.

N W
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b) Es sind diejenigen Werte von z, y, z zu ermitteln, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 161235:

In einer Ebene sei eine Menge von endlich vielen Punkten, die nicht alle auf ein und derselben Geraden
liegen, so gegeben, dafl der Flacheninhalt jedes Dreiecks, das drei dieser Punkte als Eckpunkte hat, nicht
grofer als 1 ist.

Man beweise, dafl fiir jede derartige Menge eine Dreiecksfliche (einschlieBlich ihres Randes verstanden)
existiert, deren Flidcheninhalt nicht gréfier als 4 ist und die die gegebene Menge enthélt.

Aufgabe 161236A:
Fiir jede reelle Zahl x mit 0 < z < 7 werde in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem
der Kreis durch die Punkte P(0;1), Q(z;cosx) und R(—x;cos(—x)) gelegt.

a) Man gebe eine Funktion f so an, daf} fiir jede dieser Zahlen x der genannte Kreis den Radius r = f(z)
hat.

b) Man berechne lim f(z), falls dieser Grenzwert existiert.
T—r 00

c) Man ermittle den Wertebereich der Funktion f mit der Menge aller Zahlen z, fiir die 0 < 2 < 7 gilt,
als Definitionsbereich.

Aufgabe 161236B:
Es sei M eine Menge, fiir die folgendes gilt:

(1) Jedem geordneten Paar (a,b) von Elementen aus M ist genau ein Element aus M zugeordnet, das mit
a o b bezeichnet sei.

(2) Zu jedem b € M und jedem ¢ € M gibt es genau ein x € M so, daBl x o b = ¢ gilt; dieses Element x
werde mit x = § bezeichnet.

Unter diesen Voraussetzungen beweise man folgende Aussage:

Wenn fiir alle a € M, b € W, c € M, d € M die Beziehung (a0 b) o (cod) = (aoc)o (bod) gilt, dann gilt fir
allepeM, g eM, r e M, s € M die Beziehung
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16. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 161241:

Es seien a, b, zg drei reelle Zahlen mit a < zg < b; das Intervall aller reeller Zahlen z mit a < = < b sei
I genannt. Eine in [ definierte Funktion f, sei an der Stelle z( differenzierbar. Ferner sei g die in I durch
g(z) = |f(z)| definierte Funktion.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist g genau dann an der Stelle xg nicht differenzierbar, wenn
f(zo) =0 und f'(x0) # 0 gilt.

Aufgabe 161242:
Gegeben sei eine natiirliche Zahl n > 1.

Man ermittle die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten 2n rote, 2n griine und 2n schwarze Kugeln so auf
zwei Gefafle Q1 und Q2 zu verteilen, dafl jedes der Gefiafle 3n Kugeln enthalt.

Hinweis: Zwei Verteilungsmoglichkeiten gelten genau dann als gleich, wenn fiir jede der drei Farben die
Anzahl der in @)1 enthaltenen Kugeln dieser Farbe bei beiden Verteilungsmoglichkeiten iibereinstimmt (und
folglich dasselbe auch fir Qo zutrifft).

Aufgabe 161243:

Ist P, P, P3P, eine vierseitige Pyramide mit S als Spitze und einem konvexen Viereck Py P, P3P, als Grund-
flache, so seien die Seitenflichen SP;P;;1 mit ¢; und die Gréfle des Winkels zwischen €;_; und &; mit «;
bezeichnet (i = 1,2,3,4; tritt in den Formeln ein Index 5 auf, so werde er durch den Index 1 ersetzt; tritt
ein Index 0 auf, so werde er durch den Index 4 ersetzt).

Man beweise: Wenn zu einer solchen Pyramide ein gerader Kreiskegel mit der Spitze S existiert, auf dessen
Mantel Py, Py, P3 und Py liegen, so gilt a1 + ag = as + ay.

Aufgabe 161244:
Man beweise, daf fiir alle reellen Zahlen a und b

la+b] la] b .
< + It. 1
T+latb| = 1+la] 1+]0] © (1)

Aufgabe 161245:

Man ermittle die Anzahl aller Paare (p,q) natiirlicher Zahlen mit 1 < p < 100 und 1 < ¢ < 100 und der
Eigenschaft, daf die Gleichung z° + pz 4+ ¢ = 0 mindestens eine rationale Losung hat.

Aufgabe 161246A:

Es sind alle Polynome f(z) = ag +a1x + azx? + ... + a, 2™ mit reellen Koeffizienten ag, a1, ..., a, anzugeben,
die die folgende Eigenschaft haben:
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Fiir alle reellen Zahlen x gilt = - f(x — 1) = (x — 2) - f(x).

Aufgabe 161246B:

Man gebe fiir jede natiirliche Zahl n > 5 eine Zerlegung eines regelméfBigen, konvexen m-Ecks in eine
minimale Anzahl von

a) samtlich spitzwinkligen Dreiecken,
b) sdmtlich stumpfwinkligen Dreiecken an.

Hinweis: Unter einer Zerlegung in Dreiecke wird eine Zerlegung des n-Ecks verstanden, bei der jede Seite
eines Zerlegungsdreiecks entweder gleichzeitig Seite eines anderen Zerlegungsdreiecks oder eine der Seiten
des n-Ecks ist.
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17. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 171211:

Man ermittle alle im dekadischen Positionssystem fiinfstelligen natiirlichen Zahlen, die durch 17, 19 und 23
teilbar sind und deren Zehnerziffer 0 lautet.

Aufgabe 171212:
Man ermittle alle reellen Losungen (x, y) des Gleichungssystems

2-Vr+y+zrz+y=8, (1)
z® +y* = 40. (2)

Aufgabe 171213:

Uber fiinf Punkte A, B, C, D, S im Raum wird vorausgesetzt, da A, B, C, D in einer Ebene ¢ liegen; daf}
sie die Ecken eines konvexen Vierecks sind und daf S nicht in & liegt.

Es ist zu beweisen, dafl dann zu der vierseitigen Pyramide ABC DS eine Ebene existiert, die die Kanten S A,
SB, SC bzw. SD in Punkten A’, B’, C’ bzw. D’ schneidet, die Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

Aufgabe 171214:

Jemand sucht alle Moglichkeiten, vier Ecken eines gegebenen Wiirfels schwarz zu markieren. Er betrachtet
zwei dieser Markierungsmoglichkeiten genau dann als gleich, wenn es eine Drehung des Wiirfels gibt, die die
eine der beiden Markierungsméglichkeiten in die andere iiberfiithrt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Markierungsmoglichkeiten!
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17. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 171221:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen aq, d, b1, g, fiir die folgende Aussage gilt:

‘Wenn

(1) a; das Anfangsglied und d die Differenz einer arithmetischen Folge (a,,) ist und wenn

(2) b1 (#0) das Anfangsglied und ¢ der Quotient einer geometrischen Folge (b,,) ist, so haben diese Folgen
die Eigenschaften

(3) a1 = —3by,

(4) ag = 2bs,

(5) as = bs,

(6) d ist eine ganze Zahl.

Aufgabe 171222:

Uber eine natiirliche Zahl z werden von vier Schiilern A, B, C, D je drei Aussagen gemacht. Dabei macht
der Schiiller A genau zwei wahre Aussagen, wiahrend die Schiiller B, C, D mindestens eine und hochstens
zwei wahre Aussagen treffen.

Man ermittle alle natiirlichen Zahlen a, die diesen Bedingungen geniigen:
(A1) z ist dreistellig.
(A2) Es gilt: 500 < = < 600.

(A3) Jede der Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 tritt genau einmal entweder in der dekadischen Darstellung von x oder in
der dekadischen Darstellung der Quersumme von x auf; andere Ziffern kommen in beiden Darstellungen
nicht vor.

(B1) In der dekadischen Darstellung von z ist die Anzahl der Zehner das arithmetische Mittel aus der
Anzahl der Hunderter und der der Einer.

x ist das Produkt dreier voneinander verschiedener Primzahlen.

(B2)

(B3) « ist durch 5 teilbar.
(C1) z ist eine Quadratzahl.
(C2)

Streicht man in der dekadischen Darstellung von = die Hunderterziffer und fiigt sie als (neue) Endziffer
wieder an, so erhdlt man die dekadische Darstellung einer Primzahl.
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(C3)

(D1) z ist das Produkt zweier zweistelliger Zahlen.
(D2) « ist Primzahl.

(D3) z ist ungerade.

Aufgabe 171223:

Es sind alle ganzen Zahlen zu ermitteln, fiir die

322+ 2 —2
fo)=—m—5—

ganzzahlig ist.

Aufgabe 171224:
Gegeben sei in einer Ebene ¢ ein gleichseitiges Dreieck ABC.

Man ermittle die Menge aller derjenigen Punkte X in ¢, fiir die AX + BX = CX gilt.

Die dekadische Darstellung von x enthélt mindestens drei gleiche Ziffern.
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17. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 171231:
Gegeben sei die Folge (a,,) durch

_ 4n
2 1121
firn=1,2,3,...

Man ermittle die obere Grenze und die untere Grenze von (a,,), sofern diese existieren.

Aufgabe 171232:
Zu jeder ganzen Zahl a ermittle man alle reellen Losungen = der Gleichung

4+t +ad??+r+1=0.

Aufgabe 171233:

Es sei ABCD ein regelméBiges Tetraeder mit der Kantenlinge s, in dem fiinf kongruente Kugeln (mit den
Mittelpunkten P, @, R, S, T') so angeordnet sind, daf gilt:

(1) Die Kugel um P beriihrt die drei von A ausgehenden Seitenflichen ABC, ACD, ADB des Tetraeders,

(2) die Kugel um @ beriihrt die drei von B ausgehenden Seitenfldchen,
(3) die Kugel um R beriihrt die drei von C' ausgehenden Seitenflichen und
(4) die Kugel um S die drei von D ausgehenden Seitenflachen.
(5) Die Kugel um T beriihrt die vier iibrigen Kugeln von aufien.
Man ermittle den Radius r dieser fiinf Kugeln.
Aufgabe 171234:

Man beweise, da8 fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit a? + b? + ¢ = g die Ungleichung

1 1 1
a b ¢ abc

Aufgabe 171235:
Man beweise folgenden Satz:

Sind u der Umfang, r der Radius des Inkreises und R der Radius des Umkreises des Dreiecks ABC', dann
gilt R > ? - y/ur. Ist das Dreieck insbesondere rechtwinklig, dann gilt sogar R > § -yur.

Aufgabe 171236A:
Es sei n eine natirliche Zahl mit n > 1.
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a) Man ermittle alle diejenigen in der Menge R der reellen Zahlen definierten Funktionen f, die in R
stetig sind und die Eigenschaft haben, daf$ fiir jede reelle Zahl x die Gleichung

f@") = f(z) (1)

gilt.
b) Man gebe eine in R definierte und unstetige Funktion f an, die die Eigenschaft (1) hat.

Aufgabe 171236B:

Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist. Beispielsweise gilt
[I]=3; [B]=5 [-7]=—4.
2 ’ ’

Man beweise: Fiir jede reelle Zahl x und jede positive ganze Zahl n gilt

[z] + {x—i— H +..+ [:c+ nn} = [nz].
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17. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 171241:

Sind f und g im Intervall —1 < z < 1 stetige Funktionen, so seien di(f,g) und ds(f,g) wie folgt definiert:
di(f,g) = max|f(z) — g(x)|, d2(f,g) ist der in Flicheneinheiten eines rechtwinkligen Koordinatensystems
ausgedriickte Inhalt derjenigen Fliche, die durch die Bilder der Funktionen f und g sowie zwei Strecken auf
den Geraden z = —1 bzw. = 1 begrenzt wird. (Dabei werde der Inhalt jeder Teilfliche, unabhéngig von
ihrem Umlaufsinn, als positiv aufgefafit.)

Es seien nun f,, (n = 1,2,3,...) und h die im Intervall —1 < z < 1 durch f,(z) = > _;(1 — 2)zF~! und
h(z) = 1 definierte Funktionen.

a) Man ermittle lim d;(f,,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n—0o0

b) Man ermittle lim ds(f,,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n—oo

Aufgabe 171242:
Es seien g und h die in der (zweielementigen) Menge {1, —1} als Definitionsbereich durch

g(1)= 1, g(-1)=—1; (1)
h(1) = -1, h(-1)=1 2)

definierten Funktionen. Ferner seien f1, fa, f3, fa, f5, f6, f7 Funktionen, von denen einige gleich g und die
iibrigen gleich h sind. Fiir diese Funktionen gelten:

fi(l) = -1, fe(1) = f(1) = 1; (3)
f3(fa(1)) = —1; (4)
filfa(f3(fa(f5(fe(f7(1))))))) = —1. (5

Man beweise, dafl in allen Féllen, in denen diese Bedingungen erfiillt sind, die Anzahl derjenigen f;, die
gleich g sind, die gleiche ist, und gebe diese Anzahl an.

Aufgabe 171243:

a) Man gebe alle Moglichkeiten an, eine gegebene Dreiecksfliche D in drei Dreiecksflichen Dy, Dy, D3
zu zerlegen.

b) Man beweise: Ist eine Dreiecksfliche D in drei zueinander dhnliche Dreiecksflichen Dy, Do, D3 zer-
legbar, so ist sie gleichschenklig oder rechtwinklig.
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Aufgabe 171244:

Definition: Es sei mit d(X,Y’) der Abstand zweier Punkte X, Y einer Punktmenge M bezeichnet. Eine reelle
Zahl d heiit Durchmesser von M, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir je zwei Punkte X, Y aus M gilt d(X,Y) < d.
(2) Es gibt Punkte P, Q aus R, fiir die d(P, Q) = d ist.
Man beweise:

a) Wenn eine Kreisfliche mit dem Durchmesser d von einem beliebigen Streckenzug, der die Kreislinie
in einem Punkt M und einem Punkt N schneidet, in zwei Teile zerlegt wird, dann hat eine dieser
Teilflichen (jeweils einschlieflich ihres Randes verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

b) Wenn ein Kugelkorper mit dem Durchmesser d von einer ebenen Schnittfliche €1 in zwei Teilkorper und
danach einer dieser Teilkérper durch eine ebenen Schnittflache €5 wieder in zwei Teilkérper zerlegt wird,
dann hat bei jeder derartigen Zerlegung eines Kugelkorpers in drei Teilkorper wenigstens einer dieser
Teilkorper (jeweils einschlieflich seiner Begrenzungsflachen verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

Aufgabe 171245:
Es seien f1, fa, ... eine Folge von Funktionen, die fiir alle reellen Zahlen = definiert sind, und zwar durch

filz) = Va2 + 48, frer1(x) = /a2 +6fx(x) fuir k=1,2,3,..

Man ermittle fir jedes n = 1,2, 3, ... alle reellen Zahlen z, die Losungen der Gleichung f,, (z) = 2z sind.

Aufgabe 171246A:
Es sei n eine positive Zahl, (aq, ..., a,) sei ein n-Tupel reeller Zahlen mit a1 < ag < ... < ay,.

Man untersuche, ob es zu diesen gegebenen a1, ..., a, eine reelle Zahl x derart gibt, dafl die Zahl
z=lz—a1|+ |z —a2|+ ... + |x — ay|

moglichst klein ist.

Gibt es ein derartiges x, so bestimme man alle reellen Zahlen z mit dieser Eigenschaft und gebe den
dazugehorigen minimalen Wert von z an.

Aufgabe 171246B:

a) Gegeben sei eine natiirliche Zahl n > 2. Es sei u der Umkreis eines regelméBigen 2n-Ecks AgA;...Ag,—1.
Eine Menge aus drei Ecken A;, A;, Aj dieses 2n-Ecks heie einseitig, wenn es auf der Kreislinie u
einen Halbkreisbogen h einschlieBlich seiner beiden Eckpunkte gibt, der A;, A; und Ay enthélt.

Man ermittle die Wahrscheinlichkeit w dafiir, da eine willkiirlich gewéhlte Menge M = {A;, A;, Ay}
aus drei Ecken einseitig ist.
b) Man ermittle den Grenzwert lim w, falls er existiert.
n—roo
Hinweis: Ist m,, die Anzahl aller Mengen, die man aus drei Ecken A;, A;, Ay des 2n-Ecks bilden kann,
und ist g, die Anzahl aller einseitigen unter ihnen, so ist die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit definiert als

— 9n
Wy = P
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18. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 181211:

Bei der Mathematikolympiade treffen sich drei Schiiler. "Ist euch schon aufgefallen”; fragt einer von ihnen,
ein Médchen, dafl wir Lang, Dick und Diinn heiflen und dafl auch genau einer von uns auflergewthnlich
lang, genau ein anderer beachtlich dick und der dritte erschreckend diinn ist?”

”Ja, tatsdchlich”, entgegnet darauf ein anderer, der diinne Schiiler, "aber bei keinem von uns stimmen Name
und die den jeweiligen Schiiler charakterisierende Eigenschaft iiberein.” ”"Da hast du vollig recht!” stimmt
ihm der Schiiler namens Lang zu.

Wie heifit hiernach der lange Schiiler, wie der dicke und wie der diinne Schiiler, wenn dariiber hinaus voraus-
gesetzt wird, dafl das Médchen, das gefragt hat, nicht dick ist? Welche der charakterisierenden Eigenschaften
und welchen Namen hat das Madchen?

Aufgabe 181212:
Man beweise, daf§ fiir jede natiirliche Zahl n > 5 gilt:

Jedes Quadrat 148t sich in n Teilquadrate zerlegen.

Erklirung: Sind Q, Th, ..., T, Quadrate (als Flachen, einschliefllich ihrer Randpunkte betrachtet), so liegt
genau dann eine Zerlegung von @ in 77, ..., T, als Teilquadrate vor, wenn

(1) Q die Vereinigungsmenge der Mengen T, ..., T, ist und

(2) fiir ¢ # j der Durchschnitt von T; mit T} stets entweder keine Punkte oder nur solche Punkte enthalt,
die sowohl fiir T; als auch fiir 7; Randpunkte sind.

Aufgabe 181213:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem erfiillen:

1 1 =z
e+-+L=3  y4-+Z-3
y @ Ty
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Aufgabe 181214:

Gegeben sei die Seitenldnge a eines gleichseitigen Dreiecks. Um
jeden der Eckpunkte dieses Dreiecks werde derjenige Kreis kon-
struiert, der die gegeniiberliegende Seite beriihrt. Je zwei dieser
Kreise haben im Innern des Dreiecks genau einen Schnittpunkt.
Je zwei dieser drei Schnittpunkte lassen sich durch einen Bogen
eines der konstruierten Kreise miteinander verbinden, wobei jeder
dieser Bogen innerhalb der Dreiecksflache liegt. Die drei Kreisbo-
gen schlieflen ein Flachenstiick ein.

Man driicke den Inhalt dieses (schraffierten) Flachenstiicks in der
Form z - a? aus (wobei man die Zahl z mit einer durch die Zah-
lentafel ermoglichten Genauigkeit angebe).
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18. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 181221:

Man untersuche, ob es reelle Zahlen b, ¢, d so gibt, dal durch a,, = C’;‘iﬁi (n =1,2,3,...) eine Zahlenfolge

definiert ist, fir die a3 = 3, as = % und lim a, = % gilt.

1
37 n— o0 2

Wenn es derartige b, ¢, d gibt, so stelle man fest, ob sie durch diese Forderungen eindeutig bestimmt sind,
und gebe sie in diesem Fall an.

Aufgabe 181222:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, fiir die durch k = eine ganze Zahl k definiert

) 22 —br+7
1st.

Aufgabe 181223:

Gegeben seien zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen s, ¢, die einen Winkel einschlieflen, fiir dessen
Grofle a die Ungleichung 0° < « < 180° gilt. Gegeben sei ferner ein Punkt P im Innern dieses Winkels.
Ist g eine Gerade durch P, die s und ¢ schneidet und nicht durch S geht, so bezeichne A bzw. B ihren
Schnittpunkt mit s bzw. t.

Man beweise, daf} es unter allen diesen Geraden g genau eine gibt, fiir die das Dreieck SAB einen méglichst
kleinen Flacheninhalt hat. Man beschreibe eine Konstruktion dieser Geraden.

Aufgabe 181224:
Thomas stellt Jiirgen folgende Aufgabe:

(1) In meiner Klasse betétigen sich genau 15 Schiiler im auflerschulischen Sport, und zwar kommen nur
die Sportarten Fuflball, Schwimmen, Turnen bzw. Leichtathletik vor.

(2) Jede der genannten Sportarten wird von mindestens einem Schiiler betrieben.
(3) Kein Schiiler betreibt mehr als zwei dieser Sportarten.

(4) Jeder Schiiler, der Schwimmen oder Leichtathletik betreibt, betétigt sich auch in einer zweiten Sport-
art.

(5) Genau 3 Schiiler betreiben sowohl Fufiball als auch Schwimmen, genau 2 Schiiler sowohl Schwimmen
als auch Leichtathletik; kein Schiiler betreibt sowohl Fufiball als auch Turnen.

(6) Die Anzahl der Fufballer ist grofer als die Anzahl der Schwimmer, diese wiederum ist groBer als die
Anzahl der Turner und diese grofer als die Anzahl der Leichtathleten.

(7) Die Anzahl der Fuflballer ist gleich der Summe der Anzahl der Turner und der Leichtathleten.
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In (6) und (7) bezeichnet Fufballer, Schwimmer u.s.w. jeweils einen Schiiler, der die betreffende Sportart
(allein oder neben einer zweiten Sportart) betreibt.

Gib die Anzahl der Fufballer, der Schwimmer, der Turner und der Leichtathleten in meiner Klasse an!

Nach einiger Uberlegung sagt Jiirgen, daf8 diese Aufgabe nicht eindeutig ldsbar sei. Man ermittle alle Lo-
sungen dieser Aufgabe.
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18. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 181231:
Man ermittle alle diejenigen Polynome f(z) mit reellen Koeffizienten, die fiir alle reellen = die Gleichung

flx+1)— f(x) =x+1 erfiillen.

Aufgabe 181232:
Im Raum seien A, B zwei verschiedene Punkte und ¢ eine Ebene.

Fiir jede mogliche Lage von A, B, ¢ ermittle man zu diesen gegebenen A, B, ¢ alle diejenigen Punkte C' auf
g, fiir die die Abstandssumme AC' 4+ BC moglichst klein ist.

Aufgabe 181233:

Es ist zu untersuchen, ob es in einer Menge M von 22222 Elementen 50 Teilmengen M; (i = 1,2,...,50)
gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes Element m von M ist Element mindestens einer der Mengen ;.
(2) Jede der Mengen M; (i = 1,2,...,50) enthélt genau 1111 Elemente.

(3) Fur je zwei der Mengen M;, MW; (i # j) gilt: Der Durchschnitt von M; und MW; enthilt genau 22
Elemente.

Aufgabe 181234:
Man beweise: Ist n > 2 eine ganze Zahl, so ist die fiir alle reellen = durch

flz) = z”: cos (x\/@

definierte Funktion f nichtperiodisch.

Aufgabe 181235:

Es sei n > 2 eine gegebene ganze Zahl. Man untersuche, ob sich unter allen denjenigen reellen Zahlen
Ty, o, >0, fiir die z; + -+ - + 2, = 1 gilt, auch solche befinden, fiir die der Wert von 3 + --- + 23

a) moglichst grof,
b) moglichst klein ist.

Ist dies der Fall, so ermittle man diesen grofiten bzw. kleinsten Wert.
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Aufgabe 181236A:

Es sei (a,) (n =0,1,2,...) eine Folge reeller Zahlen, fiir die ap = 0 sowie a3, = 3-a2 —1firallen =1,2, ...
gelte.

Man zeige, daf es dann eine positive reelle Zahl ¢ < 1 gibt, so dafl fiir alle n = 1,2, ...

|an+1 - an‘ S q - |an - an—1|

gilt, und gebe eine derartige reelle Zahl ¢ an.

Aufgabe 181236B:

Ist AABC ein Dreieck, so bezeichne A’ den Bildpunkt von A bei Spiegelung an der Geraden durch B und
C, B’ den Bildpunkt von B bei Spiegelung an der Geraden durch C und A, C’ den Bildpunkt von C bei
Spiegelung an der Geraden durch A und B.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man:

Genau dann ist AA’B’C’ ein zu AABC ahnliches Dreieck - mit jeweils A, A’ bzw. B, B’ bzw. C, C' als
entsprechende Ecken -, wenn AABC gleichseitig ist.
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18. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 181241:
Man ermittle alle ganzen Zahlen a mit der Eigenschaft, dafl zu den Polynomen

flz) =2 — 2 + 320 + 112® — 2® + 23z + 30,
gx) =23 +2x+a

ein Polynom h(z) so existiert, dafl fir alle reellen x die Gleichung f(z) = g(z) - h(x) gilt.

Aufgabe 181242:

Im Staat Wegedonien gibt es ein Straflennetz. An jeder Kreuzung und an jeder Einmiindung von Strafien
dieses Netzes steht ein Verkehrsposten. Die Lénge eines jeden Straflenabschnittes zwischen je zwei benach-
barten dieser Posten ist kleiner als 100 km. Jeder Verkehrsposten 148t sich von jedem anderen auf einem
Gesamtweg innerhalb des Netzes erreichen, der kiirzer als 100 km ist.

Ferner gilt fiir jeden Straflenabschnitt zwischen zwei benachbarten Verkehrsposten: Wird genau dieser Stra-
Benabschnitt gesperrt, so ist immer noch jeder Verkehrsposten von jedem anderen aus auf einem Gesamtweg
erreichbar, der sich nur aus ungesperrten Straflenabschnitten des Netzes zusammensetzt.

Man beweise, dafl dies auf einem Weg erfolgen kann, der kiirzer als 300 km ist.

Aufgabe 181243:

a) In einer Ebene sei P P;... P, ein beliebiges ebenes konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage: Sind im Innern oder auf dem Rande von E Punkte @1, ... , Q, so
gelegen, dafl Q1, ... , @, ein zu E kongruentes n-Eck ist, so ist jeder Punkt @Q; (i = 1,2,...,n) eine
Ecke von FE. (1)

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, fur welche die Aussage (1) falsch ist.
c¢) Ist fiir jedes nichtkonvexe n-Eck E die Aussage (1) falsch?

Aufgabe 181244:
Man beweise, daf fiir alle positiven ganzen Zahlen m, n mit m > n die durch

s(m,n) =" Ji— |

i=1 j=1

definierte Summe s(m,n) den Wert

s(m,n):é(n—l)n(n—i—l)—i—%mn(m—n) hat.
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Aufgabe 181245:
Es sei n eine natiirliche Zahl grofer als 1.

Man zeige, dal es zu jeder der n Zahlen aq,as,...,a, mit a; = nl+j (j = 1,2,...,n) eine Primzahl p;
gibt, die die Zahl a;, aber keine weiter Zahl ay (k # j) dieser n Zahlen teilt.

Aufgabe 181246A:
Es sei A1 A3A3A4A5 ein regelmiBiges Fiinfeck mit gegebener Seitenlinge s. Um jeden Punkt A; (i =
1,2,3,4,5) sei die Kugel K; mit dem Radius § und dem Mittelpunkt A; gelegt. Dann gibt es in der Menge

derjenigen Kugeln K’, die die Eigenschaft haben, jede der fiinf Kugeln K; zu beriihren, genau zwei Kugeln

K} und K mit dem Radius 3.

Man untersuche, ob K7 und K} einander schneiden, beriihren oder ob sie keinen Punkt gemeinsam haben.

Aufgabe 181246B:

a) Es sei M die Menge aller Tripel (z,y, z) von reellen Zahlen, fiir die die folgenden Ungleichungen (1)
bis (5) erfiillt sind:

55x + 2z < 54 (1)
55y + 2 < 54 (2)
55 —4z >4 (3)
55y — 4z > 4 (4)
z> -1 (5)
Man untersuche, ob fiir den Ausdruck
fla,y,2) =a® +y* +2° (6)

ein Tripel (xo,yo,20) € M mit der Eigenschaft existiert, da8 fiir alle Tripel (z,y,2) € M die Unglei-
chung

f(x07y0720) > f(xvyaz)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(zo,yo, 20)-

b) Es sei M’ die Menge aller Tripel (z,y,z) von ganzen Zahlen, fiir die die Ungleichungen (1) bis (5)
erfiillt sind.

Man untersuche, ob fiir den Ausdruck (6) ein Tripel (z1,y1,21) € M’ mit der Eigenschaft existiert,
dasB fiir alle Tripel (x,y,2) € M’ die Ungleichung

f(z1,y1,21) 2> f=,y,2)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(z1,y1, 21).
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19. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 191211:

Es sei (beziiglich eines kartesischen z, y-Koordinatensystems) p die Parabel mit y = 22 als Gleichung.

a) Man beweise: Durch den Punkt (0; 1) gibt es genau eine Sehne von p mit der Lénge 2.

b) Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen ¢ > 0, fiir die folgende Aussage gilt: Durch den Punkt (0; ¢)
gibt es genau zwei Sehnen von p mit der Lange 2.

Aufgabe 191212:

Fiir zwei Lander, Normalland und Spiegelland, und ihre Netze von Eisenbahnlinien sei folgendes voraus-
gesetzt:

(1) Jede Stadt X in Normalland hat genau eine Partnerstadt X’ in Spiegelland. Dabei gilt: Zu jeder Stadt
Y’ in Spiegelland gibt es genau eine Stadt in Normalland, deren Partnerstadt Y ist.

(2) Jede Eisenbahnlinie in Normalland stellt eine unmittelbare Verbindung zwischen zwei Stadten her und
beriihrt sonst keine andere Stadt. Dieselbe Aussage trifft fiir Spiegelland zu.

(3) Fir je zwei Stadte A, B in Normalland und ihre Partnerstiadte A’, B’ in Spiegelland gilt: Entweder
gibt es eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A und B, aber keine zwischen A’ und B’,

oder es gibt eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A’ und B’, aber keine zwischen A und
B.

(4) In Normalland gibt es zwei Stadte P, @, die so am Eisenbahnnetz gelegen sind, dass man wenigstens
zweimal umsteigen muss, um von P nach @) zu gelangen.

Beweisen Sie, dass aus diesen Voraussetzungen (1) bis (4) folgt: In Spiegelland kann man von jeder Stadt
zu jeder anderen gelangen, ohne mehr als zweimal umsteigen zu miissen.

Aufgabe 191213:

Von einem Dreieck werde gefordert, dass sein Flédcheninhalt gleich %(a2 +b?) ist, wobei a und b die Lingen
zweier Seiten des Dreiecks sind.

Man beweise, dafl diese Forderung erfillbar ist und dass durch diese Forderung die Groflen der Winkel des
Dreiecks eindeutig bestimmt sind. Man ermittle ferner diese Winkelgréfien.
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Aufgabe 191214:

a) Zeigen Sie, dafl das Gleichungssystem

Tz +100y =0 (1)
0,069z +y=0,3 (2)

eine eindeutig bestimmte Losung (xg, yo) hat, und ermitteln Sie diese!

Im folgenden werde in Gleichung (2) des Systems (1), (2) der Koeffizient von x innerhalb einer gegebenen
-Umgebung von 0,069 verdndert, d.h., fiir gegebenes reelles § > 0 sei eine reelle Zahl h auf das Intervall

—5<h<$é (3)
eingeschrénkt, und fiir jedes solche h sei das Gleichungssystem

Tx+100y =0 (1)
(0,069 +h)x+y=0,3 (4)

betrachtet. Man méchte erreichen, dass sich 2y durch diese Verdnderung des Koeflizienten 0,069 um hdochstens
1% dndern kann. Damit ist die folgende Aufgabenstellung b), ¢) gemeint.

Zunachst wird definiert:

Besitzt fiir irgendein h das Gleichungssystem (1), (4) eine eindeutige Losung, so sei diese mit (zp;yp)
bezeichnet. Ist dies (bei gegebenem ¢ > 0) fiir alle in (3) genannten A der Fall und gibt es unter diesen
Werten h einen, fir den die Zahl

_ |z — ]

p=10_n

|z

moglichst grof ist, so werde dieser moglichst groe Wert von 1 mit nmax (beziglich (3) mazimaler relativer
Fehler von x) bezeichnet.

b) Ermitteln Sie alle diejenigen 6 > 0, fiir die ein beziiglich (3) maximaler relativer Fehler n,.x existiert!

¢) Ermitteln Sie unter den in b) gefundenen Werten von ¢ alle diejenigen, fiir die sogar nmax < 0,01 gilt!
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19. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 191221:
Man ermittle alle Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fiir die das folgende Gleichungssystem erfillt ist:

r——=1
{
y—-=1 } (1)
z
1
z——=1
x

Aufgabe 191222:

Ist ABCD ein konvexes Viereck, seine Flache also durch die Diagonale AC in zwei Dreiecksflachen, ndmlich
die des Dreiecks ABC und die des Dreiecks ACD, zerlegt, so werde der Flacheninhalt des Dreiecks ABC
mit Fy, der des Dreiecks AC'D mit Fy sowie die Grofie des Winkels <D AB mit a bezeichnet.

Von einem konvexen Viereck ABCD seien nun die folgenden Eigenschaften gefordert:

AB || CD, (1)
AB < CD, (2)
BC =CD = DA, (3)
AC 1 BC. (4)

Man beweise, dafl die Forderungen (1) bis (4) erfiillbar sind und daf§ die Werte von F; : F5 und a durch
diese Forderungen eindeutig bestimmt sind. Man ermittle diese Werte.

Aufgabe 191223:

100 Touristen sind in 100 verschiedenen Stédten beheimatet, in jeder dieser Stddte genau einer der Touristen.
Keine zwei von ihnen sind miteinander bekannt. Sie unternehmen durch genau diese Stddte Rundreisen, und
zwar

a) als Touristengruppe (alle 100 Touristen machen gemeinsam ein und dieselben Reisen),

b) als Einzelreisende (jeder legt die Reihenfolge und die jeweilige Aufenthaltsdauer fiir die einzelnen
Stadte selbst fest, die Reisen erfolgen unabhéngig voneinander).

Ferner treffen sie die folgende sonderbare Vereinbarung: Je zwei dieser Touristen machen sich genau dann
miteinander bekannt, wenn sie sich zum ersten Mal gemeinsam in einer Stadt befinden, in der keiner dieser
beiden Touristen beheimatet ist.

Ermitteln Sie im Fall a) und im Fall b) jeweils die kleinste natiirliche Zahl n > 0, fiir die die folgende
Aussage (*) wahr ist!
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(*) Die Reisewege und -termine lassen sich so festlegen, dafl jeder Tourist spétestens dann mit jedem

anderen bekannt geworden ist, wenn er in n Stddten gewesen ist.

Aufgabe 191224:

a) Man untersuche, ob die fiir alle reellen Zahlen = durch
sin(zv/2
fi(g) = —SREV2)
1 + sin®(2v/2)
definierte Funktion f; periodisch ist.
b) Man untersuche, ob die fiir alle reellen Zahlen = durch

sin x

fa(x) = H—TW

definierte Funktion fy periodisch ist.
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19. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 191231:

Es seien n und m natiirliche Zahlen mit n > 1, m > 1; N sei die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis n
und M die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis m.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Teilmengen von N, die gemeinsame Elemente mit M haben.

Aufgabe 191232:

Es sei ABCD ein konvexes Viereck, auf dessen Kanten AB, BC', CD bzw. DA Punkte F, F', G bzw. H
so gelegen sind, daf} sie die entsprechende Kante jeweils im Verhéltnis der Langen der anliegenden Kanten
teilen, d.h. es wird vorausgesetzt:

AE:FEB=DA:BC; BF:FC=AB:CD; CG:GD=BC:DA; DH:HA=CD:AB. (1)

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen stets die folgende Aussage wahr ist:

Im Viereck ABCD gilt AB + CD = BC + DA (d.h. ABCD ist ein Tangentenviereck) genau dann, wenn
im Viereck EFGH fiir die Grofie der Innenwinkel S EFG + <GHE = <FGH + <HEF gilt (d.h. wenn
EFGH ein Sehnenviereck ist).

Aufgabe 191233A:

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen = definiert sind und den folgenden
Bedingungen genitigen:

(1) Fiir alle Paare (x1;x2) reeller Zahlen gilt f(z1 + x2) = f(z1) + f(x2).
(2) Esgilt f(1) =1.
(3) Fiir alle reellen Zahlen x # 0 gilt f(1) = L f(x).

x2

Aufgabe 191233B:
Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n gibt, fiir die
1 1

— 4+

n n+1
gilt. Wenn dies der Fall ist, so untersuche man, ob es eine natiirliche Zahl p derart gibt, daf§ jede (im
Dezimalsystem) p-stellige Zahl n die Eigenschaft (1) hat. Trifft auch das zu, so ermittle man eine derartige
Zahl p.

1
et 5 > 1000 (1)

Aufgabe 191234:

Man untersuche, ob unter allen Tetraedern ABC'D mit gegebenem Volumen V' und mit rechten Winkeln
IBDC, <CDA, $ADB eines mit kleinstmoglicher Summe AD + AC + AD + BC + BD + CD existiert.

Ist dies der Fall, so ermittle man (in Abhéngigkeit von V') diese kleinstmégliche Summe.
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Aufgabe 191235:

Man beweise: Es gibt keine positiven ganzen Zahlen p und g mit der Eigenschaft

p 1 1 p 1
S-S < =<t .
a 9 V3 g 9¢
Aufgabe 191236:
Gegeben sei eine positive reelle Zahl a.

Man ermittle (zu jedem Wert dieser gegebenen Zahl a jeweils) alle reellen Losungen (z;y) des Gleichungs-
systems

x5+y5=1,
r+y=a.
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19. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 191241:
Man ermittle alle Paare (f(x); g(z)) von Polynomen 3. Grades

f(x) = azx® + ax2® 4+ ayz + ao,
g(x) = b3x® + byx® 4 byz + by,

deren Koeffizienten ag, a1, as, as, by, b1, ba, bz reelle Zahlen sind und fir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Jeder der Werte, die f(x) und g(z) fur x =1, 2, 3 und 4 annehmen, ist eine der Zahlen 0 und 1
(2) Wenn f(1) =0 oder f(2) =1 ist, so ist g(3) = 0 und ¢g(4) = 1.

(3) Wenn f(1) =1 oder f(4) =1 ist, so ist g(1) =1 und ¢(3) = 1.

(4) Wenn f(2) =0 oder f(4) = 0 ist, so ist g(2) = 0 und g(4) = 0.

(5) Wenn f(3) =1 oder f(4) =1 ist, so ist g(1) =

Aufgabe 191242:

Es sei M die Menge aller derjenigen Quadratflichen @, die in einer gegebenen Ebene ¢ liegen, einen gegebe-
nen Punkt Z der Ebene ¢ als Mittelpunkt haben und eine gegebene Streckenlénge a als Seitenlinge haben.

Fiir beliebige Quadratflichen @, @’ aus dieser Menge M bezeichne u(Q N Q') den Umfang derjenigen Po-
lygonfliache, die sich als Durchschnitt der Quadratflichen @ und Q' ergibt.

Man untersuche, ob es in M Quadratflichen @Q, Q' mit kleinstmoglichem u(Q N Q') gibt. Ist dies der Fall,
so ermittle man (in Abhéngigkeit von a) diesen kleinstmdglichen Wert von «(Q N Q’).

Aufgabe 191243:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x,y, z) reeller Zahlen, fir die

2 + 2%y =y,
2y +y’z =z,
2+ 22z =g gilt.
Dabei sind z, y und z durch Ausdriicke anzugeben, die aus gegebenen reellen Zahlen durch wiederholte

Anwendung von Operationen +, -, -, :, von reellwertigen Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, trigo-
nometrischen Funktionen oder von deren reellwertigen Umkehrfunktionen gebildet sind.
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Aufgabe 191244:

Man beweise, daf keine natiirlichen Zahlen n, m, b mit n > 2, m > 2 und (2n)?" — 1 = b™ gilt!

Aufgabe 191245:
Man beweise:

Fiir jede ganze Zahl n > 2 und jede ganze Zahl k > 2 gilt:

LU I S T YN (ST
sttt a—g+ % e -
Aufgabe 191246A:

Eine Folge {x} reeller Zahlen heifle genau dann C-konvergent gegen eine reelle Zahl z, wenn

RN .
nh—>n;c (n’;wk> =z gilt.

Eine Funktion f heifle genau dann C-stetig an der Stelle a ihres Definitionsbereiches, wenn fiir jede Folge
{z1}, die C-konvergent gegen a ist und deren sdmtliche Glieder z; im Definitionsbereich von f liegen, die
Folge {f(x1)} stets C-konvergent gegen f(a) ist.

Man zeige:
a) Sind A, B und a beliebige reelle Zahlen, so gilt:
Die durch f(x) = Ax + B fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion f ist C-stetig an der Stelle a.

b) Wenn eine fiir alle reellen Zahlen = definierte Funktion f an der Stelle a = 0 den Funktionswert
f£(0) = 0 hat und an dieser Stelle C-stetig ist, so gilt fiir beliebige reelle p, ¢ die Gleichung f(p+ q) =

f(p) + fla).

Aufgabe 191246B:
In einer Dunkelkammer liegen ungeordnet 20 einzelne Handschuhe von gleicher Gréfe, und zwar

5 weifle Handschuhe fur die rechte Hand
5 weile Handschuhe fiir die linke Hand
5 schwarze Handschuhe fir die rechte Hand

5 schwarze Handschuhe fiir die linke Hand

Zwei Handschuhe gelten genau dann als ein passendes Paar, wenn sie gleiche Farbe haben und der eine von
ihnen fiir die rechte Hand, der andere fiir die linke Hand ist.

Unter einem Zug sei die Entnahme eines einzelnen Handschuhs verstanden, ohne daf§ dabei eine Auswahl
nach Farbe und Form moglich ist. Ein Spiel von n Zigen bestehe darin, dal man nacheinander n Ziige
ausfiihrt, die dabei entnommenen Handschuhe sammelt und erst nach diesen n Ziigen feststellt, ob sich
unter den n entnommenen Handschuhen (mindestens) ein passendes Paar befindet. Genau dann, wenn dies
zutrifft, gelte das Spiel als er folgreich.

a) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft, dafl ein Spiel von n Ziigen mit
Sicherheit erfolgreich ist!

b) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl k mit der Eigenschaft, daf ein Spiel von k Ziigen mit groBerer
Wahrscheinlichkeit als 0,99 erfolgreich ist!
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20. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 201211:

CILITTITP) -y =0011[8]
In dem folgenden Schema ist in jedes leere Feld ﬁ
jeweils eine Ziffer so einzutragen, daf eine rich-
tig gerechnete Divisionsaufgabe entsteht. Ins- D]:l]
besondere darf keine der mehrstelligen Zahlen D:l:l]

des ausgefiillten Schemas die erste Ziffer 0 er-

halten. D:l:l]

Beweisen Sie, dafl es genau eine Eintragung D:l:l]
von Ziffern in die leeren Felder gibt, die die- D:D
sen Anforderungen geniigt! Ermitteln Sie diese —
Eintragung! D:l:l]

Aufgabe 201212:

Vier Personen A, B, C';, D machen je zwei Aussagen iiber eine im dekadischen Positionssystem geschriebene
nichtnegative ganze Zahl x. Es ist bekannt, dafl

(1) von A, B, C genau einer zwei falsche Aussagen macht, wihrend bei jedem der beiden anderen genau
eine Aussage falsch ist,

(2) D zwei wahre Aussagen macht.
Die von A, B, C', D gemachten Aussagen lauten:
A1) Die letzte Ziffer der dekadischen Darstellung von x ist gerade.
A2) x ist Quadratzahl.
Die Ziffer 9 ist in der dekadischen Darstellung von x mindestens einmal vorhanden.

C1) z ist durch 10 teilbar.

(
(A2)

(B1)

(B2)  ist vierstellig.
(C1)

(C2)

C2) z laBt bei Division durch 3 den Rest 1 .
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(D1) In der dekadischen Darstellung von z ist, falls « aus mehr als einer Ziffer besteht, von links beginnend,
jede Ziffer um 1 kleiner als die jeweils rechts nachfolgende Ziffer.

(D2) Die Anzahl der geraden Ziffern in der dekadischen Darstellung von x ist nicht grofer als 2.

Man ermittle alle Zahlen z, die dieses System von Bedingungen erfiillen!

Aufgabe 201213:

Eine gerade Pyramide K7 mit quadratischer Grundfliche werde durch einen zu ihrer Grundflache parallelen
ebenen Schnitt in eine Teilpyramide K5 und einen Pyramidenstumpf K3 zerlegt. Die Kantenldngen der
Grundflichen von K und K5 seien a; bzw. as, die Volumina von Ko bzw. K3 seien V5 bzw. V3.

Man ermittle a; : as so, da3 V5 : V3 =2 : 3 gilt.

Aufgabe 201214:
In einem rechtwinkligen kartesischen z, y-Koordinatensystem seien gegeben:

Die Punkte M (0;0), F1(2;0), F2(-2;0), A(4;0), B(0;2V/3), die Gerade g mit der Gleichung x = —8, der Kreis
k1 um M durch A, der Kreis ko um M durch B.

Unter der Ellipse mit Brennpunkten Fy, Fy und halber Hauptachsenldnge M A versteht man die Menge F;
aller derjenigen Punkte P(x;y), fir die F} P + FoP =2 - M A gilt.

Unter der Ellipse mit Brennpunkt Fs, Leitlinie g und Exzentrizitat 1/2 versteht man die Menge Eo aller
Punkte P(z;y) mit folgender Eigenschaft: Ist ) der FuBipunkt des Lotes von P auf g, so gilt [LP = 5 - PQ.

Unter der FEllipse durch A mit Hauptscheitelkreis k1 und Nebenscheitelkreis ko versteht man die Menge
Ej5 aller derjenigen Punkte P(z;y), die durch folgende Konstruktion erhalten werden kénnen: Man zeichne
einen beliebigen von M ausgehenden Strahl. Er schneidet ki bzw. kg in je einem Punkt Ry bzw. R,. Die
Parallele durch Ry zur y-Achse und die Parallele durch Ry zur xz-Achse schneiden sich in P.

Beweisen Sie, dafl die drei Punktmengen E7, Es, E3 einander gleich sind!
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20. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 201221:
Fiir jedes n = 1,2, 3, ... sei

1 n
k=1
Ferner seien I, Is, I3 und I die abgeschlossenen Intervalle
L = <172>7 I = <0753a07531>7 I3 = <0)50970)51>’ Iy = <074v0a5>

Man untersuche fiir jedes dieser Intervalle, ob in ihm Glieder der Zahlenfolge {a,} liegen. Ist dies der Fall,
so ermittle man jeweils die Indizes n aller Glieder a,, in dem betreffenden Intervall.

Aufgabe 201222:
Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen k, fir die die Zahlen

2k k+1
a—m, b—T, C—\/E

die Mafizahlen der (mit gleicher Mafeinheit gemessenen) Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks sind.

Aufgabe 201223:

An einem Fufballturnier nahmen n Mannschaften teil. Jede Mannschaft spielte dabei gegen jede andere
Mannschaft genau einmal. Die jeweils siegreiche Mannschaft erhielt 2 Punkte, die unterlegene Mannschaft
keinen Punkt, und bei unentschiedenem Ausgang erhielten beide Mannschaften je einen Punkt.

Nach Abschlu3 des Turniers wurden die Mannschaften auf die Platze 1,2,...,n der Abschlufitabelle nach
fallender Gesamtpunktzahl gesetzt. (Bei Punktgleichheit wurden dazu weitere Unterscheidungskriterien ge-
nutzt.)

Man ermittle die grofitmogliche Zahl, die in allen (nach diesen Regeln) moglichen Turnieren als Punkt-
differenz zwischen zwei in der Abschlufitabelle unmittelbar benachbarten Mannschaften auftreten kann.

Aufgabe 201224:

Man untersuche, ob es ein Polynom p(z) = ag + a1 + ... + a, 2™ mit ganzzahligen Koeffizienten ayg, ay, ...,
an gibt, das

a) fiir drei ganzzahlige paarweise voneinander verschiedene Werte von « den Wert 1 und fiir einen weiteren
ganzzahligen Wert von z den Wert 30 annimmt;

b) fiir vier ganzzahlige paarweise voneinander verschiedene Werte von & den Wert 1 und fiir einen weiteren
ganzzahligen Wert von x den Wert 30 annimmt.

Bejahendenfalls gebe man im Falle a) bzw. im Falle b) ein solches Polynom an.
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20. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 201231:
Man ermittle alle reellen Zahlen z, fiir die das folgende System von Ungleichungen (1), (2), (3) erfiillt ist:

zt +2? — 22 >0, (1)
223 +x—1<0, (2)
3 — 2> 0. (3)

Aufgabe 201232:
Es sei f die durch

f@)=2* -+ 1= (2 +2)* + (z +3)*
definierte Funktion, wobei der Definitionsbereich von f
a) die Menge aller ganzen Zahlen,
b) die Menge aller reellen Zahlen
ist.

Man untersuche sowohl fiir den Fall a) als auch fiir den Fall b), ob die Funktion f einen kleinsten Funkti-
onswert annimmt, und ermittle, falls das zutrifft, jeweils diesen kleinsten Funktionswert.

Aufgabe 201233A:
Es sind alle natiirlichen Zahlen n zu ermitteln, die die folgende Eigenschaft haben:

Fiir alle reellen Zahlen a und b mit 0 < a < b gilt

a+ <b-+11+0d"™.

1+an

Aufgabe 201233B:

Ist f eine im Intervall 0 < z < 1 definierte Funktion, so seien fiir sie die folgenden Bedingungen (1), (2),
(3) betrachtet:

(1) Fir jedes reelle z mit 0 < 2 <1 gilt f(x) > 0.
(2) Esgilt f(1) =1.
(

3) Fir jedes reelle 1 mit 0 < x1 < 1 und jedes reelle zo mit 0 < xo < 1 und z1 + 22 < 1 gilt

flx1+22) > f(w1) + f(22).
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a) Man beweise: Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt, so gilt f(z) < 2z
fiir jedes reelle z mit 0 < x < 1.

b) Man iiberpriife, ob auch die folgende Aussage wahr ist:
Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt, so gilt f(z) < 1,99 - z fir jedes
reelle x mit 0 < x < 1.

Aufgabe 201234:
Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen k, fiir die die Gleichung

T . k +k+4_
k—4  2(k—4) r

0

lésbar ist (d.h. mindestens eine Losung = besitzt), wobei alle Losungen x ganzzahlig sind.

Aufgabe 201235:
Man beweise, daf fiir jede natiirliche Zahl n die folgende Aussage gilt:

Wenn die Anzahl der Ecken eines regelméafligen Vielecks gleich 3n ist, dann gibt es kein rechtwinkliges
Koordinatensystem, in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses Vielecks rationale Zahlen sind.

Aufgabe 201236:

Man zeige, dafl zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 und jeder natiirlichen Zahl B > 1 eine natiirliche Zahl
C > 1 existiert, die im Positionssystem mit der Basis B nur aus Ziffern Null und Fins besteht und durch
n teilbar ist.
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20. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 201241:

In einem beliebigen Dreieck ABC seien D, E, F' die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden des Dreiecks
mit den Dreieckseiten.

Man beweise: Sind I der Flacheninhalt des Dreiecks ABC und I; der Flacheninhalt des Dreiecks DEF', so
gilt I; < L.

Aufgabe 201242:

In einem Fischgeschéft stehen fiir die Aufbewahrung lebender Karpfen drei Wasserbehélter zur Verfiigung.
Zum Verkaufsbeginn sind in jedem dieser drei Behélter genau 20 Karpfen. Am Verkaufsende sind noch
insgesamt 3 Karpfen vorhanden. Die verkauften Karpfen wurden einzeln nacheinander entnommen. Ein
Tausch eines Karpfens von einem Behélter in einen anderen fand nicht statt; neue Karpfen waren wéhrend
des Verkaufs nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem Komma gerundet die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ am Ver-
kaufsende in jedem der drei Behélter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit p ist folgendermafien definiert: Es sei A die Anzahl aller
verschiedenen Moglichkeiten fiir die Reihenfolge der Entnahme von 57 Karpfen aus den drei Behéltern.
Ferner sei G die Anzahl aller derjenigen unter diesen Moglichkeiten, bei denen am Verkaufsende in jedem
der drei Behélter genau ein Karpfen ist. Dabei gelten zwei mogliche Reihenfolgen der Entnahme genau dann
als gleich, wenn sie fiir jedes ¢ = 1,2,...,57 in der Angabe iibereinstimmen, aus welchem Behélter die i-te

Entnahme eines Karpfen erfolgte. Mit diesen Bezeichnungen ist p = %.

Aufgabe 201243:
Gegeben sei eine reelle Zahl a # 0 mit |a| # 1. Man ermittle alle reellen Losungen = der Gleichung

(* 4+ 1)(z* + 622 +1)  (a*+1)(a* + 6a® + 1)
x2(z? —1)2 N a?(a? —1)? '

Aufgabe 201244:
Es sei aq, as, ..., an, ... diejenige Folge reeller Zahlen, fir die

ap=1 und api1 =2a,++3a2+1 (n=1,2,3,..) gilt.

Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser Folge, die ganzzahlig sind.

Aufgabe 201245:
Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 sei

[VE—1]
n-$r e g
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Man ermittle einen geschlossenen Ausdruck fiir f(n) (d.h. einen Ausdruck, der f(n) in Abhéngigkeit von n
so darstellt, dal zu seiner Bildung nicht wie in (1) eine von n abhéngende Anzahl von Rechenoperationen
verlangt wird).

Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zahl, so bezeichnet [z] diejenige ganze Zahl, fir die [z] < z < [2] + 1
gilt.

Aufgabe 201246A:

Eine Strecke AB von 10 m Léange soll auf folgende Weise durch wiederholtes Halbieren in 10 ndherungsweise
gleichlange Strecken zerlegt werden:

(1) Zunéchst wihlt man beliebige Punkte P\, P{” ... P{”) auf der Strecke AB und definiert P{” = A
und P{Y) = B.

(2) Liegen nun fiir eine natiirliche Zahl n bereits als n-te Naherung Punkte Pén), Pl(n), - Pl(g) vor, So
definiert man Pén'H) = A, Pl(g'H) = B sowie fiir j = 1,2,...,9 jeweils PJ(”+1) als Mittelpunkt der
Strecke P]‘(ﬁ—l)P]‘(i)y

Es seien Q1, Qo, ..., Qg die Punkte auf AB, die AB in 10 genau gleich lange Teilstrecken zerlegen, fiir die
also AQI = QIQQ = ...= QgQg = QgB =1m gllt

Beweisen Sie, daf eine natiirliche Zahl N so existiert, dafl fir jede Wahl der Punkte Pl(o), PQ(O), e PQ(O) auf
AB gilt: Bei der n-ten Naherung weicht jeder der Punkte Pj(N) (j =1,2,...,9) um weniger als 1 mm von der

Lage des Punktes @; ab, d.h., es gilt PJ-(N)QJ» < 1 mm.

Aufgabe 201246B:

Ist T'= ABCD ein Tetraeder, so bezeichne s die Summe aller Kantenléngen von 7'. Dabei sei in dieser
Aufgabe jede (in Zentimeter zu messende) Kantenldnge nur durch ihre Mafizahl angegeben.

Man untersuche, ob es unter allen Tetraedern 7" mit den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) eines gibt, fiir
das s einen groBten Wert annimmt. Trifft das zu, so ermittle man diesen grofiten Wert von s.

Die geforderten Eigenschaften sind:

(1) «BDC = <CDA = <ADB = 90°.
(2) Samtliche Kantenldngen von T sind nicht kleiner als %

(3) Das Volumen von T ist gleich %
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21. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 211211:

Gegeben sei die Seitenldnge a eines gleichseitigen Dreiecks ABC. Auf diesem Dreieck als Grundflache soll
eine Pyramide ABC' D mit den folgenden Eigenschaften (1), (2) errichtet werden:

(1) Die Kanten AD, BD und CD haben einander gleiche Lange s.
(2) Die Hohe h der Pyramide ist das arithmetische Mittel aus a und s.

Man untersuche, ob es eine derartige Pyramide ABCD gibt und ob dann h und s eindeutig durch a bestimmt
sind. Ist dies der Fall, so ermittle man h und s.

Aufgabe 211212:

Man ermittle alle geordneten Paare (x;y) von Null verschiedener reeller Zahlen z, y, die das folgende
Gleichungssystem erfiillen:

(z+y)* +3(
1

T+y) =4,
r.r__1
r y 6
Aufgabe 211213:

Eine Menge M enthalte genau 55 Elemente. Fiir jede natiirliche Zahl k£ mit 0 < k£ < 55 bezeichne Ay die
Anzahl aller derjenigen Teilmengen von M, die genau & Elemente enthalten.

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen k, fiir die Ay am grofiten ist!

Aufgabe 211214:
Jede natiirliche Zahl 148t sich bekanntlich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen.

In welcher der beiden natiirlichen Zahlen 1981! und 1 000! - 981! erhélt bei dieser Darstellung die Primzahl
7 den grofieren Exponenten?

Hinweis: Wenn n eine natiirliche Zahl mit n > 1 ist, so ist n! definiert durch n!=1-2-...- (n —1) - n.
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21. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 211221:

Sind a1 und d gegebene reelle Zahlen, so sei (a,,) die arithmetische Zahlenfolge mit a,, = a1 + (n — 1)d fir
n=1,2,3,.... Ferner werde fiir n = 1,2, 3, ... definiert:

n n
Sp = E ag, Zn = E Sk
k=1 k=1

a) Man ermittle a; und d so, dal s4 = 4 und z4 = 15 gilt.

b) Man beweise, daf fiir beliebige reelle aq, d und alle n = 1,2, 3, ...

n(n—+1)

1
5 d) gilt.

n—
(a1 + 3

Zn =

Aufgabe 211222:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, fiir die V222 — 1 < % gilt.

Aufgabe 211223:
Es sei ABCD ein beliebiges Viereck. Seine Seitenlangen seien a, b, ¢, d; sein Flacheninhalt sei F'.

Man beweise, dafi dann stets die folgende Ungleichung (1) gilt
1
F<(a®+b* 4 +d7). (1)
Ferner ermittle man alle diejenigen Vierecke, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 211224:
Man beweise: Fiir jede ungerade ganze Zahl n > 3 ist

SRR O SO (T

eine durch n teilbare ganze Zahl.
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21. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 211231:

Es sei P(z) = agx® + asx? + a1z + ag ein Polynom mit rationalen Koeffizienten ag, a1, as, as.

Man beweise : Wenn P(z) eine Nullstelle der Form xzg = b + /¢ mit rationalen Zahlen b, ¢ besitzt, fiir die
/e irrational ist, so ist auch x1 = b — y/c eine Nullstelle von P(z).

Aufgabe 211232:

a) Beweisen Sie, dafi kein Polyeder existiert, das genau sieben Kanten besitzt!

b) Beweisen Sie, daf} fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 7 ein Polyeder existiert, das genau n Kanten
besitzt!

Hinweis: Ein Polyeder ist ein ebenflachig begrenzter Kérper. Im Sinne der Aufgabenstellung wird positives
Volumen vorausgesetzt; weitere Anforderungen wie Konvexitit werden nicht gestellt.

Aufgabe 211233:
Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (a, b, ¢) reeller Zahlen, fir die folgendes gilt:

Die fiir alle reellen Zahlen & # —c¢ durch f(z) = “;—_:’Cb definierte Funktion f geniigt den folgenden Bedin-
gungen:

(1) Es gibt reelle Zahlen z, fir die f(x), f(f(x)) und f(f(f(z))) definiert ist.

(2) Fir jede solche Zahl z mit = # —1 gilt f(f(f(z))) = i—_ﬂ

Aufgabe 211234:
Man ermittle alle diejenigen von 0 verschiedenen reellen Zahlen g, die die folgende Eigenschaft haben:

Es gibt eine von 0 verschiedene Zahl a; und eine natiirliche Zahl k£ > 3 so, dafl in der durch a,, = a; -
¢! (n=1,2,3,...) definierte Zahlenfolge (a,) das Glied aj, gleich dem arithmetischen Mittel der beiden
vorangehenden Glieder ax_1 und ap_o ist.

Aufgabe 211235:

37 Karten, von denen jede auf der einen Seite rot und auf der anderen Seite blau gefirbt ist, seien so auf
einen Tisch gelegt, dafl genau 9 Karten von ihnen oben ihre blaue Seite zeigen. Es sollen nun in Arbeitsgingen
Karten umgedreht werden, und zwar in jedem einzelnen Arbeitsgang genau 20 beliebige der 37 Karten.

Untersuchen Sie, ob man mit endlich vielen Arbeitsgangen erreichen kann, daf} alle 37 Karten

a) oben ihre rote Seite,
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zeigen. Falls das moglich ist, ermitteln Sie jeweils die kleinste Anzahl der dafiir hinreichenden Arbeitsginge!

b) oben ihre blaue Seite

Aufgabe 211236A:

Unter einem Stapel von Gegenstinden (wie z.B. Konservenbiich-
sen) sei eine Anordnung wie in der Abbildung verstanden, bei der

jeweils fiir k =1,2,...,m in der k-ten Reihe genau k& Gegenstidnde 1. Reihe D
stehen. Dabei ist m eine natiirliche Zahl, die als Héhe des Stapels 2. Reihe 0]
bezeichnet werde. (Die Frage der praktischen Herstellbarkeit von 3 Reihe DDD
Stapeln mit grofler Hohe sei in dieser Aufgabe nicht berticksich-

tigt.)

Untersuchen Sie, ob eine Zahl z mit 1000 < z < 10000 so exi- m-te Reihe [ [ ][ ][] - [][]
stiert, dafl es einen Stapel aus z Gegenstdnden gibt, der sich in
zwei Stapel von untereinander gleicher Hohe umordnen 14a8t!

Aufgabe 211236B:
Man beweise fiir jede ganze Zahl n mit n > 3:

Ist A, die Anzahl aller verschiedenen Darstellungen von n als Summe dreier positiver ganzzahliger Sum-

manden, so gilt
1

A,
e <

12

Dabei werden zwei Darstellungen genau dann als verschieden bezeichnet, wenn sich nicht die eine durch
Anderung der Reihenfolge der Summanden aus der anderen erhalten 148t.
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21. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 211241:

Man untersuche, ob sich aus 1982 Zahlen ay, as, ... , aj9s2, die der Bedingung |ax| =1 (k=1,2,...,1982)
geniigen, aber sonst beliebig vorgegeben sind, stets Zahlen so auswéahlen lassen, dafl folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Es wird mindestens eine der Zahlen a;, ausgew&hlt.
(2) Es wird mindestens eine der Zahlen ay, nicht ausgewéahlt.

(3) Die Summe aller ausgewéhlten Zahlen ist gleich der Summe aller nicht ausgewéhlten Zahlen.

Aufgabe 211242:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

In dem Gleichungssystem

a1x + b1y +c1z=1,
ast + boy + coz =1, (1)
asr + b3y +c3z=1
belegt zundchst A einen der Koeffizienten a;, b;, ¢; (i = 1,2,3) mit einer von ihm gewéhlten natiirlichen
Zahl. Dann belegt B einen der verbleibenden Koeffizienten mit einer von ihm gewéhlten natiirlichen Zahl,

dann wieder A, dann B u.s.w., bis endlich A den letzten (neunten) Koeffizienten mit einer natiirlichen Zahl
belegt.

A hat gewonnen, wenn nach diesen Belegungen das Gleichungssystem (1) genau eine reelle Losung (z,y, z)
besitzt. B hat gewonnen, wenn nach den Belegungen das Gleichungssystem (1) keine oder unendlich viele
reelle Losungen (z,y, z) besitzt.

Man untersuche, ob B durch geeignete Belegungen in jedem Falle den Gewinn erzwingen kann.

Aufgabe 211243:

Man beweise, dafl sich aus fiinf geraden Stdben kein rdumlicher Streckenzug ABC DFE A bilden 148t, der die
folgenden Eigenschaften (1) und (2) besitzt:

(1) Keine vier der fiinf Punkte A, B, C, D, F liegen in einer gemeinsamen Ebene.

(2) Aus einer geeigneten Blickrichtung betrachtet, gilt (siche Abbildung): Keine zwei der fiinf Punkte
A, B, C, D, E werden genau hintereinander (also scheinbar miteinander zusammenfallend) gesehen;
ein innerer Punkt der Strecke C'D verdeckt einen inneren Punkt von AE, ein innerer Punkt von BC
verdeckt einen inneren Punkt von DFE, ein innerer Punkt von AFE verdeckt einen inneren Punkt von
BC.
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Hinweis: Unter einem inneren Punkt P einer Strecke XY versteht man einen von X und Y verschiedenen,
d.h. zwischen diesen Punkten liegenden Punkt P der Strecke XY

Aufgabe 211244:

Es sei f(z) = ap + a1 + agx? + ... + a,z™ ein Polynom mit reellen Koeffizienten ag, ay, ..., a,, wobei n > 1
und a,, # 0 gelte. Man setze

. |CLO‘ + |a0| + ...+ \an,1|

|an|

und beweise:
a) Ist r > 1, so liegt jede reelle Nullstelle von f(x) (falls eine solche existiert) im Intervall —r <z <.

b) Ist r <1, so liegt jede reelle Nullstelle von f(z) (falls eine solche existiert) im Intervall —1 <z < 1.

Aufgabe 211245:
Gegeben sei ein Dreieck ABC mit <BC'A = 90°.

Man ermittle die Menge aller derjenigen Punkte P des Raumes, fiir die PA’ + PB = WQ gilt.

Aufgabe 211246A:

a) Man beweise: Wenn
a=BC, b=AC, c¢=AB, d=AD, e=BD, f=CD (1)

die Kantenlédngen eines Tetraeders ABC'D sind, dann gilt fir den Oberflicheninhalt Ao dieses Tetra-
eders die Ungleichung

1
Ao <3 (@®+V++d+e*+f7). (2)

b) Man untersuche, ob sich die Aussage iber (2) noch zu folgender Aussage verschérfen 1a8t: Es gibt eine
kleinste reelle Zahl A mit A < %, so daf fiir den Oberflicheninhalt Ao jedes Tetraeders ABC' D, wenn
man dessen Kantenldngen wie in (1) bezeichnet, die Ungleichung

Ao SA(a*+ b0+ +d*+ e+ f?). (3)

gilt. Wenn das der Fall ist, so ermittle man diese Zahl A.

Aufgabe 211246B:

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f und g, die fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen x definiert sind,
reelle Funktionswerte haben und folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Fir alle z > 0 gilt f(x) > 1 und g(x) > 0.

(2) Fiir alle x > 0 gilt (f(z))? — (g(x))? = 1.

(3) Fiir alle x > 0 und alle y > 0 gilt f(\/22 +y2) = f(z) - f(y) + g(z) - 9(v).
(4)

4) Fiir alle > 0 und alle y > 0 gilt g(\/22 +y?) = f(x) - g(y) + g(x) - f(y).
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22. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 221211:
Man ermittle alle Paare (x;y) reeller Zahlen mit = # 0 und y # 0, die das folgende Gleichungssystem (1),
(2) erfiillen:

Aufgabe 221212:
Man beweise:

Sind a, b die Seitenliingen eines Parallelogramms und e, f die Lingen seiner Diagonalen, so gilt a®?—b? < ef.

Aufgabe 221213:
In einem alten Rechenbuch wird das folgende Verfahren fiir die Multiplikation der Zahl 142 857 mit einer
natiirlichen Zahl n, die groler als 7 ist, angegeben:

Beispiel fir n = 326
Man dividiere zunéchst n durch 7 (326 : 7 = 46, Rest 4)

und schreibe als erste Zahl den
ganzzahligen Teil des Ergebnisses auf.

Dann multipliziere man 142 857 mit
dem Rest (142857 -4 = 571428)

und schreibe das Produkt hinter
die zuerst aufgeschriebene Zahl. 46571428

Von der so gebildeten Zahl subtrahiere
man die zuerst aufgeschriebene Zahl. —46

Das Ergebnis ist das gesuchte Produkt. 46 571 382 = 142857 - 326

Es zeigt sich jedoch, daf3 dieses Verfahren nicht fiir alle natiirlichen Zahlen n > 7 zum richtigen Ergebnis
fihrt.

a) Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen n mit n > 7, fir die das Verfahren zum richtigen Ergebnis
flihrt!

b) Nennen und begriinden Sie fiir die anderen n > 7 ein zum richtigen Ergebnis fithrendes Verfahren, das
ebenfalls das Multiplizieren von 142857 mit einer Zahl grofler als 7 vermeidet und die Division von n
durch 7 zum Ausgangspunkt hat!
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Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen z, die die Eigenschaft haben, dal von den folgenden Aussagen
(A), bis (F) vier wahr und zwei falsch sind!

(A) z ist eine positive rationale Zahl.
B) « ist eine natiirliche Zahl, oder x ist mit einer ganzen Zahl g # 0 in der Form x = é darstellbar.

)
(B)
(C) 22 ist eine ganze Zahl, z ist aber selbst nicht ganzzahlig.
(D) Es gilt 7 < 2% < 9.
)
)

E) z ist eine positive reelle Zahl, aber keine natiirliche Zahl.

(
(F) Wenn z rational ist, so ist z ganzzahlig.

Hinweis: Eine Aussage der Form "Wenn p, so ¢” ist genau dann wahr, wenn die Aussage ”(nicht p) oder ¢”
wahr ist. Eine Aussage der Form "u oder v” ist genau dann wahr, wenn von den beiden Teilaussagen u und

v mindestens eine wahr ist.
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22. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 221221:
Man ermittle alle Tripel (,y, z) reeller Zahlen, die das Gleichungssystem

x-(y+2)=5
y-(x+2z)=8
z-(x+y)=9 erfiillen!

Aufgabe 221222:
Man untersuche, ob es unter allen Dreiecken, bei denen fiir die Seitenldngen a, b, ¢ die Beziehungen

a<lecm<b<2cm<c<3cm

gelten, ein Dreieck mit grofitmoglichem Flacheninhalt gibt. Ist das der Fall, so ermittle man diesen Flédchen-
inhalt.

Aufgabe 221223:
Man beweise:

Sind a und b von Null verschiedene natiirliche Zahlen, d ihr groiter gemeinsamer Teiler und v ihr kleinstes
gemeinsames Vielfaches, so gilt

a+b<d+w. (1)

Man untersuche, fiir welches a, b in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 221224:

Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl. Auf einer Kreislinie seien 2n paarweise verschiedene Punkte Py, P, ...,
Ps,, gegeben. Gesucht wird die Anzahl A,, aller verschiedenen Mdglichkeiten, eine Menge von n Sehnen so
zu zeichnen, dafl folgende Forderungen erfiillt sind:

Jede Sehne verbindet einen der Punkte Py, Ps, ..., Ps, mit einem anderen dieser Punkte, und keine zwei
dieser Sehnen haben im Innern oder auf dem Rand des Kreises einen gemeinsamen Punkt.

Zwei Moglichkeiten gelten genau dann als verschieden, wenn es mindestens ein Punktepaar P;, P; gibt, das
bei der einen der beiden Moglichkeiten durch eine Sehne verbunden ist, bei der anderen Moglichkeit dagegen
nicht.

a) Ermitteln Sie die Anzahl As, indem Sie zu sechs Punkten Pj, Ps, ..., Ps mehrere verschiedene Mog-
lichkeiten fiir drei Sehnen angeben und nachweisen, dafl damit alle verschiedenen Moglichkeiten der
geforderten Art erfafit sind!
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b) Ermitteln Sie eine Formel, mit der man fiir beliebiges n > 2 die Anzahl A,, aus den Anzahlen Ay, ...,
A,,_1 berechnen kann!

¢) Ermitteln Sie die Anzahl As!
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22. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 221231:
Es sind alle nichtnegativen ganzzahligen Losungen des Gleichungssystems

x1 4 1lxg 4+ 21a3 + 3lay + 41x5 = 55,
2x1 4+ 12x9 + 2223 + 3224 + 4225 = 60,
3x1 + 1329 + 233 + 3324 + 4325 = 65,
4dxq + 14xo + 243 + 3424 + 4425 = 70,
5x1 + 15x9 + 2bx3 + 3524 + 4525 = 75

zu ermitteln.

Aufgabe 221232:
Man ermittle fiir alle diejenigen 30-Tupel (a1, a9, ..., asg) von (nicht notwendig verschiedenen) positiven
ganzen Zahlen a; (i = 1,...,30), die

30

Z a; = 1983

i=1

erfiillen, den grofiten Wert, den der grofite gemeinsame Teiler d der Zahlen a; annehmen kann.

Aufgabe 221233A:

a) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl p mit der folgenden Eigenschaft gibt: In jedem konvexen
Viereck gilt fiir die Seitenlingen a, b, ¢, d und den Flicheninhalt F des Vierecks F' < p-(a?+b*+c?+d?).

b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl ¢ mit der folgenden Eigenschaft gibt: In jedem Dreieck
gilt fiir die Seitenlingen a, b, ¢ und den Flicheninhalt F' des Dreiecks F < q - (a? + b% + ¢2).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl p bzw. ¢ gibt, so ermittle man jeweils diese Zahl.

Aufgabe 221233B:
Man beweise:

a) Wenn es zu einem Tetraeder ABC'D eine Kugel K gibt, die alle sechs Kanten des Tetraeders beriihrt,
dann gilt:

AB+CD =AC +BD = AD + BC (1)

b) Wenn (1) fiir ein Tetraeder ABCD gilt, dann gibt es eine Kugel K, die alle sechs Kanten des Tetraeder
beriihrt.
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Definition: Eine Kugel K berithrt genau dann eine Strecke s, wenn K die s enthaltende Gerade beriihrt
und der Beriihrungspunkt auf s liegt.

Aufgabe 221234:
Ist c eine positive reelle Zahl, so bezeichnet f die fiir alle reellen z # 0 durch f(x) = sin £ definierte
Funktion.

Gegeben sei nun eine beliebige natiirliche Zahl m > 1.

a) Man ermittle (in Abhéngigkeit von m) alle diejenigen positiven reellen Zahlen ¢, fiir die die Funktion
f im Intervall 10 < z < 20 genau m Nullstellen hat, unter denen sich auch die Zahlen 10 und 20 selbst
befinden.

b) Fiir jede in a) gefundene Zahl ¢ beweise man, dafl f im Intervall 20 < x < oo nur endlich viele
Nullstellen hat. Ferner ermittle man (in Abhéngigkeit von m und fiir jede zu dem betreffenden m
gefundene Zahl ¢) die grofite Nullstelle von f.

Aufgabe 221235:

a) Man beweise: Wenn a, b, c reelle Zahlen mit a > 0 und ac — b? > 0 sind, dann gilt fiir alle reellen x,
y, die nicht beide 0 sind, az? + 2bxy + cy? > 0.

b) Man beweise: Wenn a, b, ¢ reelle Zahlen mit a > 0 und ac—b* < 0 sind, dann gibt es in der z, y-Ebene
im Innern jedes Kreises um den Koordinatenursprung (0;0) zwei Punkte P; und P, mit folgenden
Eigenschaften:

Fiir die Koordinaten (x1;%;) von P; gilt die Ungleichung axz? + 2bxq y; + cy? > 0;
fiir die Koordinaten (x2;%2) von P gilt die Ungleichung az3 + 2bxs y2 + cy3 < 0.

Aufgabe 221236:

Eine Tiir soll mit einer geniigend grofien Anzahl von Schldssern versehen werden. Zu jedem Schlof} soll eine
Sorte passender Schliissel in geniigend grofler Anzahl vorhanden sein, wobei jeder Schliissel zu genau einem
Schlof3 passen soll. Elf Personen sollen derartige Schliissel erhalten, aber nicht jede Person fiir jedes Schlof.
Ein Vorschlag lautet vielmehr, es solle folgendes erreicht werden:

Immer wenn mindestens sechs der elf Personen anwesend sind, befindet sich unter ihren Schliisseln fiir jedes
Schlof3 auch ein passender Schliissel; immer wenn weniger als sechs Personen anwesend sind, haben sie fir
mindestens ein Schlof keinen passenden Schliissel.

Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Schléssern sowie eine Schliisselverteilung (an die elf Personen), mit
der dieser Vorschlag realisierbar wire!
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22. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 221241:

a) Untersuchen Sie, ob es reelle Zahlen a # 0, b und ¢ so gibt, daf} die fiir alle reellen z durch
f(z) =az’ + ba* + ¢ (1)
definierte Funktion f die Funktionswerte f(0) = 1, f(2) = 1 hat und bei x = 1 einen lokalen Extrem-
wert besitzt!

b) Gegeben seien zwei beliebige reelle Zahlen x1 und zo mit 0 < z1 < xo.

Ermitteln Sie (in Abhéngigkeit von 7 und z5) alle diejenigen reellen a # 0, b, ¢ mit der Eigenschaft,
daB die durch (1) definierte Funktion f die Funktionswerte f(0) = 1, f(z2) = 1 hat und bei z =
einen lokalen Extremwert besitzt!

Aufgabe 221242:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a, zu denen es nichtnegative reelle Zahlen x1, xo, x3, x4 gibt,
die die folgenden Gleichungen (1), (2), (3), (4) erfiillen:

T1+To+ T3+ 14 =1, (

T1 + 220 + 323 + 414 = @, (2
z1 + 2220 + 3225 + 4224 = d?, (
(

1 + 2220 + 33x3 + 4324 = ad.

Aufgabe 221243:
Man untersuche, ob es nichtnegative

a) reelle Zahlen z1, x2, x3, 24,
b) ganze Zahlen z1, x9, x3, x4

mit z1 + o + 3 + ©4 = 4 und z9 + 223 + 3x4 = 4 gibt, so dafl die Summe s = x% + x% + x% + mi einen
kleinsten Wert annimmt. Ist das der Fall, so ermittle man jeweils zu a) bzw. b) solche Zahlen 1, x2, x3, x4
sowie den zugehorigen Wert s.

Aufgabe 221244:

Man beweise, dafl das Polynom
1 1 13 82 32
9 A M N Mty

@) =630 % ~ o7 30 " T 63 35

fiir alle ganzzahligen x ganzzahlige Werte annimmt.
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Aufgabe 221245:

Es seien ai, as, ..., a, reelle Zahlen. Bei einem ungestorten technischen Prozef sei
ri=a1+ax+..+a, (1)
die Mafizahl einer von a1, as, ..., a, abhingigen Grofle. Bei einem gestorten technischen Prozefl betrage die

Mafzahl dieser Grofle dagegen

aq a9 Ay
= . 2
T, Tt T T T ., @)
Dabei seien €1, €9, ..., &, reelle Zahlen, zu denen es eine natiirliche Zahl m > 1 derart gibt, daf fiir alle

w=1,2,....,n die Ungleichung
lep] <107™  gilt. (3)

Beweisen Sie, dafl aus diesen Voraussetzungen (1), (2), (3) stets die Ungleichung
1
|fL'1 _fL'l| S m(|a1|+|a2|++|an|) fOlgt'

Aufgabe 221246A:

Es sei ABCD ein Tetraeder, bei dem die drei Kanten AD, BD und CD paarweise senkrecht aufeinander-
stehen. Die Léngen dieser Kanten AD, BD bzw. C'D seien mit a, b, bzw. ¢ bezeichnet. Ferner sei P ein
beliebiger Punkt auf dem Rande des Dreiecks ABC, und dann sei jeweils g die Gerade durch D und P.

a) Man beweise, dafl dann hiernach fiir die Summe s der Abstidnde der Punkte A, B und C von g stets
s <V/2(a?+b2+c?) gilt (1)

b) Man untersuche (in Abhéngigkeit von den gegebenen Kantenlidngen a, b, ¢), ob es einen Punkt P derart
gibt, dafl in (1) das Gleichheitszeichen gilt. Wenn das der Fall ist, so ermittle man (in Abhéngigkeit
von a, b, ¢) alle diese Punkte P.

Aufgabe 221246B:

Bei der Untersuchung von Haufigkeitsverteilungen in der mathematischen Statistik treten Funktionen auf,
die fiir endlich viele natiirliche Zahlen definiert sind und fir die gefordert wird, daf} sie sogenannte Funktio-
nalgleichungen (Gleichungen zwischen verschiedenen Funktionswerten) erfiillen. Ein Beispiel hierfiir ist das
folgende:

Gegeben seien eine natiirliche Zahl n > 2 und eine reelle Zahl p mit 0 < p < 1. Man ermittle (in Ab-
héngigkeit von n und p) diejenigen Funktionen f mit der Menge {1,2,...,n} als Definitionsbereich, die fiir
k=1,2,...,n die folgende Gleichung (1) erfiillen:

n

Zx'(:rf1)~(:c—2)'...~(x—k+1)~f(x):n~(nf1)~(n72)~...~(n7k+1)'pk. (1)

=0

Hinweis: Fiir k =1 ist die Gleichung (1) sinngemé8 als Y.z - f(z) = n - p aufzufassen.
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23. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 231211:

O - (T = (T

In dem folgenden Schema (siehe Abbildung) ist in je- b
des leere Feld jeweils eine Ziffer so einzutragen, daf} eine [0
richtig gerechnete Divisionsaufgabe entsteht. Insbeson- (L0
dere darf keine der mehrstelligen Zahlen des ausgefiillten
Schemas an erster Stelle die Ziffer 0 erhalten.

Beweisen Sie, daf§ es genau eine Eintragung von Ziffern
in die leeren Felder gibt, die diesen Anforderungen ge-
niigt! Ermitteln Sie diese Eintragung!

Aufgabe 231212:

Man ermittle alle Tripel (z;y; z) von Null verschiedener reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2), (3) erftillen:

1
T+ - =-2 1
" (1)
11
- _Z 2
y+-o=-3 (2)
1
S 4z=1 3
— 2 (3)

Aufgabe 231213:

Man gebe die Menge aller ebenen, konvexen, nichtentarteten Vierecke ABCD an, fir die zwei der vier
folgenden Aussagen wahr und zwei der Aussagen falsch sind:

1) Das Viereck ABCD besitzt wenigstens ein Paar paralleler Seiten.

2) Das Viereck ABCD besitzt vier gleichlange Seiten.

(

(2)

(3) Ein Innenwinkel des Vierecks ABCD ist ein rechter Winkel.
(4)

4) Kein Innenwinkel des Vierecks ABCD hat eine Grofie von 90°.

Aufgabe 231214:

Bernd und Jiirgen fithren mit genau fiinf roten, genau vier blauen Spielsteinen und einem Vorratsbehélter,
der eine ausreichende Anzahl gelber Spielsteine enthélt, ein Spiel nach folgenden Regeln durch:
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Zu Beginn werden die fiinf roten, die vier blauen und genau drei gelbe Steine auf den Tisch gelegt. Danach
sind die Spieler abwechselnd am Zug. Wer am Zug ist, nimmt drei beliebige Steine vom Tisch, wobei es nur
verboten ist, drei rote Steine zu nehmen; danach verfihrt er nach folgenden Vorschriften:

(1) Jeder genommene rote Stein wird wieder auf den Tisch gelegt.

(2) Fir jeden genommenen blauen Stein wird ein gelber Stein aus dem Vorratsbehélter auf den Tisch
gelegt; der blaue Stein kommt in den Vorratsbehélter.

(3) Jeder genommene gelbe Stein kommt in den Vorratsbehélter.

Sind diese Vorschriften befolgt, so hat der betreffende Spieler seinen Zug beendet. Hat ein Spieler mit
seinem Zug erreicht, dal nur noch rote Steine auf dem Tisch liegen (so dafi der Gegenspieler keinen Zug
mehr anschliefilen kann), so hat er gewonnen. Jiirgen macht den ersten Zug.

Geben Sie eine Strategie an, mit der Jiirgen den Sieg erzwingen kann!
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23. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 231221:
Ist (ay) eine Folge reeller Zahlen, so bezeichne s,, ihre n-te Partialsumme: s, = Y ;_, ax. Man ermittle

a) von jeder arithmetischen Folge (a,,), fir die s4 = 15 und sg = 255 gilt,
b) von jeder geometrischen Folge (a,,), fir die s, = 15 und sg = 255 gilt,

die ersten finf Glieder a1, as, ..., as.

Aufgabe 231222:

Es sei P = ABCA'B'C’ ein gerades dreiseitiges Prisma mit der Grundflache ABC, der Deckflache A’B’'C’
und den parallelen Kanten AA’, BB’, CC’. Auf diesen seien drei Punkte X, Y, Z gelegen, X zwischen A
und A’, Y zwischen B und B’, Z zwischen C und C’.

Man beweise, daB der Korper K = ABCXY Z das Volumen Vi = 3F(x + y + z) hat, wobei z = AX,
y = BY, z=CZ ist und F den Flicheninhalt von ABC bezeichnet.

Aufgabe 231223:

Es sei ABCD ein beliebiges Trapez mit AB || CD. Die Lingen seiner Seiten und Diagonalen seien folgen-
dermaflen bezeichnet:

AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d, AC=e, BD={.
Man beweise, dafi dann stets die folgenden Gleichungen (1) und (2) gelten!
af? +ce? = (a+ c) (ac + b?) (1)
ae® +cf? = (a+c) (ac + d?). (2)

Aufgabe 231224:
Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, fir die die Zahl 2" + 5 eine Quadratzahl ist.
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23. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 231231:

In einem Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Seite AB. Eine Gerade durch M verlaufe so, dafl sie AC
in einem Punkt D und die Verldngerung von BC' iiber C hinaus in einem Punkt E schneidet und daf} dabei
die Dreiecke AM D und CED den gleichen Flicheninhalt haben.

Beweisen Sie, dafl durch diese Voraussetzung das Verhéltnis AD : DC eindeutig bestimmt ist, und ermitteln
Sie dieses Verhéltnis!

Aufgabe 231232:
Die Kantenlédngen eines beliebigen Quaders seien a, b, ¢ und die Lénge seiner Raumdiagonale sei d.

Man beweise, dafi dann stets die folgende Ungleichung (1) gilt:
(ab)? 4 (bc)? + (ac)? > abed - /3. (1)
Ferner ermittle man alle diejenigen Quader, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 231233A:
Man untersuche, ob es eine Folge a1, as, ..., ay, ...

a) von positiven rationalen Zahlen a;,
b) von positiven ganzen Zahlen a;
mit folgenden Eigenschaften (1) und (2) gibt:
(1) Nicht alle Glieder der Folge sind einander gleich.

1 1 ( 1 1 )
- = . + ;
Gnp 2 an—1 Gp41

d.h. a, ist das harmonische Mittel von a, 1 und a,41.

(2) Fir alle n > 2 gilt

Falls eine solche Folge im Falle a) bzw. im Falle b) existiert, so sind ihre Glieder anzugeben. Falls sie nicht
existiert, so ist das zu beweisen.

Aufgabe 231233B:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

20 Karten, von denen jede mit genau einer der Zahlen 1, 2, 3, ..., 20 beschriftet ist (wobei jede dieser Zahlen
vorkommt), liegen aufgedeckt, so daf die Zahlen zu sehen sind, auf dem Tisch. Von diesen Karten hat A in
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Gedanken zwei ausgewahlt, ohne dafl B weifl, um welche Karten es sich handelt.

B versucht nun, diese beiden Karten wie folgt zu ermitteln: Als ersten Zug nimmt B zwei beliebig von ihm
ausgewéhlte Karten, und A sagt ihm, wie viele von diesen beiden Karten richtig sind (0, 1 oder 2 Karten).
Dann legt B diese Karten wieder aufgedeckt zuriick.

Waren es noch nicht die beiden richtigen Karten, so nimmt B beim zweiten Zug wieder zwei beliebig von
ihm gewéhlte Karten, und A sagt ihm, wieviele davon richtig sind; B legt dann diese Karten wieder zuriick.
Dieses Verfahren wird so lange mit dem 3., 4., ... Zug fortgesetzt, bis B in einem dieser Ziige die beiden
richtigen Karten genommen hat. B hat gewonnen, wenn er spétestens mit dem 12. Zug die beiden richtigen
Karten nimmt.

Bei einer Durchfiihrung dieses Spieles beginnt B das Spiel mit der folgenden Strategie: Er nimmt
im 1. Zug die Karten 1, 2 und, falls dies noch nicht die beiden richtigen Karten sind,
im 2. Zug die Karten 3, 4 sowie, in entsprechender Weise fortgesetzt,

falls in keinem der bisherigen Ziige die beiden richtigen Karten (gleichzeitig in ein und demselben Zug)
vorkamen, im 9. Zug die Karten (17, 18).

a) Man gebe zu dieser von B begonnenen Strategie eine Fortsetzungsstrategie fiir die weiteren Ziige an,
mit deren Hilfe B den Gewinn erzwingen kann.

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal B bei der angegebenen Strategie sogar spétestens mit
dem 11. Zug die beiden richtigen Karten nimmt?

Aufgabe 231234:

Man ermittle alle diejenigen Paare (z;y) reeller Zahlen mit 0 < z < 27 und 0 < y < 2, die das Gleichungs-
system

3-sinz-cosy =cosz -siny (1)
sin?z +siny = 1 (2)

erfilllen.

Aufgabe 231235:

Man ermittle alle Paare (a;b) von Primzahlen a und b fiir die 3a* + a = b + b gilt.

Aufgabe 231236:

Es sei 9Py SQ ein Winkel von beliebig, aber fest vorgegebener Grofle a@ < 180°. Ein vom Punkt Py aus-
gehender, ins Innere des Winkels gerichteter Lichtstrahl werde jedesmal, wenn er auf einen der Schenkel
des Winkels trifft, nach dem Reflexionsgesetz zuriickgeworfen. Die Punkte, in denen der Lichtstrahl dabei
auf die Schenkel des Winkels trifft, seien fortlaufend mit Py, Py, Ps, ... bezeichnet (soweit solche Punkte
existieren). Die Grofie des Winkels, den zu Beginn der von Py ausgehende Lichtstrahl mit der von Py nach
S fithrenden Halbgeraden bildet, sei ¢g genannt (0° < o < 180°).

Beim Experimentieren mit derartigen Winkelspiegeln kann man fragen, ob es zu gegebenem ¢, endlich oder
unendlich viele Punkte Py, P, Ps, ... gibt, ob es zu jedem ¢y unter den Punkten Py, P», Ps, ... einen Punkt
P, derart gibt, daB SP, < SP; fiir alle i = 1,2,3, ... gilt und durch wieviele Méglichkeiten ... der Rich-
tungswahl ¢g es (je nach der Vorgabe von «) erreichbar ist, dal der Lichtstrahl eine auf seinem Weg dem
Punkt S néchstgelegene Teilstrecke P,,_1P,, mit der Eigenschaft SP,,_1 = SP,, durchlauft, so daf} also
das Wegstiick Fp...P,,—1 symmetrisch liegt zum Wegstiick P,,...Ps,,—1 beziiglich der Winkelhalbierenden
des Winkels <Py SQ. Diese Frage wird durch folgende Teilaufgaben genauer erfafit:

I. Man beweise die folgenden Aussagen (A) und (B) bei beliebig, aber fest vorgegebenem «
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(A) Fiir jedes ¢ gibt es genau eine natiirliche Zahl n so, da§ Punkte Py, P, ..., P, existieren, wihrend
der von P, ausgehende Lichtstrahl nicht mehr den anderen Schenkel des Winkels < Py SQ erreicht.

(B) Fiir jedes ¢ gibt es genau eine natiirliche Zahl m > 1 so, dal Punkte Py, Py, ..., P,—1 existieren
und (falls m > 2 ist) fiir k = 1,...,m — 1 die Ungleichung SP, < SP,_; erfiillen, dafl dagegen
entweder kein Punkt P,, mehr existiert oder SP,, > SP,,_; sowie (falls m < n ist) fiir k =
m+1,...,n sogar SP, > SP,_; gilt.

II. Man ermittle alle diejenigen am Anfang vorzugebenden Werte «, zu denen es

(C) genau einen,
(D) genau zwei,
(E) genaun

Werte ¢o mit der Eigenschaft gibt, daf$} fiir die in (B) gefundene Zahl m (ein Punkt P, existiert und)
die Gleichung SP,,, = SP,,_; gilt. In (E) sei dabei n > 2 eine gegebene natiirliche Zahl.
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23. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 231241:
Es sei (x,,) diejenige Folge von reellen Zahlen, fiir die z; = 1 und

433%—&—1
S5r, + 1

Tpt1 = (n=1,2,3,...) gilt.
Man untersuche, ob diese Folge konvergent ist, und ermittle, falls das zutrifft, ihren Grenzwert.

Aufgabe 231242:

a) Man beweise, daf} es eine Menge M mit den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3), (4) gibt:

(1) Jedes Element von M ist eine natiirliche Zahl.
(2) Das kleinste Element von M ist die Zahl 1.
(3) Das grofite Element von M ist die Zahl 100.
(4)

4) Jedes Element von M mit Ausnahme der Zahl 1 ist die Summe von zwei Elementen von M oder

das Doppelte eines Elementes von M.
b) Man ermittle eine Menge M, die die Bedingungen (1), (2), (3), (4) erfiillt und dabei moglichst wenig

Elemente hat. Daf3 die ermittelte Menge M diesen Anforderungen geniigt, ist zu beweisen.

Aufgabe 231243:
Vier Mathematiker T', D, S, P einigen sich auf ein Ratespiel nach folgenden Regeln:

T denkt sich ein Tripel (x,y, z) ganzer Zahlen mit 1 < z <y < z und = 4+ y + z < 10. Dann soll er D die
Zahld = y—ux, S die Zahl s = z+y+ 2z und P die Zahl p = xyz mitteilen, jeweils so, dafl die beiden anderen
den Wert der mitgeteilten Zahl nicht erfahren. Danach sollen sich D, S und P iiber ihre Informationen
unterhalten.

Untersuchen Sie, ob es ein Tripel (z, y, z) gibt, mit dem bei einer Durchfithrung dieses Spiels (nach Mitteilung
von d, s und p) das folgende Gespréch stattfinden kann:

P: 7Ich kann das Tripel (z,y, z) nicht eindeutig ermitteln.”
S: "Das wuflte ich schon, bevor Sie es ausgesprochen haben.”
P: 7Jetzt kann ich das Tripel ermitteln.”

D: ”Ich auch.”

S: 7Ich jetzt auch.”
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Wenn es ein solches Tripel gibt, stellen Sie fest, ob es durch dieses Gespréch eindeutig bestimmt ist! Ist dies
der Fall, so geben Sie dieses Tripel an!

Aufgabe 231244:
Seien Py, P, ..., P, verschiedene Punkte in der Ebene, n > 2. Man beweise:

V3

max P, P; > - (\/ﬁ— 1) -min PP;. (1<i<j<n)
ij ij

Aufgabe 231245:

Man ermittle alle Funktionen f, die fiir alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen x definiert sind und die die
folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) Fiir alle 71, 7o mit 1 # 0, 22 # 0, 1 + 9 # 0 ist f(——— = f(i —I—f(i

T1+T2

(2) Fiir alle 21, o mit 21 # 0, 22 # 0, 1 + x2 # 0 ist (21 + z2) - f(z1 + 22) = v122 - f(21) - f(22).
(3) Es gilt f(1) =1.

Aufgabe 231246A:

Uber n Punkte des Raumes, von denen keine vier in einer gemeinsamen Ebene liegen, wird vorausgesetzt,
daf jedes Tetraeder, das vier dieser n Punkte als Ecken hat, einen Rauminhalt nicht grofler als 1 besitzt.

Man beweise aus dieser Voraussetzung, dafl es dann im Raum ein Tetraeder mit einem Rauminhalt nicht
grofler als 27 gibt, das alle n Punkte in seinem Inneren oder auf seinem Rand enthalt.

Anmerkung: In dieser Aufgabe wurde (bei der Angabe von Rauminhalten) einfachheitshalber auf die Angabe
von Mafeinheiten verzichtet. In der Losungsangabe verfahre man ebenso.

Aufgabe 231246B:

Man untersuche, ob es eine natiirliche Zahl k& mit £ > 1 und k natiirliche a4, as, ..., ag, die nicht notwendig
paarweise verschieden sind, gibt, so dafl

1 1 1
a1 +as+ ... +ap =1984 und —F —+ .+ —=1 gilt.
a;  ag ay
Falls das zutrifft, gebe man solche natiirlichen Zahlen a4, as, ..., a; an.
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24. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 241211:

Ist ABC ein rechtwinkliges Dreieck und & sein Umkreis, so bezeichne F; den Flicheninhalt des Dreiecks
sowie Fy die Differenz zwischen dem Flacheninhalt des Umkreises und F3.

Man ermittle unter allen Werten, die das Verhéaltnis F5 : F; unter diesen Voraussetzungen annehmen kann,
den kleinsten ganzzahligen Wert!

Aufgabe 241212:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, y mit  # 0 und y # 0, die das Gleichungssystem

6
z?y — — =13
Ty

zy+ 2%y =6 erfiillen.

Aufgabe 241213:

2
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z, fiir die 22 — 3, 52 — 14 und 5‘%7
x

14 ganze Zahlen sind.

Aufgabe 241214:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

Jeder der beiden Spieler erhélt neun Karten, auf denen die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 verzeichnet sind,
jede dieser Zahlen auf genau einer Karte (des betreffenden Spielers).

A beginnt und legt eine seiner Karten auf den Tisch; dann legt B eine seiner Karten auf den Tisch, dann
wieder A und dann B u.s.w. Es wird jeweils die Summe der auf dem Tisch liegenden Zahlen festgestellt.
Das Spiel ist beendet, wenn eine Summe erreicht wird, die grofler als 99 ist. Verloren hat derjenige Spieler,
durch dessen Karte diese Summe erreicht wurde; der andere Spieler hat gewonnen.

Man untersuche, ob es eine Strategie gibt, durch die bei jeder moglichen Reihenfolge der von A gespielten
Karten der Spieler B den Gewinn erzwingen kann. Falls das zutrifft, gebe man eine solche Strategie an.
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24. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 241221:

az +1
a, +1

Es sei (a,) diejenige Zahlenfolge, fiir die a1 = 2 und a1 = (n=1,2,3,...) gilt.

a) Berechnen Sie ay und a3, und beweisen Sie, daf a,, > 1 fir alle n = 1,2,3, ... gilt!

b) Beweisen Sie, daf die Folge (a,,) streng monoton fallend ist!

Aufgabe 241222:
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x;y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen!

22y + 22 +y? — 6 =9y (1)
(z+y)* = 36. (2)
Aufgabe 241223:
Man priife, ob es eine natiirliche Zahl n und ganze Zahlen ayg, a1, ..., a, gibt, so daf} fir

P(z) = apx™ + an_12" 4 ..+ a1z + ag

sowohl p(7) = 1985 als auch p(3) = 1984 gilt.

Aufgabe 241224:

a) Beweisen Sie, daf} in jedem rechtwinkligen Dreieck fiir die Seitenlédngen a, b, ¢ und die Hohenldngen
hq, hp, he die Ungleichung

3(a® + b2 +¢?) >4 (h2 +hi +h2)  gilt! (1)

b) Untersuchen Sie, ob (1) auch in jedem spitzwinkligen Dreieck gilt!

Gibt es a) rechtwinklige, b) spitzwinklige Dreiecke, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt?
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24. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 241231:

Man ermittle die ersten sechs Glieder aq, as, ..., ag von allen denjenigen Folgen (a,,) reeller Zahlen, die die
nachstehenden Eigenschaften (1) bis (5) haben:

Aufgabe 241232:

Man beweise: Wenn die Seitenldngen eines Dreiecks ABC nicht kleiner als /3 und nicht gréfler als 2 sind,
dann gilt:

a) ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck.
b) Die Lingen der Hohen des Dreiecks ABC sind nicht kleiner als v/2.

Aufgabe 241233A:
Man ermittle alle Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften:

(1) f ist fiir alle rationalen Zahlen definiert.
(2) Esgilt f(1) =1.
(3) Fiir alle rationalen Zahlen z und y gilt f(x +1vy) = f(z) + f(y) + 2y(z + y).

Aufgabe 241233B:
Man ermittle zu jeder geraden natiirlichen Zahl n > 2 alle reellen Losungen x der Gleichung

z(x+1)-(z+2) .- (e+n—-1)=(@+n)- (@+n+1)- (x+n+2) .- (r+2n-1).

Aufgabe 241234:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z mit 1 < z < 5, die die Bedingung erfiillen, daf} die Gerade mit
der Gleichung y = %x + z und die Parabel mit der Gleichung y = 222 mindestens einen Schnittpunkt mit
ganzzahliger Abszisse haben.
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Zu jeder Zahl z, die diese Bedingung erfiillt, gebe man - fiir die betreffende Gerade und die Parabel - die
Koordinaten aller Schnittpunkte mit ganzzahliger Abszisse an.

Aufgabe 241235:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, c) positiver natiirlicher Zahlen, fiir die a® + b¢ = abc gilt.

Aufgabe 241236:
Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die

51
99" +101" > = - 100" gilt. (1)
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24. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 241241:

a) Man beweise, dafi durch
f(z) = (22 —x2)- (22 —2+5)+6
(@2 —x) (22 —2+6)+9

eine Funktion f fiir alle reellen Zahlen x definiert wird.

b) Man ermittle den Wertebereich dieser Funktion.

Aufgabe 241242:

Uber vier Kreise k, k1, ko, k' wird folgendes vorausgesetzt:

Die Kreise k1 und ks beriihren einander von auflen; die Mittel-
punkte von ki, k2 und k liegen auf einer gemeinsamen Geraden;
die Kreise k1 und ko beriihren den Kreis £ von innen; der Kreis
k' beriihrt die Kreise k; und k9 von auflen und den Kreis & von
innen.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir die Radien
' von k bzw. k' stets r’ < .

Aufgabe 241243:

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen x mit « # 0 definiert sind und den
folgenden Bedingungen (1), (2), (3) gentigen:

(1) Fiir alle reellen Zahlen z mit  # 0 gilt f(1) = - f(z).
(2) Fiir alle reellen Zahlen  und y mit # # 0, y # 0 und = +y # 0 gilt f(2) + f(i) =1+ f(

1
)"
(3) Esgilt f(1) =2.

Aufgabe 241244:

Es seien a, b und ¢ positive reelle Zahlen mit v/a++v/b++/c = %\/g Man beweise, dafl das Gleichungssystem
Vy—a+vz—a=1 (1)
Vz—b+vz—-b=1 (2)
Ve—c+yy—c=1 (3)
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genau eine Losung (z, y, z) hat, wobei z, y, z reelle Zahlen sind.

Aufgabe 241245:
Es ist zu beweisen:

Wenn die Léngen der Kanten eines Tetraeders ABCD nicht kleiner als /3 und nicht gréBer als 2 sind, dann
sind die Innenwinkel zwischen je zwei Seitenflachen des Tetraeders ABC'D nicht grofler als 90°.

Aufgabe 241246A:

Man untersuche, ob es 40 aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gibt, die sémtliche kleiner als 10° und nicht
Primzahlen sind.

Aufgabe 241246B:
Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen k, fiir welche die durch

x1 =1, Tni1 = V(22 + z,) (n=1,2,3,..)

definierte Zahlenfolge (x,,) konvergent ist. Zu jeder solchen Zahl k ermittle man den Grenzwert der Zahlen-
folge (x,,).
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25. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 251211:
Man ermittle alle diejenigen Paare (z;y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen.

2 fy=1, (1)
r+yt=1. (2)

Aufgabe 251212:

Einem Kreis k£ mit dem Radius r = 1985 mm sei ein gleichseitiges Dreieck ABC einbeschrieben. Ferner
schneide eine durch C' verlaufende Gerade s die Gerade g durch A und B in einem Punkt G und den Kreis
k in einem weiteren von C verschiedenen Punkt K.

Man beweise, daf8 bei jeder Wahl der Geraden s unter den genannten Voraussetzungen das Produkt CG-CK
denselben Wert hat, und berechne diesen Wert.

Aufgabe 251213:
Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, die folgende Eigenschaften haben:

(1) n 148t bei der Division durch 3 den Rest 1,
(2) n? laBt bei der Division durch 11 den Rest 1,
(3) es gilt: 100 < n < 200.

Aufgabe 251214:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

Zu Beginn geben sie sich (z.B. durch ein Zufallsverfahren) eine natiirliche Zahl K (K > 17) vor. Sodann
wéhlt A aus der Menge M = {2,4, 8,16} eine Zahl aus; sie sei mit a; bezeichnet. Darauf multipliziert B die
Zahl aq mit einer Zahl der Menge M und erhalt die Zahl b;. Danach multipliziert A die Zahl b; erneut mit
einer Zahl der Menge M und erhélt die Zahl as. Anschlielend setzen B und A diesen Prozefl abwechselnd
fort, bis einer der Spieler ein Produkt erreicht hat, das grofler als die vorher festgelegte Zahl K ist. Gewonnen
hat derjenige Spieler, der als erster ein Produkt erreicht, das grofler als K ist.

a) Wie muf} Spieler A spielen, um mit Sicherheit zu gewinnen, wenn K = 100 vorgegeben ist?

b) Welcher der beiden Spieler kann den Gewinn stets erzwingen, und welche Gewinnstrategie muf} er
anwenden, wenn K = 1000000 vorgegeben ist?

¢) Wie kann man bei beliebig vorgegebenem K entscheiden, welcher der beiden Spieler den Gewinn
erzwingen kann, und wie muf} dieser Spieler vorgehen?
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25. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 251221:

Man ermittle alle diejenigen Paare (x;y) reeller Zahlen z, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfiillen.

2+ y2 =3, (1)
2 oy =2 (2)

Aufgabe 251222:

Beweisen Sie, da$ in jedem Dreieck ABC fiir die Seitenlingen a = BC, b = CA, ¢ = AB und die Linge s,
der Verbindungsstrecke zwischen dem Punkt A und dem Mittelpunkt M der Strecke BC' die Beziehung

1
Sa = 5\/2(b2 +c2)—a? gilt!

Aufgabe 251223:

a) Es seien (a,) und (b,) die durch a,, = 3n — 2, b, = a2 (n = 1,2,3,...) definierten Zahlenfolgen.

Beweisen Sie, dafl dann die Folge der Differenzen b,,+1 —b,, (n = 1,2,3,...) eine arithmetische Zahlen-
folge ist!

b) Eine Verallgemeinerung der in a) zu beweisenden Aussage lautet:

Wenn (a,) eine beliebige arithmetische Folge und (b,,) die durch b, = a2 (n = 1,2,3,...) definierte
Folge ist, dann ist die Folge der Differenzen b,11 — b, (n = 1,2,3,...) ebenfalls eine arithmetische
Folge.

Beweisen Sie auch diese Verallgemeinerung!

Aufgabe 251224:
Man ermittle alle diejenigen positiven ganzen Zahlen n, die die folgende Eigenschaft haben:

Im abgeschlossenen Intervall (27, 2"1) befindet sich mindestens eine durch n® teilbare natiirliche Zahl.
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25. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 251231:

Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) natiirlicher Zahlen m und n, fiir die die folgenden Bedingungen
(1) und (2) gelten:

(1) m+ n und m - n sind zweistellige Zahlen.

(2) Vertauscht man die Ziffern der Zahl m + n miteinander, so erhalt man die (Zifferndarstellung der)
Zahl m - n.

Aufgabe 251232:

Fir eine beliebige natiirliche Zahl n > 3 seien n Kreise Ky, ..., K,, so in einer Ebene gelegen, daf} sie
folgende Bedingungen erfiillen (wobei der Kreis K; auch mit K, 1 bezeichnet sei):

Es gibt einen Punkt O, der auf allen Kreisen K, ..., K, liegt. Fiir ¢ = 1, ..., n gilt: K; und K;; haben noch
genau einen von O verschiedenen Punkt A; gemeinsam. Die Punkte Ay, ..., A, sind paarweise verschieden;
die Strahlen von O aus durch A1, Ao, ..., A,_1, A,, Ay sind in dieser Reihenfolge um O herum angeordnet.

Ferner seien Py, ..., P,1 Punkte, die folgende Bedingungen erfiillen: Fiir ¢ = 1, ..., n gilt: P; liegt auf Kreis
K; und ist von O und A; verschieden: P;;; ist der von A; verschiedene Schnittpunkt des Kreises K;; mit
der Geraden durch P; und A;. Die Strahlen von O aus durch A, Py, Ay, P, Ao, ..., P,, A, sind in dieser
Reihenfolge um O herum angeordnet.

a) Beweisen Sie, daf fiir n = 3 aus diesen Voraussetzungen stets Py = P; folgt!

b) Untersuchen Sie, ob fiir jede natiirliche Zahl n > 3 aus den genannten Voraussetzungen stets P11 = Py
folgt!

Aufgabe 251233A:

Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele 5-Tupel (21, x2, 3, 24, 5) von positiven
ganzen Zahlen gibt, fiir die die folgende Gleichung (1) erfiillt ist:

3 + 25+ 2f + )t =z’ (1)

Aufgabe 251233B:

Beweisen Sie, dafl es unter allen Zerlegungen 100 = z; - 29 - ... - z,, der Zahl 100 in reelle Faktoren z; > 2
(¢ = 1,2,...,n; n positiv ganzzahlig) eine Zerlegung gibt, fiir die die Summe s = 2z; + 22 + ... + 2, einen
kleinstmoglichen Wert hat! Ermitteln Sie eine solche Zerlegung!

Aufgabe 251234:
Acht Gegenstinde, die mit Ay, As, ..., Ag bezeichnet seien, sind in zwei Schranke S; und S verschlossen
worden. Zur Ermittlung der Verteilung der Gegensténde werden folgende Aussagen gemacht:

In dem Schrank S; befinden sich
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A; genau dann, wenn sich Az und As beide in Sy befinden;

1

2) A, genau dann, wenn sich Az und Ag beide in S befinden;

3) As genau dann, wenn sich A4 und Ag beide in Sy befinden;

4) A4 genau dann, wenn sich A; und Ag beide in Sy befinden;

5) Ay genau dann, wenn sich Ag in einem anderen Schrank befindet als Az;

6) Ag genau dann, wenn sich A, in einem anderen Schrank befindet als As;

7) A7 genau dann, wenn sich A; in demselben Schrank befindet wie As;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

8) Ag genau dann, wenn sich Ay in demselben Schrank befindet wie Ar;

Ermitteln Sie alle diejenigen fiir eine Verteilung der acht Gegenstéinde auf die beiden Schrénke bestehenden
Moglichkeiten, bei denen alle Aussagen (1) bis (8) wahr sind!

Aufgabe 251235:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z, fiir die die folgende Gleichung (1) gilt:

22+ 122+ 4
— 6. /T 1
T+ 2 6o (1)

Aufgabe 251236:

Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n > 2 seien 2n Punkte Pi, ..., Py, im Raum so gelegen, daf} es keine
Ebene gibt, auf der vier dieser Punkte liegen. Mit T sei die Menge aller derjenigen Tetraeder bezeichnet,
deren vier Eckpunkte der Menge M = { Py, ..., P5,} angehoren. Fiir jede Ebene ¢, die keinen Punkt von M
enthélt, sei t. die Anzahl aller derjenigen Tetraeder aus T, die mit € ein Viereck als Schnittfliche gemeinsam
haben.

Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n > 2 den gréfitmoglichen Wert, den ¢. annehmen kann!
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25. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 251241:

Zu einer Feier erscheinen fiinf Géste. Der Gastgeber stellt fest, dafl unter je drei von diesen Gésten stets
zwei sind, die sich wechselseitig kennen, und zwei, die sich nicht kennen.

Man beweise, dafl der Gastgeber seine finf Géste so an einen runden Tisch setzen kann, dafl an beiden
Seiten jedes Gastes Bekannte dieses Gastes sitzen.

Aufgabe 251242:

Es seien q1, g2, ..., gn (n > 2) paarweise verschiedene Primzahlen. Man beweise, dafl aus dieser Voraussetzung
stets 5 5 5
1 1 1 36
LR RS (R e
g -1 ¢ -1 g —1 25

Aufgabe 251243:

Gibt es eine Funktion f, die fiir alle reellen Zahlen definiert ist, reelle Funktionswerte hat und die folgenden
Bedingungen (1), (2) erfullt?

(1) Fir alle reellen Zahlen z und y gilt f(z +y) = m

(2) Esgilt f(1) = 1.

Aufgabe 251244:

Es sei AjAs A3Ay4 ein Tetraeder mit gegebenen Kantenliangen A; Ay = a, AjAs3 = b, A1Ay = ¢, A Az = d,
A2A4 =€, A3A4 = f

Man untersuche, ob es einen Punkt P im Raum gibt, so da} die Summe s der Quadrate des Abstandes des
Punktes P von den Eckpunkten des Tetraeders einen kleinsten Wert annimmt. Falls das zutrifft, ermittle
man jeweils zu gegebenen a, b, ¢, d, e, f diesen kleinsten Wert von s.

Aufgabe 251245:
Es sei (py,) die Folge der ihrer Grofie nach geordneten Primzahlen, d.h., es sei

p1:2a p2:37 p3:5a P4:77

Man untersuche, ob es eine natiirliche Zahl N derart gibt, daf} fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > N die
Ungleichung p,, > 4n gilt.
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Aufgabe 251246A:

Eine im dekadischen Positionssystem dargestellte natiirliche Zahl sei Spiegelzahl genannt, wenn ihre Ziffern
symmetrisch aufgebaut sind, d.h., wenn die erste und die letzte, die zweite und die vorletzte usw. Ziffer
iibereinstimmt.

Zum Beispiel sind die Zahlen 358 853, 27672, 44 444 Spiegelzahlen.

Man untersuche, ob es zu jeder zweistelligen natiirlichen Zahl a, deren letzte Ziffer von 0 verschieden ist,
eine von 0 verschiedene Spiegelzahl gibt, die durch a teilbar ist.

Aufgabe 251246B:

Fiir jedes Dreieck ABC bezeichne d die Lange des Inkreisdurchmessers, g die grofite Seitenldnge und e die
Grofle des kleinsten Winkels des Dreiecks ABC'.

a) Man beweise: Es gibt eine Konstante K, so daf fiir jedes Dreieck ABC' die folgende Ungleichung (1)
gilt:

K
gsine

(1)

> <
d

b) Unter allen Konstanten K, fiir die die in a) zu beweisende Aussage gilt, ermittle man die kleinste
Konstante, falls diese existiert.
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26. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 261211:
Man ermittle alle Tripel (z;y; z) von Zahlen mit den folgenden Eigenschaften (1), (2):

(1) Die Zahlen z, y, z sind in dieser Reihenfolge aufeinanderfolgende ganze Zahlen.

(2) Esgilt: z- (z+y+2)=z-y- 2

Aufgabe 261212:
Man beweise:

a) Fiir jedes Tripel (a, b, c) positiver reeller Zahlen, fiir das ¢* = a* + b* gilt, gibt es ein Dreieck mit a, b
und c als Zahlenwerte seiner Seitenléngen.

b) Wenn fiir die Zahlenwerte a, b und ¢ der Seitenlingen eines Dreiecks a* + b* = ¢* gilt, so ist das
Dreieck spitzwinklig.

Aufgabe 261213:

An einer internationalen Tagung nahmen jeweils genau zwei Vertreter der Ungarischen Volksrepublik, der
CSSR, der VR Polen und der DDR teil. Uber diese acht Teilnehmer ist bekannt:

(1) Jeder dieser Teilnehmer spricht neben seiner Muttersprache wenigstens eine Sprache aus den anderen
drei genannten Teilnehmerldndern. (Die Sprachen aus den vier Landern waren ungarisch, tschechisch,
polnisch, deutsch; andere Sprechen aus diesen Landern wie etwa slowakisch oder sorbisch kamen nicht
vor.)

(2) Jede der vier Sprachen wird von Teilnehmern aus genau drei der genannten Lénder gesprochen.
(3) Jeder der Teilnehmer, der polnisch spricht, spricht auch ungarisch, jedoch nicht deutsch.

(4) Die Sprachkenntnisse der beiden polnischen Teilnehmer unterscheiden sich in bezug auf die vier ge-
nannten Sprachen voneinander.

a) Man ermittle, wie viele der genannten Teilnehmer insgesamt deutsch sprechen und aus welchen Lan-
dern diese Teilnehmer kamen.

b) Man ermittle, welche Sprachen die beiden Teilnehmer aus der UVR sprachen.

Aufgabe 261214:
Fiir jede reelle Zahl b sei (a,,) diejenige Zahlenfolge, die durch

u _3n+b
" op—1

(n=1,2,..) (1)
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Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen b, fir die die durch (1) definierte Zahlenfolge genau drei Glieder
besitzt, die die Ungleichungen

definiert ist.

1,45 < a, < 1,47 (2)

erfiillen. Zu jeder so ermittelten Zahl b (falls es eine solche gibt) gebe man die drei Glieder a,, an, die (2)
erfiillen.
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26. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 261221

Man ermittle alle diejenigen Tripel reeller Zahlen (x;y; z), die Losung des folgenden Gleichungssystems (1),
(2), (3) sind:

Toy=2 (1)
r-z=3 (2)
B +y? =5 (3)

Aufgabe 261222:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (p, ¢, r) von Primzahlen, die die folgenden Bedingungen (1), (2) erfiillen:

(1) In der Folge aller Primzahlen sind p, ¢, v in dieser Reihenfolge aufeinanderfolgende Primzahlen.
(2) Die Zahl s = p? + ¢ + r? ist eine Primzahl.

Aufgabe 261223:

In einer Stadt soll ein Wasserballturnier stattfinden, an dem zehn Mannschaften beteiligt sind. Jede Mann-
schaft spielt in einer Hin- und einer Riickrunde jeweils genau einmal gegen alle anderen.

Zur Verfiigung stehen zwei Schwimmbhallen, die so weit voneinander entfernt sind, dafl im Laufe eines Spiel-
tages kein Ubergang einer Mannschaft von einer Halle zur anderen erfolgen kann. Auflerdem haben sich
folgende Bedingungen als notwendig herausgestellt:

(1) An jedem Spieltag kann jede Mannschaft hochstens zwei Spiele bestreiten.
(2) In jeder Halle sind an jedem Spieltag hochstens fiinf Mannschaften anwesend.

(3) Jede Mannschaft kann die Riickrunde erst beginnen, wenn sie alle Spiele der Hinrunde abgeschlossen
hat.

Bei der Planung des Turniers wurde zunéichst ein Spielplan aufgestellt, nach dem das Turnier in 10 Tagen
durchgefiihrt werden kann.

Man untersuche, ob es unter den genannten Bedingungen auch méglich ist, das Turnier in 9 Tagen durch-
zufiihren.

Aufgabe 261224:

Zwei Kreise k1, ko seien so gelegen, daf} sie sich in zwei verschiedenen Punkten A, B schneiden und da8 die
Verbindungsstrecke M; Ms der beiden Kreismittelpunkte von der Strecke AB in einem Punkte geschnitten
wird, der zwischen M; und Ms liegt. Unter allen denjenigen Geraden, die durch A gehen und auflerdem
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sowohl den Kreis k; in einem von A und B verschiedenen Punkt P als auch den Kreis k9 in einem von A
und B verschiedenen Punkt @) schneiden, wird nun eine Gerade gesucht, fiir die die Strecke PQ moglichst
lang ist.

Man untersuche, ob es eine solche Gerade gibt, ob sie dann durch die Kreise k1, k2 eindeutig bestimmt ist
und, wenn dies der Fall ist, welche Lage diese Gerade dann hat.
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26. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 261231:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (x;y; z) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfiillen:

r+y—z=1 (1)
22—y =1 (2)
—2 P 2= 1 (3)

Aufgabe 261232:

Im Raum seien zwei windschiefe Geraden g; und g5 gegeben. Ferner seien d; und ds zwei gegebene Strecken-
léngen.

Beweisen Sie folgende Aussage:
Wie man auch auf g; Punkte Py, P> mit P; P, = d; und auf g Punkte 1, Q2 mit Q1Q2 = dy wahlt, stets
ergibt sich fiir das Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten Py, P, (Q1, Q2 ein und derselbe Wert.

Aufgabe 261233A:
Man untersuche ob es vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gibt, die die folgende Eigenschaft haben:

Jede der vier Zahlen 148t sich so in zwei positive ganzzahlige Summanden = und y zerlegen, daf sie jeweils
ein Teiler von x - y ist.

Aufgabe 261233B:

Man beweise, da8 in jedem Dreieck ABC fiir die Seitenlinge a = BC, b = AC, ¢ = AB, die Gréflen a,
B, v der Innenwinkel SCAB; <ABC; <BC A sowie fiir den Inkreisradius p und den Flicheninhalt F' die
Ungleichung

1 1 1 27
- cos® % + 5 cos? g + p cos? % > 8—; gilt. (1)

Man gebe alle diejenigen Dreiecke an, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 261234:

Beweisen Sie: Fiir jedes Sehnenviereck ABC' D, dessen Diagonale BD durch den Mittelpunkt N der Diago-
nalen AC verlduft, gilt die folgende Gleichung (1).

2.BD =AB +BC +CD +A4D". (1)
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Aufgabe 261235:

Zwei Personen, A und B, spielen mit n in einer Geraden angebrachten Lampen (n > 3) das folgende Spiel:

Zum Spielbeginn sind alle Lampen ausgeschaltet. Eine ganze Zahl k mit 1 < k < n — 1 wird vereinbart.
Dann verlauft das Spiel so, daf§ die Spieler, mit A beginnend, abwechselnd am Zuge sind:

Jeder Spieler schaltet, wenn er am Zug ist, nach eigener Wahl eine Anzahl nebeneinanderliegender Lampen
ein, mindestens eine und hochstens k. Gewonnen hat derjenige Spieler, der die letzte der n Lampen ein-
schaltet.

Man beweise, dafl Spieler A fiir jedes n > 3 und jedes k mit 1 < k < n — 1 durch eine geeignete Vorgehens-

weise (Strategie) den Gewinn erzwingen kann.

Aufgabe 261236:
Es sei (x,) diejenige Folge reeller Zahlen, fiir die

z1 =3 und (1)

Tpy1 =+/922 + 11z, +3 (n=1,2,3,...) (2)

gilt. Fiir jede reelle Zahl a # 0 sei ferner (y,,) die durch

Un = 0 (n=1,2,3,..) (4)

a"’L
definierte Zahlenfolge.
Man ermittle alle diejenigen a # 0, fir die die Folge (y,) konvergent ist.
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26. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 261241:

500 Bonbons sollen unter Verwendung von Umhiillungen passender Grofien so zu einem Scherzpaket zu-
sammengepackt werden, dafl die folgenden Bedingungen (1), (2) erfiillt sind. Dabei soll sich (2) auf jede
Moglichkeit beziehen, alle Bonbons auszupacken, indem man nach und nach jeweils eine zugéngliche Um-
hiillung 6ffnet und entfernt (falls mehrere Umhiillungen zugénglich sind, in beliebiger Reihenfolge):

(1) Es gibt genau eine Umbhiillung, die das gesamte Paket enthélt.

(2) Beim Offnen dieser und jeder weiteren Umbhiillung zeigt sich, daf deren Inhalt entweder aus mindestens
drei sdmtlich mit Umbhiillung versehenen Teilpaketen oder aus genau einem nicht umbhiillten Bonbon
besteht.

Ermitteln Sie die grofitmogliche Anzahl von Umhiillungen, die ein solches Paket aufweisen kann!

Aufgabe 261242:

Man ermittle alle diejenigen Zahlenfolgen (a,) mit n = 1,2,3, ..., die die folgenden Bedingungen (1), (2)
erfiillen:

2 2

(1) Fur alle ganzen Zahlen m, n mit n > m > 0 gilt aptm - Gnem = a;, — az,.

(2) Es gilt a; =1 und ap = 3.

Aufgabe 261243:

Es seien kq, ..., k, Kugelkorper, jeder einschliellich seiner Randpunkte verstanden. Diese Kugeln seien be-
liebig im Raum gelegen; es sei auch zugelassen, dafl sie einander durchdringen oder beriihren. Die Vereini-
gungsmenge der k; habe das Volumen V.

Man beweise, dafl es unter diesen Voraussetzungen stets moglich ist, eine Auswahl aus den Kugeln k; so zu
treffen, dafl je zwei der ausgewdhlten Kugeln keinen gemeinsamen Punkt haben und dafl die Vereinigungs-
menge der ausgewahlten Kugeln ein Volumen U > Q%V hat.

Aufgabe 261244:
Man ermittle die kleinste positive ganze Zahl a, fiir die (a + 1)® — a® — 1 durch 18 305 teilbar ist.

Aufgabe 261245:
Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 3, mit denen die folgende Aussage gilt:

Jede ebene konvexe n-Ecksfliche A A,...A,, wird vollstdndig tiberdeckt von den Fliachen der n
Kreise, die die Strecken A;A; 1 als Durchmesser haben (i = 1,2, ...,n; es sei A,,11 = A; gesetzt).

Dabei sei jede n-Ecksfliche und jede Kreisfliche einschlielich ihrer Randpunkte verstanden.
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Im Mathematiklager schliagt ein Zirkelleiter den n Schiilern (n > 3) seiner Gruppe vor, den Schiiler, der den
Tafeldienst wahrzunehmen hat, nach folgender Methode auszuwéhlen:

Die Schiiler werden mit P, Ps, ..., P, numeriert und stellen sich in dieser Reihenfolge im Kreis auf. Dabei
folgt (im Umlaufsinn Py, Ps, ...) auf P, wieder P;. Durch Miinzwurf wird zunéchst entschieden, ob P;
oder P, aus dem Kreis ausscheidet. Liegt Wappen oben, so scheidet P; aus, bei Zahl P,. Danach wird
der Ausscheid mit denjenigen beiden noch nicht ausgeschiedenen Schiilern fortgesetzt, die auf den soeben
zuletzt ausgeschiedenen Schiiler im genannten Umlaufsinn folgen. Bei Wappen scheidet wieder der in dem
Umlaufsinn erste von diesen beiden aus, bei Zahl der zweite. Dies wird solange wiederholt, bis nur noch ein
Schiiler iibrigbleibt, der dann als Diensthabender bestimmt wird.

a) Man berechne im Fall n = 3 die Wahrscheinlichkeit Wy, Wy, W3 dafiir, da P, P> bzw. P3 als
Diensthabende bestimmt werden.

b) Man beweise fiir jedes n > 3, dal die Auswahlmethode ungerecht ist, d.h. da§ die Wahrscheinlichkeit,
als Diensthabender bestimmt zu werden, nicht fiir alle Schiiler Py, Ps, ..., P, gleich ist.

Bemerkung: Tritt irgendein zufélliges Ereignis A als Folge irgendeines von m FEreignissen aus einer Ge-
samtzahl von N moglichen Ereignissen (die einander ausschliefflen und gleichwahrscheinlich sind) ein, so
bezeichnet man als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A die Zahl p = 3.

Aufgabe 261246B:

Es seien z1, xa, ..., T19g7 nichtnegative reelle Zahlen, fir die die Summe der Quadrate gleich 10 und die
Summe der dritten Potenzen grofler als 1 ist.

Untersuchen Sie, ob es unter diesen Voraussetzungen stets moglich ist, eine Auswahl
a) von 9 dieser Zahlen
b) von 10 dieser Zahlen

so zu treffen, daf§ die Summe der ausgewéhlten Zahlen groler als 1 ist!

(Kommt eine Zahl mehrmals unter den x1, xa, ..., 1987 vor, so darf sie auch hochstens ebenso oft unter die
ausgewahlten Zahlen aufgenommen werden.)
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27. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 271211:

Man ermittle alle diejenigen Paare (z,y) reeller Zahlen z, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfiillen:

r+ayt+y=-1 (1)
z? +y* = 5! (2)

Aufgabe 271212:

Man ermittle alle diejenigen zweistelligen und alle diejenigen dreistelligen natiirlichen Zahlen, bei denen das
Produkt der Ziffern doppelt so grof} ist wie die Quersumme!

Aufgabe 271213:
Es seien wie iiblich a, b, ¢ die Seitenldngen eines beliebigen Dreiecks.

Man untersuche, ob fiir jedes Dreieck die Ungleichung a? + b* + ¢® < 2 (ab + ac + bc) gilt!

Aufgabe 271214:
Man ermittle den Rest, den die Summe s = 1% + 2% + 3% 4 ... 4 1987° bei Division durch 25 1ift!
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27. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 271221:
Man ermittle alle Paare (z, y) von Null verschiedener reeller Zahlen z, y, die das folgende Gleichungssystem

(1), (2) erfiillen:
x~<1+z>=6, (1)

y~<1+%):3 (2)

Aufgabe 271222:

Es sei ABCD ein beliebiges ebenes konvexes Viereck; k sei eine beliebige positive reelle Zahl. Die Punkte
P, @, R, S mogen in dieser Reihenfolge die Seiten AB, BC, CD, DA dieses Vierecks jeweils im Verhéltnis
k : 1 teilen.

Man ermittle das Verhéltnis der Flidcheninhalte der Vierecke PQRS und ABCD.

Aufgabe 271223:

a) Fir jede natiirliche Zahl n werde eine Funktion f (mit dem Definitionsbereich aller rellen x # 0) durch

n

fla)y=2 (k—2)-a*

k=0

definiert. Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fir die die so erkldrte Funktion f die
Gleichung f(—1) = —f(1) erfiillt.

b) Fiir jede natiirliche Zahl n werde eine Funktion g (mit demselben Definitionsbereich) durch

o1
g(@) =) o -t
k=0

definiert.

Man untersuche, ob es eine natiirliche Zahl n gibt, fiir die die so erklarte Funktion ¢g die Gleichung
g(—1) = —g(1) erfiillt.
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Aufgabe 271224:

a) Uber eine Menge M, die aus genau 1987 Personen besteht, wird vorausgesetzt, dal jede Person aus
M mit hochstens 5 anderen Personen aus M bekannt ist.

Man beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Es gibt eine aus mindestens 332 Personen
bestehende Untermenge U von M mit der Eigenschaft, dafl keine Person aus U mit einer anderen
Person aus U bekannt ist.

b) Man gebe ein Beispiel fiir eine Menge M aus genau 1988 Personen, fiir die folgende Aussagen zutreffen:
Jede Person aus M ist mit genau 5 Personen aus M bekannt; jede Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, dafl keine Person aus U mit einer anderen Person aus U bekannt ist, besteht aus héchstens
333 Personen.

In diesen Aufgaben werde stets angenommen, dafl eine Person X genau dann mit einer Person Y bekannt
ist, wenn Y mit X bekannt ist.
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27. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 271231:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, die das folgende Ungleichungssystem (1), (2) erfiillen:

zt — 622 +8<0 (1)
2% — 32 >0 (2)

Aufgabe 271232:

Ein Auto soll einen Rundkurs in einem vorgeschriebenen Umlaufsinn durchfahren. Das zur Verfiigung ste-
hende Benzin reicht genau zum einmaligen Durchfahren des Kurses, wurde aber vorher willkiirlich in eine
Anzahl n > 1 von Kanistern verteilt, die ebenfalls willkiirlich 14ngs des Rundkurses aufgestellt sind. Der
Tank des Autos ist zu Beginn leer und besitzt ausreichendes Fassungsvermogen, um beim Erreichen jedes
Kanisters dessen Benzin aufzunehmen.

Man beweise, dafl es moglich ist, den Startpunkt des Autos so zu wihlen, dal der Kurs genau einmal durch-
fahren werden kann. (Eventuelle Verluste beim Umfiillen, Mehrverbrauch bei wiederholten Anfahren u.s.w.
sollen nicht beriicksichtigt werden.)

Aufgabe 271233A:

Man ermittle den groBiten Wert, den der Flacheninhalt des Bildes eines beliebig im Raum liegenden Quaders
@ mit gegebenen Kantenldngen a, b, ¢ bei senkrechter Parallelprojektion auf eine Ebene annehmen kann.

Aufgabe 271233B:

Es sei f diejenige fiir alle geordneten Paare (z;y) natiirlicher Zahlen x, y definierte Funktion, die fiir alle
natiirlichen Zahlen x, y die folgenden Gleichungen (1), (2), (3) erfiillt:

f(oay) =y+1, (1)
f(.iE—Fl,O) = f(ZE, 1)7 (2)
f(:v+1,y+1)Zf(x,f(x—i-l,y)). (3)

Man ermittle
a) den Funktionswert f(3,3),
b) den Funktionswert f(4,2).

Hinweis: Gegebenenfalls kann die Angabe eines gesuchten Funktionswertes durch einen rechnerischen Aus-
druck mit konkret angegebenen Rechenoperationen erfolgen, wenn deren zahlenméflige Ausfithrung ohne
Rechenhilfsmittel eine zu lange Rechenzeit erfordern wiirde.
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Aufgabe 271234:

Man beweise fiir jedes Dreieck ABC': Bezeichnen wie iiblich b, ¢, h, die Langen der Seiten AC, AB bzw.

der auf BC senkrechten Hohe und a die Gréfle des Winkels < BAC, so gilt

hag\/%-cos%.

Man ermittle alle diejenigen Dreiecke ABC| bei denen in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 271235:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (z, y, z) ganzer Zahlen, die die folgende Gleichung (1) erfiillen:

1243 - (14 yz) =65 - (zyz + = + 2).

Aufgabe 271236:

(1)

(1)

FEin quadratisches Feld @ der Seitenldnge 10 km ist von einem Wassergraben v umgeben. Zur Bewésserung
..., By, zerlegt werden.
(Die Breite der Griaben werde vernachléssigt; die Abbildung zeigt ein Beispiel fiir eine solche Zerlegung.)

soll @ durch Anlegen weiterer Graben g vollstdndig in rechteckige Teilfelder Fy, Fy,

Ferner werde gefordert, dafl jeder Punkt der Fliche @ nicht weiter als 100 m
von einem Wassergraben (u oder g) entfernt ist.

a) Man beweise: Wenn diese Forderung durch Griben g einer Gesamtlange
von L Kilometern erfiillt wird, so folgt stets L > 480.

b) Man beweise, daf es einen kleinsten Wert gibt, den L (bei Erfiilllung der
genannten Forderung) annehmen kann, und ermittle diesen Wert.
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27. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 271241:
In einer Ebene sei G die Menge aller derjenigen Punkte, deren rechtwinklige kartesische Koordinaten ganze
Zahlen sind. Ferner sei F' die Menge von 1988 verschiedenen Farben.

Man beweise: Fiir jede Verteilung von Farben, bei der jeder Punkt aus G genau eine der Farben aus F
enthélt, gibt es in G vier gleichfarbige Punkte, die die Ecken eines Rechtecks mit achsenparallelen Seiten
sind.

Aufgabe 271242:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (z, y, z) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfiillen:

1-2®+9-y*+8 y+8=1988, (1)
1-924+9-224+8.2+8=1988, (2)
1-2249.224+8. 2 +8=1988. (3)

Aufgabe 271243:
Wieviel verschiedene Worter (ajasas...a,—10a,) kann man insgesamt aus den Buchstaben a; € {1,2,3,4,5},
i =1,...,n derart bilden, dafl

laj —ajqi| =1
fuir j=1,...,n—1 gilt?

Aufgabe 271244:

Durch ein konvexes n-Eck Py Ps... P, das einen Inkreis ¢ besitzt, sei eine Gerade g gelegt, die die Seite P, P;
in einem Punkt M und eine Seite P, Pi+1 (1 < k < n) in einem Punkt N schneidet.

Die Gerade g sei so gelegt, daf} sie sowohl den Umfang als auch den Flacheninhalt des n-Ecks halbiert, d.h.,
daf die folgenden Bedingungen (1) und (2) gelten:

(1) Die Langen der Streckenziige M Py Ps...PyN und N Py Pito...P, M sind einander gleich.
(2) Die Flacheninhalte der Vielecke M Py Py...Py N und N Pj11 Py1s...P, M sind einander gleich.

Man beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Die Gerade g geht durch den Mittelpunkt des
Kreises c.
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Aufgabe 271245:
Es sei (x,,) die durch

z1 =1,
To = 1,
_ zTpt1
Tn+1 = Zn 144

(n =2,3,4,...) definierte Zahlenfolge. Man untersuche, ob diese Folge konvergent ist, und ermittle, falls dies
zutrifft, ihren Grenzwert.

Aufgabe 271246A:

Alfred und Bernd teilen sich n Apfel, indem der Reihe nach fiir jeden einzelnen Apfel durch eine Zufallsent-
scheidung (z.B. Werfen einer Miinze festgelegt wird, wer diesen Apfel erhélt. Ein solcher Verteilungsvorgang
heifle fir Alfred giinstig genau dann, wenn Alfred nicht nur am Ende sondern wéhrend des gesamten Vor-
ganges niemals weniger Apfel in seinem Besitz hat als Bernd.

Als Wahrscheinlichkeit w(n) dafiir daf ein Verteilungsvorgang fiir Alfred giinstig ist, bezeichnet man den
Quotienten, der sich ergibt, wenn die Anzahl aller fir Alfred giinstigen Verteilungsvorgéange durch die Anzahl
aller iberhaupt moglichen Verteilungsvorgénge dividiert wird.

(a) Man ermittle w(4).
(b) Man ermittle w(n) fir beliebiges nattirliches n > 2.

Aufgabe 271246B:

Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 und fiir je n im Intervall 0 < x < 1 definierte Funktionen
f1s fay oy fro gibt es reelle Zahlen aq,aq,...,a, mit 0 < a; <1 (i =1,...,n), fir die

n

1 1 .
al-agn..-an—Zfi(ai) > ™ gilt.

i=1
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28. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 281211:

Ein Arbeitskollektiv will sich gemeinsam am Tele-Lotto 5 aus 35 beteiligen. Die Kollegen A, B, C werden
mit der Auswahl der Zahlen auf den abzugebenden Tipscheinen beauftragt. Bei ihrer Beratung, welche Tips
sie zusammenstellen wollen, stellt jeder der drei Kollegen bestimmte Forderungen.

So verlangt A, dafl jeder Tip drei Primzahlen enthélt, deren Summe 42 ist. B fordert, daf} jeder Tip drei
Zahlen enthalt, deren Produkt das 33fache ihrer Summe ist. C' erwartet, dafl jeder Tip zwei Zahlen enthélt,
die keine Primzahlen sind.

Man ermittle alle diejenigen Tips, die die Forderungen aller drei Kollegen erfiillen.

Aufgabe 281212:

Man untersuche, ob es rechtwinklige Dreiecke ABC' mit dem rechten Winkel bei C gibt, in denen die
Seitenlangen a = BC, b = CA, ¢ = AB in dieser Reihenfolge

a) eine geometrische Folge,
b) eine arithmetische Folge
bilden.

Falle es solche Dreiecke gibt, ermittle man jeweils in Abhéngigkeit von a alle diejenigen Seitenléngen b, ¢
fiir die die geforderte Eigenschaft vorliegt.

Aufgabe 281213:

a) Man gebe zwei Quadrupel (z, y, z, u) reeller Zahlen an, die das folgende Gleichungssystem (1) bis (4)
erfiillen.

b) Man ermittle ein Quadrupel (z, y, z, u) ganzer Zahlen so, dafl eine der Variablen z, y, z, u den Wert
1988 besitzt und das Gleichungssystem (1) bis (4) erfillt wird.

le+9y+8z+8u=1 (1)
92 + 9y + 24z +24u =9 (2)
8r — 13y + 8z + Tu =38 (3)
8r — 21y — 102+ 8u =8 (4)

Aufgabe 281214:

Im Uberseehafen Rostock wird eine Stiickgutsendung erwartet. Uber sie ist nur bekannt, da die beiden
folgenden Bedingungen (1), (2) eingehalten sind:
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(1) Die Gesamtmasse aller Stiicke der Sendung betragt 10 t.

(2) Die Masse jedes einzelnen Stiicks ist nicht grofier als 1 t.

Zum Transport stehen Lastkraftwagen (LKW) mit einer Tragféhigkeit von je 3t zur Verfiigung.

Man untersuche, ob fir jede Stiickgutsendung, die die Bedingungen (1), (2) einhilt, eine einmalige Fahrt
von

a) 5 LKW,
b) 4 LKW,
¢) 3 LKW

zum Abtransport der Sendung ausreicht. Dabei sei angenommen, dafl sich Stiickgiiter von insgesamt 3t
jeweils auch auf einem LKW unterbringen lassen.
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28. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 281221:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (, y, z) von Null verschiedener reeller Zahlen z, y und z, die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillen:

1 1
— —_ = 1
x+y 2, (1)
11
4 Il== 2
i (2)
11
S 3
o=y (3)

Aufgabe 281222:
Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 sei f,, die durch

fiz) = (z = 1)%,

fa2(z) = (2 = 1)* + (22 — 1)?,
allgemein  f,(z) = (x — 1)* + 2z — 1)® + ... + (nx — 1)?

fiir alle reellen = definierte Funktion. Der Graph dieser Funktion, jeweils eine Parabel, habe den Scheitel
Sh.

a) Man berechne die Koordinaten von S, S2 und Ss.

b) Hat jeweils S,, die Koordinaten (z,,y,), so beweise man, daf§ die Folge (x,,) streng monoton fillt und
die Folge (y,) streng monoton steigt.

Aufgabe 281223:

Gegeben sei ein Kreis k£ mit dem Mittelpunkt M, gegeben sei ferner ein von M verschiedener Punkt N im
Innern von k.

Man untersuche, ob es unter allen durch N gehenden Sehnen AB des Kreises k
a) eine gibt, fir die NA® + N B moglichst klein ist,
b) eine gibt, fiir die NA +NB’ moglichst grof ist.

Gibt es jeweils eine solche Sehne, so gebe man deren Lage (in bezug auf die gegebenen k, M, N) an.

Aufgabe 281224:
Die ganzen Zahlen z,, und y,, seien durch x; = y; = 1988 und die Vorschriften
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(1) zpy1 =2z, —1,n=1,2,3,...
(2) Yni1 =2y, —2"" n=1,23 ..
festgelegt.
Man untersuche, ob
a) alle Zahlen x,,,
b) alle Zahlen y,,

positiv sind.
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28. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 281231

Man ermittle alle diejenigen aus je drei Gliedern bestehenden Folgen (a1, as, as) und (b1, ba, bs), die mit
zwei geeigneten von Null verschiedenen reellen Zahlen p, r sowie mit ¢ = 5 die folgenden Bedingungen
erfiillen:

W=

(1) Es gilt a1 = %, as = %, as =
(2) Es gilt by = i, by = Flaz’ by = ﬁ

(3) Die Folge (a1, ag, a3) ist eine arithmetische Folge.

(4) Die Folge (b1, by, b3) ist eine arithmetische Folge.

Aufgabe 281232:
Gegeben seien ein Punkt A in einer Ebene ¢ sowie eine Lange a.

Man ermittle die Menge alle derjenigen Punkte C' in ¢, zu denen es jeweils Punkte B und D so gibt, daf
ABCD ein Parallelogramm mit AB =a und AC : AB = BD : AD ist.

Aufgabe 281233A:

Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 3, fiir die es moglich ist, zu jedem ¢ = 1,2, ...,n eine
natiirliche Zahl a; so anzugeben, dafl die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(1) Firalleimit 1 <i<ngilt0<a; <i(n—1) n.

(2) Keine zwei unter den Differenzen a; — a;, die man fiir alle ¢, j mit 1 <i<n,1<j<nundi#j
bilden kann, sind einander gleich.

Aufgabe 281233B:

Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 sei die folgende Forderung betrachtet: Man soll 2n Gegenstédnde so in n
(geniigend grofle) Behilter verteilen, dafl die nachstehenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jeder Behélter enthélt mindestens einen der Gegenstéande.
(2) Jeder Behélter enthalt hochstens n der Gegensténde.

(3) Es ist nicht moglich, die n Behélter so in zwei getrennten (gentigend grofen) Riumen unterzubringen,
daf} dabei in jeden der beiden Rdume n der Gegensténde gelangen.

a) Geben Sie fiir n = 3 eine Verteilung von 6 Gegenstinden in 3 Behiilter an, und weisen Sie nach, daf§
die von Thnen angegebene Verteilung die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt!
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b) Beweisen Sie, daf es genau dann moglich ist, die Forderung zu erfiillen, wenn n eine ungerade Zahl
ist!

¢) Ermitteln Sie fur jedes ungerade n > 3 alle Verteilungen der geforderten Art!

Aufgabe 281234:
Man untersuche, ob es 21 paarweise verschiedene ganze Zahlen sowie eine Reihenfolge

ay, ag, ..., @21 (*)

dieser Zahlen so gibt, daf§ die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fir je vier in der Reihenfolge (*) unmittelbar aufeinanderfolgende Zahlen ergibt sich eine negative
Summe dieser vier Zahlen.

(2) Die Summe aller 21 Zahlen ergibt 1989.

Aufgabe 281235:
Beweisen Sie folgenden Satz!

Wenn (z,,) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen ist, die fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die
Ungleichung

X1 Xq T9 Tp2
—F =+ —+4+..+—<1
1+2+3+ +n_

erfiillt, dann erfiillt sie auch fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Ungleichung

Z1 €2 €3 Tn
— 4 =+ =+ ..+ — <3
1+2+3+ +n_

Aufgabe 281236:

Es sei d eine gegebene Streckenlédnge. Ferner sei M die Menge aller derjenigen Pyramiden ABC'S, die den
folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.
(2) Das Lot von S auf die Ebene durch A, B, C hat den Schwerpunkt des Dreiecks ABC' als FuBpunkt.
(3) Der Abstand zwischen den Kanten AS und BC' betrégt d.

Untersuchen Sie, ob es in der Menge M eine Pyramide mit kleinstem Volumen gibt! Ist das der Fall, so
ermitteln Sie in Abhéngigkeit von d dieses kleinstmdogliche Volumen!

Hinweis: Unter dem Abstand zwischen zwei Strecken UV und XY, von denen UV auf einer Geraden g und
XY auf einer zu g windschiefen Geraden h liegt, versteht man die Lange der Strecke GH, wo G auf g, H
auf h liegt und GH sowohl g als auch h senkrecht schneidet. Diese Erklarung gilt auch fiir den Fall, daf3
derartige Punkte G, H sogar den Stecken UV bzw. XY angehoren.
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28. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 281241:
Man ermittle alle reellen Losungen (z, y, z) des Gleichungssystems

2?4 y? 422 =1,
T+ 2y+3z=vV14.

Aufgabe 281242:

Man untersuche, ob es zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 jeweils eine Funktion f gibt, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen x definiert.

(2) Es gibt eine reelle Zahl x mit f(x) # 0.

(3) Wenn man Funktionen f1, fa, ..., fnt1 durch die Festsetzungen definiert, fiir alle reellen = gelte
fi(z) = f(z) sowiefpia(z) = f(fu(z)) fir k=1,2,..,n,

dann gilt fiir alle reellen = die Gleichung

Aufgabe 281243:
Man ermittle alle diejenigen konvexen Vielecke Py Ps...P,,, in deren Inneren ein Punkt X existiert, fir den
P1X2 + P2X2 + ...+ PnX2 gleich dem Doppelten Fldacheninhalt von Py Ps... P, ist.

Aufgabe 281244:

Um einen Tresor zu 6ffnen, ist eine unbekannte dreistellige Zahlenkombination (a1, ag, a3) einzustellen, wobei
die drei Zahlen unabhéngig voneinander eingestellt werden kénnen und fiir die jede der drei Zahlen genau 8
Werte moglich sind. Infolge eines Defektes 6ffnet sich aber der Tresor bereits immer genau dann, wenn eine
eingestellte Kombination (k1, k2, k3) mindestens zwei der drei Bedingungen k; = a; (i = 1,2, 3) erfillt.

Man ermittle die kleinste Zahl N, fir die es N Kombinationen gibt, bei deren Durchprobieren der Tresor
in jedem Fall (d.h. fiir jede unbekannte Kombination (a1, a2, as)) sich 6ffnen mus.

Aufgabe 281245:

Fir ein Tetraeder ABC'D werde vorausgesetzt, das der Mittelpunkt M der Umkugel des Tetraeders im
Innern des Tetraeders liegt. Die Verbindungsgerade von M mit jeweils einer Tetraederecke A, B, C' bzw. D
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schneide die Seitenfliche des Tetraeders, die der betreffenden Ecke gegeniiberliegt, in A’, B’, C' bzw. D’.
Der Radius der Umkugel sei r.

Beweisen Sie, dafl aus diesen Voraussetzungen stets

1
AA' + BB +CC" + DD’ > §6r folgt!

Aufgabe 281246A:
Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 und fiir je n + 2 reelle Zahlen p, q, a1, as, ..., a,, die

0<p<a;<q (1=1,2,...,n) (1)

erfiillen, gelten die beiden Ungleichungen

ce(E) (B2) BT e

Hinweis: Zu reellem x bezeichnet wie iiblich [z] die ganze Zahl [z] = g mit g <z < g+ 1.

Man ermittle ferner zu gegebenen n, p, ¢ mit 0 < p < ¢ alle diejenigen a; mit (1), fiir die in (2)
a) zwischen der ersten und zweiten Zahl,
b) zwischen der zweiten und dritten Zahl

das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 281246B:

Man ermittle die grofftmogliche Anzahl von Quadraten der Seitenldnge 1, die sich in ein gegebenes Quadrat
der Seitenlédnge 1,99 legen lassen, ohne iiber dessen Rand hinauszuragen und ohne sich gegenseitig zu
iiberlappen.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 198



http://www.olympiade-mathematik.de E%

29. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 291211:

Man ermittle die Anzahl aller natiirlichen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die dekadische Zifferndarstellung von z besteht aus fiinf paarweise verschiedenen Ziffern.
(2) Die erste und die letzte Ziffer darin sind von 0 verschieden.

(3) Ist 2’ diejenige Zahl, deren Zifferndarstellung aus der von z durch Umkehrung der Reihenfolge entsteht,
so besteht die Zifferndarstellung der Zahl z + 2’ aus samtlich einander gleichen Ziffern.

Aufgabe 291212:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem

4y =7 (1)
r+axzy+y=-—1 (2)

erfilllen.

Aufgabe 291213:

In jedem Dreieck ABC' zerlegt die Mittelsenkrechte der Seite AB die Fliache dieses Dreiecks in zwei Teilfla-
chen, die so mit T7, T» bezeichnet seien, dafl A in 77 und B in Ty liegt. Der Flacheninhalt von T3 sei Fi,
der von T3 sei Fs.

Man ermittle unter allen Dreiecken ABC, die rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei C sind, genau
diejenigen, fiir die das Verhéltnis k = F5 : F} ganzzahlig ist.

Aufgabe 291214:
Fir jede natiirliche Zahl n > 1 sei f,, diejenige Funktion, die fiir alle reellen z # 0 durch

1l—x 22-2x 32_-3z n? —nx
+ + + ot

fn(x) =

definiert ist.
a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktionen fi, fa, f3 und f4!

b) Beweisen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 hat die Funktion f,, genau eine Nullstelle! Geben Sie
diese Nullstelle in Abhéngigkeit von n an!

¢) Beweisen Sie, dafl es eine natiirliche Zahl n gibt, mit der die Nullstelle der Funktion f,, grofler als 100
ist! Ermitteln Sie die kleinste derartige Zahl n!
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29. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 291221:

Man ermittle alle diejenigen Paare (z;y) reeller Zahlen z, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfiillen:

x4 zy + zy? = =21, (1)
y+zy + 2’y = 14, (2)
r+y=-L (3)

Aufgabe 291222:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen m, die die Bedingung erfiillen, daf} fiir jede reelle Zahl x die
folgende Ungleichung (1) gilt:

22+ (m+2)x+8m+1>0. (1)

Aufgabe 291223:

Uber fiinf Streckenlingen a, b, ¢, d, e werde vorausgesetzt, dal je drei von ihnen die Seitenldngen eines
Dreiecks sind.

Man beweise, dafl unter dieser Voraussetzung stets eines dieser Dreiecke spitzwinklig sein muf.

Aufgabe 291224:
Man 16se die folgende Aufgabe

a) fir n =8 und k = 5,
b) fir n =9 und k = 6.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ob bei jeder Eintragung der natiirlichen Zahlen 1,2, ...,n? in ein schachbrettartiges
n X n-Felder-Quadrat zwei zueinander benachbarte Felder vorkommen miissen, in denen Zahlen stehen, deren
Differenz grofler oder gleich k ist!

Hinweise:

1. Die genannten Eintragungen sollen die Bedingungen erfiillen, dafl jedes Feld genau eine Zahl erhéalt
und daf} jede Zahl genau einmal verwendet wird.

2. Zwei Felder sollen genau dann zueinander benachbart heiflen, wenn sie eine Seitenstrecke miteinander
gemeinsam haben.
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29. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 291231:
Man beweise: Wenn n eine natiirliche Zahl gréfer als 2 ist und wenn ay, ..., a,, Zahlen sind, die

2 2 _

i =..=a,=1 und aijaz+agas+ ...+ an_1ay +ana; =0

erfiillen, dann ist stets n durch 4 teilbar.

Aufgabe 291232:

Ist ABCD ein Tetraeder, so bezeichnet R den Radius seiner Umkugel (d.h. derjenigen Kugel, auf der die
Punkte A, B, C, D liegen) und r den Radius seiner Inkugel (d.h. derjenigen Kugel, deren Mittelpunkt im
Innern des Tetraeders liegt und die jede der Flachen ABC, ABD, ACD, BCD beriihrt).

Man beweise, dafl es unter allen Tetraedern ABC'D mit AB | AC, AC L AD, AD 1 AB auch solche gibt,
fiir die das Verhéltnis R : r einen kleinsten Wert annimmt; man ermittle diesen Wert.

Aufgabe 291233A:

Auf der Randlinie eines gleichseitigen Dreiecks ABC mit der Seitenlinge 1 m bewegen sich drei Punkte
Py, Py, P; und zwar P; mit der Geschwindigkeit 1 m/s, P, mit der Geschwindigkeit V2 m/s, P; mit der
Geschwindigkeit v/3 m/s.

Zu Beginn (Zeitpunkt ¢ = 0) befindet sich Py in A, P, in B, P3 in C. Die Bewegungsrichtung ist bei allen
drei Punkten einheitlich stets im Umlaufsinn von A nach B, von B nach C, von C nach A.

Man untersuche, ob es einen Zeitpunkt ¢ > 0 gibt, zu dem Py, P», Ps wieder die Eckpunkte eines gleichsei-
tigen Dreiecks sind (wobei auch der Fall P, = P, = P5 als Sonderfall eines gleichseitigen Dreiecks aufgefaft
werde).

Aufgabe 291233B:

Man untersuche fiir jede gegebene natiirliche Zahl n > 2, ob es unter allen denjenigen n-Tupeln (x4, z2, ...,
xy,) reeller Zahlen, fur die

1
r,>— (i=12.,n) und z1+z2+. Fa,=1
n

gilt, eines gibt, fiir das der Term

a) einen kleinsten Wert

b) einen groBten Wert

annimmt. Ist das jeweils der Fall, so ermittle man in Abhéngigkeit von n diesen kleinsten bzw. grofiten
Wert.
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Aufgabe 291234:

Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen a, mit denen die durch

z1 = Va, Tni1 =Va+x, (n=1,2,..)

definierte Folge (z,) konvergent ist; man ermittle zu jeder solchen Zahl a den Grenzwert der Folge (z,,).

Aufgabe 291235:

Man beweise: In jeder Menge aus fiinf Punkten, die in einer gemeinsamen Ebene liegen und von denen keine
drei in einer gemeinsamen Geraden liegen, gibt es vier Punkte, die die Ecken einer konvexen Vierecksfliache
sind.

Hinweis: Eine Vierecksflache heiffit genau dann konvex, wenn mit jedem beliebigen Paar von Punkten dieser
Flache jeder Punkt der Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte zu der Fliche gehort.

Aufgabe 291236:

Man beweise: Schreibt man alle natiirlichen Zahlen n mit 111 < n < 999 in beliebiger Reihenfolge hinter-
einander auf, so erhélt man stets die Ziffernfolge einer durch 37 teilbaren Zahl.
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29. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 291241:
Fiir jede reelle Zahl a untersuche man, ob die Gleichung

\/a+\/a+\/a+\/5:n (1)

(mindestens) eine reelle Losung = hat, und ermittle alle reellen Lésungen der Gleichung (1).

Aufgabe 291242:

Ein Waldstiick werde durch eine Strecke C'D begrenzt (siche Abbildung). In derjenigen Halbebene, die von
der Geraden durch C' und D begrenzt wird und in der das Waldstiick nicht liegt, befindet sich auf der durch
C senkrecht zu C'D gehenden Geraden ein Hase in einem Punkt A und ein Wolf in einem Punkt B zwischen
A und C. Dabei sei AB = BC = a und CD = 5a mit einer gegebenen Linge a.

Der Hase laufe geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit vom
Punkt A zu einem von ihm gewahlten Zielpunkt X der Strecke
CD. Der Wolf kann héchstens halb so schnell laufen wie der
Hase. Der Hase werde genau dann unterwegs vom Wolf gefaf3t,
wenn die Strecke AX einen Punkt H enthéilt, den der Wolf
gleichzeitig mit dem Hasen oder sogar eher als der Hase errei-
chen kann.

Man ermittle alle diejenigen Punkte X auf C'D, bei deren Wahl
als Zielpunkt der Hase erreicht, dafl er nicht unterwegs vom
Wolf gefafit wird.

Aufgabe 291243:

Man beweise: Zu jedem System (a, b, ¢, d) von positiven ganzen Zahlen a, b, ¢, d, die den Bedingungen
a-b=c-dund a+b = c—d geniigen, gibt es ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seitenlédngen, in cm gemessen,
samtlich ganze Zahlen als Mafizahlen haben und dessen Flicheninhalt, in cm? gemessen, die Mafzahl a - b
hat.

Aufgabe 291244:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) natiirlicher Zahlen x, y und z, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2) erfiillen:

x4+ 2y* — 32 =17, (1)
22 —3y+22=09. (2)
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Die Ecken eines Wiirfels mit gegebener Kantenldnge a seien wie in der
Abbildung mit A, B, C, D, E, F, G, H bezeichnet. Die Ebene, in der
A, B, C, D liegen sei ¢1; die Ebene, in der B, C, G, F liegen sei e5; die
Gerade durch H und den Mittelpunkt M des Quadrates BCGF sei g
genannt.

Aufgabe 291245:

Man beweise, dafl es unter allen Strecken, die einen Punkt von &1 mit
einem Punkt von €5 verbinden und deren Mittelpunkt auf g liegt, eine
Strecke von kleinster Lénge gibt. Man ermittle diese kleinste Léange.

Aufgabe 291246A:

In zwei Urnen A und B befinden sich insgesamt genau m rote und genau n blaue Kugeln. Die Gesamtzahl
der Kugeln ist groflier als 2; mindestens eine der Kugeln ist rot. Zu Beginn enthélt A alle roten und B alle
blauen Kugeln.

Indem nacheinander abwechselnd aus A und B jeweils eine zufillig ausgewéhlte Kugel herausgenommen und
in die andere Urne hineingelegt wird, sollen die Kugeln vermischt werden. Begonnen wird mit der Entnahme
aus Urne A.

Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) von Anzahlen m und n, bei deren Vorgabe die vierte umgelegte
Kugel mit der Wahrscheinlichkeit % rot ist.

Hinweis: Enthélt eine Urne genau Z Kugeln, so wird hier unter zufélliger Auswahl einer Kugel verstan-
den, daf fiir alle Z Kugeln die Wahrscheinlichkeit ihrer Auswahl gleich % ist. Werden allgemeiner von
M moglichen Ereignissen G als ginstig und M — G als ungiinstig angesehen und sind alle M FEreignisse
gleichwahrscheinlich, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines giinstigen Ereignisses gleich %

Aufgabe 291246B:

Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n mit n > 1 alle diejenigen Funktionen f, die mit dieser Zahl n den
folgenden Bedingungen (1), (2), (3) gentigen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen x definiert.
(2) Die Funktion f ist an der Stelle x = 0 stetig.

(3) Fiir jede reelle Zahl z gilt n - f(nz) = f(x) + nx.
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30. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 301211:

Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen a, b, ¢, d gibt, fiir die die folgenden beiden Bedingungen (1) und
(2) gelten:

a-b-c-d=111111111111, (1)
a+b+ec+d<11111. (2)

Falls das zutrifft, gebe man solche Zahlen an.

Aufgabe 301212:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a, fiir die die Gleichung

32° +ax —2=0 (1)

zwei reelle Losungen besitzt, die, wenn man sie in geeignet gewéhlter Reihenfolge mit ;1 und x5 bezeichnet,
der Bedingung

6x1 + 22 =0 (2)
gentigen.

Aufgabe 301213:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, fiir die die beiden folgenden Gleichungen (1) und (2) gelten:

325 + 3% + 223 +22% —2 — 1 =0, (1)
32° =32 +22° — 222 — x4+ 1=0. (2)

Aufgabe 301214:

In jedem Dreieck ABC seien die Seitenldngen wie tiblich mit a, b, ¢ bezeichnet. Die Winkelhalbierende von
JCAB schneide die Seite BC' in einem Punkt D.

Man beweise, daf§ in jedem Dreieck fiir die Lange w der Strecke AD gilt:

w =
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30. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 301221:
Man beweise die folgende Aussage:

Wenn a, b, ¢ positive reelle Zahlen sind, fiir die
b —a?=c* - b (1)
gilt, dann gilt auch stets

1 1:1 1 (2)

aJrc_bJrc aer_aJrc

Aufgabe 301222:

Man ermittle alle diejenigen Paare (z;y) ganzer Zahlen x und y, die dem System der folgenden Ungleichungen
(1) und (2) geniigen:

22 4 2y% — 122 + 20y + 65 < 0, (1)
dx 42y > 5. (2)

Aufgabe 301223:
Man beweise, daf} fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 die folgende Ungleichung (1) gilt:

(2n)! 4n
(n!)? - n+1

(1)

Hinweis: Fir jede natiirliche Zahl ¢ > 2 bezeichnet ¢! wie liblich das Produkt aller derjenigen natiirlichen
Zahlen i, fir die 1 <14 < q gilt.

Aufgabe 301224:

Ist ABC ein Dreieck, so bezeichne S den Schnittpunkt seiner Seitenhalbierenden, ferner sei mit U, V bzw.
W der FuBipunkt des von S auf die Seite BC, CA bzw. AB gefillten Lotes bezeichnet und J(ABC) bzw.
J(UVW) bezeichne den Fliacheninhalt des Dreiecks ABC bzw. UVIV.

Man beweise mit diesen Bezeichnungen, da§ das Verhéltnis r = J(UVW) : J(ABC) in allen rechtwinkligen
Dreiecken ABC' denselben Wert hat und ermittle diesen Wert r.
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30. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 301231:

a) Man untersuche, ob fiir beliebige positive reelle Zahlen a, b, ¢, d stets \/ac + Vbd < Va+b-vVe+d

gilt.
b) Man untersuche, ob fiir beliebige positive reelle Zahlen a, b, ¢, d stets Vab+Ved < Va+b-Ve+d
gilt.

Aufgabe 301232:

Im Raum seien n Punkte (n > 3) so gelegen, dafl sich unter je drei dieser Punkte stets mindestens zwei
befinden, die zueinander einen Abstand kleiner als 1 haben.

Man beweise, dafl es unter dieser Voraussetzung stets zwei Kugelkérper K1 und K> vom Radius 1 geben
muB, so daf jeder der n Punkte (mindestens) einen der beiden Kugelkorper K, Ky angehort.

Bemerkung: Jeder Kugelkérper werde hier ohne seinen Rand (die Kugelflache) verstanden.

Aufgabe 301233A:

Man ermittle alle diejenigen siebzehnstelligen natiirlichen Zahlen n, fiir deren 17 Ziffern x1, xo, ..., z17 die
folgenden Bedingungen (1) und (2) erfiillt sind:

(1) Es gilt: z1 > z9 > ... > z17.
(2) Fir die Summe s = x1 + 23 + ... + 217 und das Produkt p = 1 - 29 - ... - 17 gilt: s = p.

Hinweis: Die Reihenfolge 1, ..., 17 entspreche der iiblichen Schreibweise; es bezeichne also z17 die Einer-
ziffer, x14 die Zehnerziffer u.s.w.

Aufgabe 301233B:
Es seien Dy, ..., D,, Dosen, fiir deren GroBlen (Durchmesser) dy, ..., d,, in geeigneter Mafleinheit

di=2, do=3, .. dy=n+1
gelte. Weiter seien Gy, ..., G,, Gegenstinde, fir deren Gréflen g1, ..., gn
g=1 9g=2, .., gp=n
gelte. Dabei seien die Gréflen so abgestimmt, dafl jeweils gilt: Genau dann, wenn g; < d; ist, pait G; in D;.

Ermitteln Sie fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Anzahl A(n) aller derjenigen Verteilungen der Gegensténde
in die Dosen, bei denen in jeder Dose genau ein Gegenstand liegt.
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Hinweis: Zwei Verteilungen heiflen genau dann verschieden voneinander, wenn mindestens ein Gegenstand
bei einer dieser beiden Verteilungen in einer anderen Dose liegt als bei der anderen Verteilung.

Aufgabe 301234:

Man beweise: In jedem n-Eck (n > 3) gibt es mindestens zwei verschiedene Seiten des n-Ecks, fiir deren
Léangen a, b die Ungleichung b < 2a gilt.

Aufgabe 301235:
Man untersuche, ob die durch

=1, xp41= (n=1,2,3,...)

T, +1

definierte Folge (z,) konvergent ist, und ermittle, wenn das der Fall ist, ihren Grenzwert.

Aufgabe 301236:
Man beweise: Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen n, fiir die 2n + n? durch 100 teilbar ist.
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30. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 301241:

Man ermittle zu jedem Tripel (a, b, ¢) positiver reeller Zahlen a, b, ¢ alle diejenigen Tripel (z, y, z) reeller
Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillen:

(1) .I‘2 - (y_Z)Q = a,
(2) ¥* = (z—x)? =),

Aufgabe 301242:

Zu einem wiirfelfomigen Kasten der Kantenldnge 10 cm seien alle diejenigen Geraden betrachtet und als
markiert bezeichnet, die durch das Innere des Wiirfels gehen, parallel zu einer Wiirfelkante verlaufen und
von den beiden Seitenflachen, die diese Kante enthalten, ganzzahlige (in cm gemessene) Abstédnde haben.

Man beweise: Wie man auch den Kasten mit 250 quaderférmigen Bausteinen der Abmessungen 2 cm X
2 cm x 1 cm vollstdndig ausfillt, stets gibt es wenigstens 100 markierte Geraden, die keinen der Bausteine
durchstechen.

Dabei gilt ein Baustein genau dann als durchstochen, wenn die Gerade innere Punkte des Bausteins enthélt.

Aufgabe 301243:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die den folgenden Bedingungen (1) und (2) geniigen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen x definiert und stetig.
(2) Fiir jede reelle Zahl z gilt f(z) — 4f(2?) = z — 162*.

Aufgabe 301244:

Eine streng monoton steigende Zahlenfolge x1, 2, ..., , werde genau dann m — schmal genannt, wenn fiir
alle a = 2, ...,n die Ungleichungen z, — x,—1 < m gelten.

FEine Menge A von Zahlen werde genau dann m — dicht genannt, wenn sie fiir jede natiirliche Zahl n > 2
eine n-gliedrige streng monoton steigende Zahlenfolge enthélt, die m-schmal ist.

Man beweise die folgende (einen berithmten Satz des niederléndischen Mathematikers B. L. VAN DER
WAERDEN abschwéichende!)) Aussage:

Zu jeder Zerlegung der Menge N aller natiirlichen Zahlen in eine Anzahl r > 2 paarweise disjunkter nicht
leerer Teilmengen T7, ..., T, gibt es eine positive Zahl m, so dal (mindestens) eine der Mengen T7, ..., T
eine m-dichte Menge ist.
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UDiesen Satz (bei dem arithmetische statt m-schmaler Folgen auftreten) ohne Beweis nur als bekannten
Sachverhalt zu zitieren, wiirde hier fiir eine Losung der obigen Aufgabe 301344 nicht ausreichen.

Aufgabe 301245:
Man ermittle ein Polynom

f(z) = ap + a1z + apx® + ... + apz™  (ag,ay, ..., ap reell; a, #0), (1)
das die Bedingungen
f(=4) =0, f(=3)=1, [f(=2)=0, f(=1)=-1, f(0)=0,
f =1, f2)=0, fB)=-1, f4)=0 (2)
erfiillt und dabei moglichst niedrigen Grad n hat.

Aufgabe 301246A:

Man beweise: In jedem Dreieck ABC erfiillen fiir jeden Punkt P im Innern des Dreiecks die Langen z = PA,
y = PB, z = PC und die Lingen u, v bzw. w der von P auf die Seiten BC, CA bzw. AB oder deren
Verlangerungen geféillten Lote die Ungleichung

xyz > (v+w)(w+ u)(u + v).

Aufgabe 301246B:

Fiir nattirliche Zahlen n, k mit 2 < k < n werde eine Menge N von n Personen genau dann als k-familiar
bezeichnet, wenn sich in jeder Menge K von k Personen aus N eine Person befindet, die mit allen anderen
Personen aus K bekannt ist.

Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n > 2 alle diejenigen natiirlichen Zahlen k£ mit 2 < k& < n, fiir die
die Aussage gilt, daf} jede k-familidre Menge von n Personen auch n-familidr sein mufl!

Hinweise: Fiir Personen a, b gelte stets: Wenn a mit b bekannt ist, so ist b mit a bekannt. Ferner werde
vorausgesetzt, dafl jede in einer Menge theoretisch widerspruchsfreie Verteilung gegenseitiger Unbekanntheit
oder Bekanntheit auch durch eine Menge von Personen realisiert werden kann.
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31. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 311211:
Vier Dorfer bilden die Eckpunkte eines Quadrates mit der Seitenldnge 4 km.

Man untersuche, ob es moglich ist, diese Dorfer durch ein Straflennetz mit einer Gesamtldnge von weniger
als 11 km zu verbinden.

Aufgabe 311212:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, n) positiver ganzer Zahlen a, b, n, fiir die folgende Aussagen (1)
und (2) gelten:

(1) Die Zahlen a und b sind Primzahlen.
(2) Es gilt 97ab = (a +n)(b+n).

Aufgabe 311213:

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC' mit dem rechten Winkel bei C' sei D der Schnittpunkt von BC mit
der Winkelhalbierenden des Winkels <t BAC. Ein Punkt P auf AB und ein Punkt @ auf AD seien so gelegen,
dal DPQ ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei P ist.

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen
a) der vierte Eckpunkt R des Quadrates DPQR auf AC liegt,
b) die Strecken BD und BP einander gleiche Linge haben.
Man ermittle die Seitenléinge des Quadrates DPQR
c) fiir BC =49 mm, AC = 168 mm,
d) allgemein ausgedriickt durch a = BC, b = AC, ¢ = AB.

Aufgabe 311214:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (z, y, z) reeller Zahlen mit z < y < z, fiir die das folgende Gleichungs-
system (1), (2), (3) erfiillt ist:

TH+y+z=25, (1)
22 +y* + 22 =15, (2)
xyz = —3. (3)
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31. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 311221:
Ist ¢ eine reelle Zahl, so werde das Gleichungssystem

r+y=1, (1)
2 +y’=c. (2)

gebildet.
a) Man ermittle fiir ¢ = 2 alle Paare (x;y), die das Gleichungssystem (1), (2) erfiillen.
Man ermittle ferner jeweils alle diejenigen reellen Zahlen ¢, fiir die das Gleichungssystem (1), (2)
b) keine Losung (z;y) aus reellen Zahlen x, y hat,
¢) genau eine Losung (x;y) hat,
d) zwei verschiedene Losungen (z1; 1), (z2;y2) aus reellen Zahlen hat.

Aufgabe 311222:

Man untersuche, ob es ein gleichseitiges Dreieck ABC' gibt, dessen drei (nicht miteinander zusammenfallen-
de) Eckpunkte in einem kartesischen Koordinatensystem samtlich ganzzahlige Koordinaten haben.

Aufgabe 311223:

Man ermittle alle diejenigen Tripel (a; b; ¢) natiirlicher Zahlen, mit denen durch

22 4+ar+b
22 4+cx+b

fz) =
eine Funktion f definiert wird, die folgende Bedingungen erfiillt:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen z definiert.
(2) Esgilt 1 < f(2) < f(1) < 2.
(3) Die Funktion f besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen.

Aufgabe 311224:
Man beweise, daf§ fiir alle reellen Zahlen = die Ungleichung

2+ 2® dxt —120% 42 + 2 +1>0 gilt.
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31. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 311231:

Es sei f eine Funktion, die fiir alle reellen Zahlen z definiert ist; ferner sei folgende Voraussetzung erfiillt: Mit
zwei voneinander verschiedenen reellen Zahlen a, b gelten fiir jedes reelle  die Gleichungen f(a—x) = f(a+x)
und f(b—2x) = f(b+ x).

Man beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen stets folgt : Die Funktion f ist periodisch.

Hinweis: Eine Funktion f heiffit genau dann periodisch, wenn eine positive reelle Zahl p existiert, mit der
firr jedes reelle = die Gleichung f(x + p) = f(z) gilt.

Aufgabe 311232:

Man beweise, daf jedes konvexe Viereck ABCD, in dem die Seitenlingen AB = a, BC = b, CD = ¢
betragen und die Innenwinkel < ABC, *BCD die Groflen 8 bzw. v haben, den Flacheninhalt

1
F= 3 (ab-sin B+ be-siny —ac-sin(b+y)) hat.

Aufgabe 311233A:
Man beweise, dafl es unter allen Werten, die der Term

Vo2 +y2 420+ 1+ a2+ 92— 20— 2y + 2+ a2 +y2 +4o — 2y + 5+ Va2 + 42 + —da + 4y + 8

fiir reelle Zahlen x, y annehmen kann, einen kleinsten Wert gibt, und man ermittle diesen kleinsten Wert.

Aufgabe 311223B:

Es sei n > 2 die Anzahl der Teilnehmer an einer Feier. Fiir je zwei Teilnehmer A, B seien die folgenden
beiden Aussagen wahr:

(1) Ist A mit B bekannt, so gibt es keinen von A und B verschiedenen Teilnehmer, der sowohl mit A als
auch mit B bekannt wire.

(2) Ist A nicht mit B bekannt, so gibt es genau zwei von A und B verschiedene Teilnehmer, die sowohl
mit A als auch mit B bekannt sind.

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen stets gilt: Alle Teilnehmer haben auf dieser Feier dieselbe
Zahl von Bekannten.

Hinweis: Fir je zwei Teilnehmer A, B gelte: Ist A mit B bekannt, so auch B mit A. Kein Teilnehmer gelte
als mit sich selbst bekannt.
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Aufgabe 311234:

Fiir jede natiirliche Zahl a > 0 ermittle man alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 0, die die Ungleichung

1 1
+ +

> fillen.
n+1 n+2+ 3n+1 @ eruten

Aufgabe 311235:

Man untersuche, ob sich unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 fiinfzig verschiedene so auswéahlen
lassen, dafl ihre Summe 2 525 betrégt und dafl keine zwei von ihnen die Summe 101 haben.

Aufgabe 311236:
Es seien alle diejenigen Pyramiden ABC'S betrachtet, die den folgenden Bedingungen (1), (2), (3) gentigen:

(1) Die Grundfliche ABC' der Pyramide hat den Flécheninhalt 1.
(2) Es gilt AB=AC =SB = SC.
(3) Es gilt BC = SA.

Man untersuche, ob es unter allen Pyramiden, die diese Bedingungen erfiillen, eine mit gréfitem Volumen
gibt. Wenn dies der Fall ist, so ermittle man fiir eine solche Pyramide die Gréfle des Winkels <BAC.
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31. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 311241:
Es sei

— 60’000009 _ 60’000007 4 6’0’000002 _ 60’000001 — eO,OOOOOS _ 60’000005.

€T ) Yy

Man untersuche, ob z = y oder x > y oder x < y gilt.

Aufgabe 311242:

Auf einem Kreis k seien Ay, As und P drei paarweise verschiedene Punkte; die Strecke A;As sei kein
Durchmesser von k. Fiir ¢ = 1; 2 sei jeweils k; ein Kreis, der k von auflen in A; beriihrt, und B; sei der von
A; verschiedene Schnittpunkt des Kreises k; mit der Geraden durch P und A;. Der Mittelpunkt von k; sei
M;.

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen stets die durch A;, As bzw. durch By, By bzw. durch M,
M gelegten Geraden a bzw. b bzw. m entweder alle drei genau einen Punkt gemeinsam haben oder alle
drei zueinander parallel sind.

Aufgabe 311243:

Man beweise: Ist p eine Primzahl und werden zwei ganze Zahlen n, k mit 0 < k < n im Ziffernsystem mit
der Basis p geschrieben als

n=a; p'+ai_1-p" + ...+ a1p + ao,
kth-pt—Fbt_l-pt_1+...+b1p+b0

n

(aj, b; ganze Zahlen mit 0 < a; <p, 0 <b; <pfir j =0,1,...,t), so lat die Zahl <k:

ag) (G—1) (a1} (G0
by bi—1) T \b bo )"
Hinweis: Fir ganze Zahlen n > 0 und k£ > 1 wird

(Z) _n(n- 1). 2(nk— k+1)

) bei Division durch

p denselben Rest wie

definiert, fiir ganze Zahlen n > 0 ferner (g) =1

Aufgabe 311244:

Es sei P, P> Ps ein gegebenes beliebiges Dreieck; sein Flacheninhalt sei F', sei Inkreis habe den Mittelpunkt
M und den Radius r.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 215



http://www.olympiade-mathematik.de E%

a) Man beweise, dafl eine Pyramide P, P,P3S genau dann unter allen Pyramiden P;P,P3S mit dieser
Grundfliche Py P> Ps und mit gegebenem Volumen V' einen kleinstmoglichen Oberflacheninhalt hat,
wenn das Lot von S auf die durch Py, P, P3 gelegte Ebene den Fulpunkt M hat.

b) Man beweise, dal dieser kleinstmogliche Oberflicheninhalt F' + 1/ F?2 + (%)2 betrégt.

Aufgabe 311245:

Es sei a eine beliebige reelle Zahl mit a > 2. Man ermittle zu a alle Funktionen, die den nachstehenden
Bedingungen (1), (2), (3) geniigen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x definiert; alle Funktionswerte f(z) sind
reelle Zahlen.

(2) Fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x, y mit z, y mit x > y gilt: f(z)- f(y) = f(x +y) + f(z —y).
(3) Esgilt f(1) = a.

Bemerkung: f soll als elementare Funktion in geschlossenem Ausdruck angegeben werden, d.h.: Die formel-
méBige Angabe der Funktionswerte f(z) soll dadurch erfolgen, dafi auf = sowie auf Konstanten, Potenz-,
Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen von x oder auf Umkehrfunktionen solcher Funktionen
Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) angewandt werden, und zwar in einer
von x unabhéangigen Anzahl der Anwendungsschritte.

Aufgabe 311246A:

Man untersuche, ob es eine Anzahl n > 2 sowie eine positive reelle Zahl ¢ und n positive reelle Zahlen a;
(i =1,2,...,n) derart gibt, da8 die Summe der a; gleich n - ¢, die Summe der Quadrate der a; gleich 2n - ¢
und mindestens eine der Zahlen a; grofer als (1 + v/n — 1) - ¢ ist.

Aufgabe 311246B:

In einem utopischen Roman ist von einem unendlich lange lebenden Autor die Rede. An jedem Tag schreibt
er einen Text, mit dem er mindestens ein Blatt Papier fiillt und, wenn er an diesem Tag noch weitere Blat-
ter beginnt, auch jedes dieser Blatter am gleichen Tag fiillt. Im Lauf jedes Jahres fiillt er auf diese Weise
eine Anzahl Blétter; fiir verschiedene Jahre konnen diese Anzahlen verschieden sein, in keinem Jahr jedoch
betriagt diese Anzahl mehr als 730.

Man beweise: Im Leben dieses Autors gibt es fir jede positive ganze Zahl n einen Zeitraum von aufeinan-
derfolgenden Tagen, in dem der Autor genau n Blatter fullt.

Hinweis: Es wird vorausgesetzt, daf3 die derzeit giiltige Regel unendlich lange gilt, wonach sich stets un-
ter acht aufeinanderfolgenden Jahren mindestens ein Schaltjahr mit 366 Tagen befindet, wéhrend jedes
Nicht-Schaltjahr aus 365 Tagen besteht.
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32. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 321211:

Man ermittle alle diejenigen Paare (a;b) nicht-negativer ganzer Zahlen a und b, fiir die das Quadrat ihren
Produkts doppelt so grofl wie die Summe ihrer Quadrate ist.

Aufgabe 321212:
Man beweise, daf} fiir alle reellen Zahlen a > 3 die Ungleichung /a > v/a + 1 gilt.

Aufgabe 321213:

Dora und Karla berechnen fiir verschiedene Fliachen jeweils den Quotienten aus Fldcheninhalt und Umfang.
Sie vermuten: Wahlt Dora ein beliebiges gleichschenkliges Dreieck D und Karla den einbeschriebenen Kreis
K dieses Dreiecks D, so miussen sich stets einander gleichgroie Quotientenwerte ergeben.

Trifft diese Vermutung zu?

Aufgabe 321214:

Bei einem Wiirfelspiel Reise durch Deutschland sind
2000 Felder langs der Reiseroute angeordnet (siehe
Abbildung). Beim Startfeld 1 beginnend, wird der Start
Spielstein nach jedem Mal Wiirfeln in Richtung Ziel
um die gewirfelte Augenzahl weiterbewegt, Steht
der Stein dann genau auf dem Feld 1990, so er-
hélt der Spieler einen Bonus. Fiir jedes Feld n mit
1 < n < 1989 bezeichne P(n) die Wahrscheinlich- IEEEEERE
keit dafiir, dafl ein auf dem Feld n stehender Stein im -
weiteren Verlauf des Spieles diesen Bonus einbringt.

Man ermittle diejenige Zahl n (1 < n < 1989), fiir
die P(n) den groBten Wert hat.

Hinweis: Informieren Sie sich gegebenenfalls iiber
den Begriff Wahrscheinlichkeit!
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32. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 321221:

Man ermittle zu jeder ganzen Zahl k alle diejenigen Paare (x;y) ganzer Zahlen, die das Gleichungssystem
aus den beiden folgenden Gleichungen (1), (2) erfiillen:

l‘2+k'y2:4, (1)
k-x?—y? =2 (2)

Aufgabe 321222:
Man beweise, daf fiir jede positive ganze Zahl n die Ungleichung

1-3:5-...-(2n-1) _
2.4-6-..-2n 2+ 1

Aufgabe 321223:
Man beweise:

In jedem Dreieck ist fiir jede seiner Ecken der Abstand des Hohenschnittpunktes zu dieser Ecke dop-
pelt so grofl wie der Abstand des Umkreismittelpunktes von derjenigen Seite, die der genannten Ecke
gegeniiberliegt.

Aufgabe 321224:

Eine Schulklasse ist im Sportunterricht in einer Linie angetreten. Auf das Kommando rechts um! drehen sich
alle Schiiler um 90°, jedoch einige zur falschen Richtung. Jeder Schiiler kehrt also jedem seiner Nachbarn
entweder das Gesicht oder den Riicken zu.

Von dieser Anfangssituation an drehen sich nur noch zu jeder vollen Sekunde genau diejenigen Schiiler, und
zwar um 180°, die einem ihrer Nachbarn das Gesicht zuwenden und dabei sein Gesicht sehen.

Man untersuche, ob sich aus jeder (der obigen Beschreibung entsprechenden) Anfangssituation einer Schul-
klasse heraus einmal ein Zeitpunkt einstellen muf}; von dem an sich kein Schiiler mehr dreht.
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32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 321231:
Man untersuche, ob es eine positive ganze Zahl n gibt, fiir die die Zahl \/n + v/n + 4 rational ist.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet werden, daf fiir jede natiirliche Zahl k, die
keine Quadratzahl ist, die Zahl v/k nicht rational ist.

Aufgabe 321232:
Man beweise: Zu jeder Primzahl p gibt es eine reelle Zahl ¢, mit der Zahlenfolge (ax)g=1,2,3,..., die durch

a1 = c, aps1 = az +c (k=1,2,3,...)
definiert wird, periodisch ist und die Zahl p als kleinste Periodenlédnge hat.

Hinweis: Eine Zahlenfolge (aj)k=1,23,.. heifit genau dann periodisch, wenn es eine positive ganze Zahl n
gibt, mit der fiir alle kK = 1,2, 3, ... die Gleichung ay, = ay, gilt. Ist das der Fall, so heifit jede positive ganze
Zahl n, mit der das zutrifft, eine Periodenldnge der Zahlenfolge (ax)r=1,2,3,...

Aufgabe 321233A:

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen x mit  # 0 und = # 1 definiert sind
sowie fiir alle reellen Zahlen x mit z # 0, 22 — 2 — 1 # 0 und 22 + x — 1 # 0 die folgende Gleichung (1)

erfiillen:
2?2 +zx—1 2 —xz—1 1
2. —_ ) -3 — | =5- - — . 1
f<x2—:c—1> 3 f<x2+x—1> b f<x m> (1)
Aufgabe 321233B:

Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 ermittle man alle diejenigen n-Tupel (x1, xa, ..., ) positiver ganzer Zahlen
1, T2, ..., Ty, die das folgende Gleichungssystem erfiillen:

Z‘1'$2=3~(Z‘1+1}2),

(L‘Q-.’L'3:3~($2+$3),

Tp—1 Tp =3 (zn—l + In),

T -1 =3+ (Ty + 21).

Aufgabe 321234:

Von einer ungeraden natiirlichen Zahl n und von n Zahlen a4, as, ..., a,, werde vorausgesetzt, daf jede der
Zahlen 1,2, ...,n genau einmal unter den aq, as, ..., a, vorkommt.
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Man beweise, dafl unter dieser Voraussetzung das Produkt

(a1 —1)-(ag —2) - ...- (an, — )

stets eine gerade Zahl sein muf.

Aufgabe 321235:

Man beweise, dafl es zu jeder positiven ganzen Zahl n eine reelle Zahl ¢ gibt, so daf} fiir alle reellen Zahlen
a > 0 die Ungleichung

at+a’+at+.. +a<c- (1 + a2"+1) gilt.

Man beweise auch, daf} es zu jedem n unter allen solchen Zahlen c eine kleinste gibt, und ermittle jeweils
zu n dieses kleinste c.

Aufgabe 321236:

Es seien kq, ko und k3 drei konzentrische Kreise mit den Radien 1 = 5, 7o = 3 bzw. r3 = 1. Man ermittle
den grofftmoglichen Wert fiir den Flidcheninhalt eines Dreiecks ABC mit der Eigenschaft, dafl A auf k1, B
auf ko und C auf k3 liegt.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet werden, dafl unter allen Dreiecken mit der
genannten Figenschaft ein Dreieck mit grofitmoglichem Flacheninhalt existiert.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 220



http://www.olympiade-mathematik.de E%

32. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 321241:
Von den Eckpunkten eines regelméfiigen 250-Ecks wurden genau 16 gelb und alle anderen blau geférbt.

Beweisen Sie, dafl es zu jeder solchen Férbung eine Drehung des 250-Ecks um seinen Mittelpunkt gibt, bei
der alle gelben Ecken in blaue iibergehen!

Aufgabe 321242:
Man beweise, daf§ ein Wiirfel fiir jede natiirliche Zahl n > 100 in genau n Wiirfel zerlegt werden kann.

Aufgabe 321243:

Von 1993 Punkten P, ..., Pjgg3 werde vorausgesetzt, dafl keine drei P;, P;, P, von ihnen (i # j, i # k,
j # k) einer gemeinsamen Geraden angehoren.

Ferner sei fiir gewisse Paare (4, ) mit 1 > ¢ < j > 1993 jeweils die Strecke P; P; konstruiert; dabei werde
vorausgesetzt, daf jeder der 1993 Punkte P; mit mindestens 1661 anderen dieser 1993 Punkte durch eine
der konstruierten Stecken verbunden ist.

Man beweise, dafl aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Unter den P; gibt es 7 Punkte, von denen jeder
mit jedem anderen dieser 7 Punkte durch eine der konstruierten Strecken verbunden ist.

Aufgabe 321244:
Man beweise: Wenn reelle Zahlen a, b, ¢ das Gleichungssystem

a+b+c=2,
ab+ac+bc=1

erfiillen, so gilt

W W~

(e}
IA
S
IN
TS
(an)
IN
o
IA
OO'\ —~

Aufgabe 321245:

Man ermittle die grofitmogliche Anzahl von Dreiecken mit ganzzahligen Seitenldngen und mit dem Umfang
1993, unter denen sich keine zwei untereinander kongruenten Dreiecke befinden.

Aufgabe 321246A:

Eine Bus-Bahn-Rundreise durch n Stéddte sei eine Reise, die in einer dieser Stadte beginnt, jede andere von
ihnen genau einmal erreicht, dann zum Ausgangspunkt zuriickfiihrt und insgesamt keine anderen Verkehrs-
mittel als Bus oder Bahn benutzt.

Von n Stéadten Sy, ..., S, werde vorausgesetzt, dafl zwischen zwei von ihnen genau eine (in beiden Richtungen
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benutzbare) Verbindung besteht und dafl diese jeweils nur entweder eine Bus- oder eine Bahnverbindung
ist.

Man beweise fiir jede natiirliche Zahl n > 3, dafl es durch n Stéadte, die diese Voraussetzungen erfiillen, stets
eine Bus-Bahn-Rundreise geben muf}, bei der das Verkehrsmittel héchstens einmal gewechselt wird.

Aufgabe 321246B:

Eine Funktion f erfiille folgende Voraussetzungen: f ist fiir alle reellen Zahlen x definiert und stetig, alle
Funktionswerte f(z) sind reelle Zahlen, und fiir jedes reelle z gilt f(f(f(z))) = =.

Man beweise: Diese Voraussetzungen werden nur von derjenigen Funktion f erfiillt, die fiir alle reellen z
durch f(z) = x definiert ist.
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33. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 331211:
Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die folgende Bedingungen erfiillt sind:

Die Zahl n ist zehnstellig. Fiir die Ziffern ihrer Dezimaldarstellung, von links nach rechts mit ag, a1, ..., ag
bezeichnet, gilt: ag stimmt mit der Anzahl der Nullen, a; mit der Anzahl der Einsen, ..., ag mit der Anzahl
der Neunen in der Dezimaldarstellung von n iiberein.

Aufgabe 331212:
Zeigen Sie, dafl sich jede positive ganze Zahl z in der Form

z:a1-12+a2~22+...+an~n2
darstellen 148t, wobei n eine positive ganze Zahl ist und jeder Koeffizient a1, aso, ..., a, eine der Zahlen 0,
1, -1 ist!

Aufgabe 331213:

In einem Schonheitswettbewerb fiir Pudel stellen sich Asta, Benno, César und Dolly einer Jury aus vier
Mitgliedern. Jedes Jurymitglied stimmt fiir einen der Hunde durch Heben eines Kértchens mit dem Anfangs-
buchstaben des Hundenamens. Als Regel zur Auswertung dieses Abstimmungsergebnisses wurde festgelegt:
Kommen eindeutig zwei Hunde mit groflerer Stimmenzahl als die beiden anderen Hunde vor, so gelten sie
als qualifiziert. Tritt aber der Fall ein, dafl in dem Abstimmungsergebnis nicht eindeutig zwei Hunde mit
groflerer Stimmenzahl als die beiden anderen Hunde vorkommen, so wird eine Zusatzregelung getroffen (z.B.
eine erneute Abstimmung angesetzt).

Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Abstimmungsergebnisse, die zu diesem letzgenann-
ten Fall fithren! Dabei gelten Abstimmungsergebnisse genau dann als einander gleich, wenn sie nicht nur in
den Stimmenzahlen der Hunde, sondern auch darin iibereinstimmen, welche Jurymitglieder fiir die betref-
fenden Hunde gestimmt haben. Beispielsweise gelten die Abstimmungsergebnisse AABC und CABA als
voneinander verschieden.

Aufgabe 331214:
Man beweise, da8 fiir jedes spitzwinklige Dreieck ABC' die folgende Aussage gilt:

Sind a, b, ¢ die Seitenldngen, «, 3, v die Winkelgréen, ist F' der Flacheninhalt, ist D der FuBpunkt der auf
AB senkrechten Hohe und ist H der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC), so gilt fiir die Streckenldngen
CH und HD die Gleichung

a?-b?-c?-cosa-cosf3-cosy

CH-HD = e
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33. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 331221:
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x;y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen!

2—z+y=+/184z—y, (1)

Vitz+y+2+z—y=>5. (2)

Aufgabe 331222:

a) Beweisen, Sie, daf fiir jede natiirliche Zahl n > 4 die Ungleichung

42-9 52-9 n? -9

: >
42 -4 52—« n?—4

| =

gilt!

b) Kann man die Zahl é auf der rechten Seite dieser Ungleichung durch die Zahl 0,1667 ersetzen, ohne

daB damit aus der in a) zu beweisenden Aussage. eine falsche Aussage entsteht?

Aufgabe 331223:

Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) positiver ganzer Zahlen m, n, fir die 1994™ — 1993™ eine Qua-
dratzahl ist.

Aufgabe 331224:
Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck, C’ sei der Bildpunkt von C bei der Spiegelung an AB.

Fiir jeden Punkt P, der auf AB zwischen A und B liegt, seien @ auf BC' und R auf C'A so gelegen, daf}
PQCR ein Parallelogramm ist. Dann sei X der von P verschiedene Schnittpunkt der Umkreise der beiden
Dreiecke APR und BPQ.

Man beweise: Die Menge aller so zu erhaltenden Punkte X stimmt iiberein mit dem im Innern des Dreiecks
ABC gelegenen Bogen den Umkreises des Dreiecks ABC".
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33. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 331231:

Beweisen Sie, daf} fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢, d die nachstehende Ungleichung gilt!

1

(1)

L1
1 1 = 1 1
ts cta Gt

Sl
SIS

Aufgabe 331232:

Uber einer Strecke AB sei ein Halbkreis h mit dem Mittelpunkt
M errichtet. Darin (sieche Abbildung) seien die Halbkreise h; und
ho iber AM bzw. M B konstruiert. Ferner sei k3 derjenige Kreis,
der h von innen sowie hy; und hs von auflen beriihrt, und es sei
k4 derjenige Kreis, der h von innen sowie h; und k3 von auflen
beriihrt.

A M, M M, B Man beweise, da3 M und die Mittelpunkte Mz, My, My von ks,
k4 bzw. hy die Ecken eines Rechtecks sind.

Aufgabe 331233A:
Ist m eine natiirliche Zahl mit m > 2, so werde eine Zahlenfolge (z,,),,c (0,1,2,...} durch die Festsetzung

definiert, dafl zp = 0, 1 = 1 gelten soll und fir n > 0 jeweils x, 2 der Rest (mit 0 < z, 42 < m) sein soll,
den x,41 + =, bei Division durch m laft.

Man untersuche, ob zu jeder natiirlichen Zahl m mit m > 2 eine natiirliche Zahl k mit £ > 1 existiert, mit
der die drei Gleichungen xg = x, T1 = Tr+1 und xo = Ti42 gelten.

Aufgabe 331233B:
Fir jede ganze Zahl n mit n > 0 sei f, die durch

n

fn(il?)zﬂl3+(ﬂ+3)'$2+2n-x—n+1

fiir alle reellen = definierte Funktion.
Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen n mit n > 0, fiir die gilt: Alle Nullstellen von f,, liegen in einem

Intervall der Lange 3.

Aufgabe 331234:
Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Paare (x,y) ganzer Zahlen z, y, fiir die /z + /7y = 1993 gilt.
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Aufgabe 331235:

Zwei kongruente regelméflsige 2n-Ecke seien durch Verbinden ihrer Eckpunkte mit dem jeweiligen Mittel-
punkt in Dreiecke zerlegt. Jedes dieser Dreiecke sei entweder blau oder rot gefirbt. Von einem der beiden
2n-Ecke werde vorausgesetzt, dass es ebenso viele blaue wie rote Dreiecke hat.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist es stets moglich, die beiden 2n-Ecke so aufeinanderzule-
gen, daf} in mindestens n iibereinanderliegenden Dreieckspaaren die beiden Dreiecke dieses Paares einander
gleichgefarbt sind.

Aufgabe 331236:

Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n die grofite Zweierpotenz, die ein Teiler der Zahl {(4 + 18)”] ist.

Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird diejenige ganze Zahl g, fir die ¢ < r < g + 1 gilt, mit g = [r]
bezeichnet.
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33. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 331241:

Man untersuche fiir jede der beiden unten genannten Aussagen a) und b), ob diese Aussage fiir jede Menge
wahr ist, in der sich genau 32 positive ganze Zahlen befinden, von denen jede kleiner als 112 ist und von
denen keine zwei einander gleich sind:

a) Es gibt eine Zahl, die unter den Differenzen von je zwei dieser Zahlen mindestens fiinfmal vorkommt.
b) Es gibt eine Zahl, die unter den Differenzen von je zwei dieser Zahlen mindestens sechsmal vorkommt.

Hinweis: In dieser Aufgabe sei als Differenz zweier Zahlen z, y stets die Zahl |x — y| verstanden. Sind z, y
Zahlen einer obengenannten Menge, so werde diese Differenz unter allen zu berticksichtigenden nur einmal
gezdhlt (nicht etwa zweimal, als |z — y| und als |y — x|).

Aufgabe 331242:
Firn=1,2,3,... sei

Man beweise fiir alle n = 1,2,3,... die Ungleichung ¢,, < 2.

Aufgabe 331243:

Es sei ABCDS eine gerade vierseitige Pyramide mit der Spitze S und der quadratischen Grundfliche
ABCD. Ferner seien A’, B’, C', D' vier Punkte, die jeweils auf den Seitenkanten AS, BS, C'S bzw. DS
liegen und von S beliebig gegebene (von Null verschiedene) Abstinde a, b, ¢ bzw. d haben.

Man zeige, dafl unter diesen Voraussetzungen stets gilt: Die Punkte A’, B, C’, D' liegen genau dann in

einer gemeinsamen Ebene, wenn
1 1 1
-+ -=-+
a ¢ b

gilt.

ISH R

Aufgabe 331244:

Fir jedes Dreieck ABC sei D bzw. E jeweils der Schnittpunkt der von A bzw. B ausgehenden Winkelhal-
bierenden mit der Gegenseite BC' bzw. AC ferner sei P ein beliebiger Punkt der Strecke DFE.

Man beweise: Unter dieser Voraussetzung ist stets die Summe der Abstdnde des Punktes P zu den Geraden
durch B, C bzw. durch A, C gleich dem Abstand des Punktes P zur Geraden durch A, B.
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Aufgabe 331245:

Im Zwergenland wohnen 12 Zwerge. Jeder von ihnen hat unter den 11 anderen eine ungerade Anzahl von
Freunden; alle diese Freundschaften beruhen auf Gegenseitigkeit. In jedem Monat hat einer der 12 Zwerge
Geburtstag. Jeder Zwerg bewohnt ein Haus fiir sich allein, jedes Haus ist entweder rot oder griin gestrichen.
Jeder Zwerg streicht in jedem Jahr an seinem Geburtstag sein Haus in derjenigen Farbe, die unter den
Farben der Hiuser seiner Freunde in groflerer Anzahl als die andere Farbe vorkommt.

Zeigen Sie, dafl unter diesen Voraussetzungen stets ein Zeitpunkt existieren muf}, von dem ab die Farbe aller
Hé&user unverdndert bleibt!

Aufgabe 331246A:
Fiir alle positiven ganzen Zahlen n werde definiert:

f(n)=[2vn] = [Vn—14+Vn+1].

Man ermittle alle diejenigen positiven ganzen Zahlen n, fiir die

a) f(n) =1,
b) f(n) =0
gilt.

Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird diejenige ganze Zahl g, fir die g < r < g + 1 gilt, mit g = [r]
bezeichnet.

Aufgabe 331246B:
Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) ganzer, nicht negativer Zahlen m, n, fiir die 2™ — 5™ = 7 gilt.
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34. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 341211:

Von einer natiirlichen Zahl n sei bekannt, dafl ihre Dezimaldarstellung nur die Ziffern Drei und Null enthélt,
wobei die Drei genau 1994 mal und die Null genau 1995 mal auftritt.

Man untersuche, ob eine solche Zahl Quadratzahl sein kann.

Aufgabe 341212:

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen natiirlichen Zahlen n, welche die folgenden Bedingungen (1), (2),
(3) erfiillen:

(1) Die Zahl n ist durch 5 teilbar.
(2) Die Zahl n und ihre Quersumme enthalten beide in ihrer Dezimaldarstellung keine Ziffer Null.
(

3) Die Quersumme der Quersumme von n betrigt 2.

Aufgabe 341213:

In die Kreise der Abbildung lassen sich reelle Zahlen so eintragen,
dafl an die Randkreise die angegebenen Zahlen kommen und dafl
in jedem der sieben inneren Kreise jeweils das arithmetische Mittel
der sechs benachbarten Kreise steht.

Man untersuche, welche Zahl x dabei im mittleren Kreis steht.

Aufgabe 341214:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, welche die Ungleichung

i + ! < ! erfillen
Vo o Jz+1 z-1 '
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34. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 341221:
Man beweise, daf§ fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen x und y die Ungleichungen

2 2 _
ngm —;—y —:C;yg |332y| gelten

Aufgabe 341222:

C
Man beweise fiir jeden Punkt P, der im Inneren eines gleichseitigen Dreiecks
ABC mit dem Fliacheninhalt F' =1 liegt:
Die Lingen z, y, z der Lote von P auf die Dreiecksseiten (siche Abbildung) y 4
erfiilllen die Gleichung
r+y+z=V3 z
A B

Aufgabe 341223:
Man beweise die folgende Aussage:

Wenn die Lingen der Seitenkanten eines Tetraeders ABC' D die Gleichungen
AD=BD=CD=1 ud AB=BC=CA
erfiillen, so ist die Oberfliche des Tetraeders kleiner als % /3.

Aufgabe 341224:

Ist z eine 1995-ziffrige natiirliche Zahl und ist n eine natiirliche Zahl mit 1 < n < 1994, so bezeichne 2In]
diejenige Zahl, deren Zifferndarstellung entsteht, indem man aus der Zifferndarstellung von z die ersten n
Ziffern wegldfit und in gleicher Reihenfolge wieder an das Ende der Zifferndarstellung anfiigt.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man fiir jedes 1995-ziffrige z und jedes n mit 1 <n < 1994:

Ist z durch 27 teilbar, so ist auch z!") durch 27 teilbar.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 230



http://www.olympiade-mathematik.de E%

34. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 341231:
Man beweise, daf§ fiir alle positiven reellen Zahlen z, y, z die Ungleichung

1 1
+ +
lta+y 1d+y+i 14243

x

<1 gilt.

Aufgabe 341232:
Im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC werde ein Punkt P beliebig gewéhlt. Die Fupunkte der Lote
von P auf die Seiten BC, CA, AB seien in dieser Reihenfolge mit X, Y, Z bezeichnet.

Man beweise, dafl die Summe der Langen x, y, z der Strecken BX, C'Y', AZ nicht von der Wahl des Punktes
P abhéngt.

Aufgabe 341233A:

Man ermittle alle diejenigen Paare (x, y) reeller Zahlen z, y, die die folgenden Gleichungen (1) und (2)
erfiillen:

sinx = y* 4+ 22y% — 49% + 4, (1)
4

costs =zt + 2%y? — 42 + 1. (2)
Aufgabe 341233B:

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen definiert sind und fiir alle reellen z
und y den folgenden Bedingungen (1), (2), (3) geniigen:

f@-y) = flx)- fly) — f(x) = fly) +2, (1)
flx+y) = f(z)+ f(y) + 22y — 1, (2)
fQ) =2 (3)

Aufgabe 341234:
Man ermittle die kleinste natiirliche Zahl n mit n > 2 und der folgenden Eigenschaft (*):

(*) In jeder Menge von n natiirlichen Zahlen gibt es (mindestens) zwei Zahlen, deren Summe oder deren
Differenz durch 7 teilbar ist.
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Aufgabe 341235:

Man beweise: Wenn in einem Tetraeder OABC' die Seitenflichen OAB, OBC, OC A rechtwinklige Dreiecke
mit den rechten Winkeln bei O sind, so gilt fir die Langen OA = a, OB = b, OC = ¢ und fur die Lange h
der auf ABC' senkrechten Hohe des Tetraeders die Ungleichung

Va2 4+ b2+ 2.

1
h<-
-3

Aufgabe 341236:
Man ermittle fiir jede ungerade natiirliche Zahl n > 3 die Zahl

1 1 1 1 1
+ + +ot + .
VI+Vv2 V3+vV4E VE+VE V2 —4++Vn?2 -3 Vn?-2+Vn?-1

Hinweis: Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] diejenige ganze Zahl g = [2], fiir die g < z < g+ 1 gilt.
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34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Aufgabe 341241:

Man beweise: Wenn fiir eine von Null verschiedene reelle Zahl = die Zahl z + % eine ganze Zahl ist, dann
ist fiir dieses « und jede positive ganze Zahl n auch 2™ + L eine ganze Zahl.

xn

Aufgabe 341242:
Im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC werde ein Punkt P beliebig gewahlt. Die Fufpunkte der Lote
von P auf die Seiten BC, C A, AB seien in dieser Reihenfolge mit X, Y, Z bezeichnet.

Man beweise, dal die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke BX P, C'Y P, AZ P nicht von der Wahl des
Punktes P abhéngt.

Aufgabe 341243:
Man beweise, daf§ fiir alle ganzen Zahlen k und n mit 1 < k < 2n die Ungleichung

2n+1 2n +1 n+1l (2n+1 .
<k—1)+<k+1)22'n+2'( k ) gilt.

Hinweis: Fir ganze Zahlen n und k£ mit 0 < k < n definiert man

Z = #Lk)‘, wobei fir ganze Zahlen
m mit m > 0 definiert wird: m! = 1-2-...-m [ausfiihrlicher: 0! = 1 sowie m! = (m—1)l-m (m =1,2,3,...)].
Aufgabe 341244:

Uber ein Dreieck ABC und zwei Punkte D, E werde vorausgesetzt:

D liegt auf der Strecke BC und ist von C verschieden, E liegt auf der Strecke AC und ist von C' verschieden.
Die Strecke DE geht durch den Inkreismittelpunkt M des Dreiecks ABC. Der Inkreisradius des Dreiecks
ABC sei r, der Flacheninhalt des Dreiecks CDFE sei F.

Man beweise, daff unter diesen Voraussetzungen stets F > 2r? gilt.

Aufgabe 341245:

Man ermittle alle diejenigen Paare (x;y) nichtnegativer ganzer Zahlen x, y, fiir die

23+ 822 —6r+8=1y> gilt.

Aufgabe 341246A:

Zu gegebenen positiven ganzen Zahlen a und b sei (x,,)n=0.1,2,... diejenige Zahlenfolge, die durch

IEEEEE

xo =1, Tpt1 =ax, +b (n=0,1,2,..)
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Man beweise: Fiir jede Wahl von a und b enthélt die so gebildete Folge unendlich viele Zahlen, die keine
Primzahlen sind.

definiert ist.

Aufgabe 341246B:
Zwei Personen P und @ spielen das folgende Spiel:

In der Gleichung 2® + ax? + bz + ¢ = 0 belegt zunéichst P, danach Q und schlieflich wieder P je einen noch
nicht belegten der drei Koeffizienten a, b, ¢ mit einer reellen Zahl. Das Spiel ist genau dann fiir P gewonnen,
wenn die so entstandene Gleichung drei paarweise verschiedene reelle Losungen hat.

Man untersuche, ob P bei jeder Spielweise von @ den Gewinn erzwingen kann.
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1. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011211:

Da fiir 45 die Primzahlzerlegung 45 = 32 - 5 gilt, ist zu zeigen, dass die Summe 213% + 392! durch 32 und 5
teilbar ist.

Die letzte Ziffer von 21™ ist fiir jedes natiirliche n gleich 1, und die letzte Ziffer von 392"+ ist fiir jedes
natiirliche n gleich 9. Daher ist die letzte Ziffer der Summe gleich 0 und die Summe damit durch 5 teilbar.

Wegen 21 = 3-7 und 39 = 3 - 13 ist sowohl 2139 als auch 392! durch 32 teilbar und damit auch die Summe.
Also ist 2139 + 392! durch 45 teilbar. O

Bemerkung: Wegen 21 = 1 (mod 20), 39 = —1 (mod 20) ist 213% + 392! = 139 + (—1)2! = 0 (mod 20), und
wegen 2139 4 3921 = 321(739 . 318 4 1321) ist 2139 + 392! sogar durch 32! - 20 teilbar.

Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (2)

Losung 011212:

Die von der i. Ziegelei Z; zur j. Baustelle B; (i,j = 1,2)
zu transportierenden Mengen an Ziegeln seien z;;, insbesonde-
re sei 2117 = = (alle Mengenangaben in Millionen Stiick). Dann
gilt geméfl Aufgabenstellung: z;5 = 10 — x, 297 = 18 — 2 und
z2 = x — 3. Dabei miissen alle z;; > 0 sein; diese Bedingungen
fiihren auf die Ungleichungen

20km - (x—3)

26 km - (18-x) 24km - (10-x)

Nun stellen wir die Kostenfunktion auf, die die Summe aller Produkte aus Anzahl zu transportierender
Ziegel mal jeweilige Entfernung ist:
f(z)=25km-o+24km- (10 —2) +26km - (18 —z) + 20 km - (z — 3)
=—-bkm -z +648km — Min.

Dies ist eine lineare Funktion mit negativem Anstieg, die ihren Minimalwert wegen (1) folglich an der rechten
Intervallgrenze x = 10 annimmt. Daraus ergibt sich: z13; = 10, 210 = 0, 291 = 8 und 295 = 7.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 011213:

Wir haben es hier mit Variationen mit Wiederholung zu tun, denn wir wollen k, nicht notwendig verschiedene
Elemente aus der Menge der ersten n natiirlichen Zahlen auswéhlen und in einer Reihe aufschreiben (also
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mit Beachtung der Reihenfolge). Dabei haben wir fiir jede der k Stellen in der Reihe n Moglichkeiten,
demnach ist die gesuchte Anzahl V' (n, k) gegeben durch

V(n,k)=n-n-n---n=n"

k-mal
Somit lassen sich
a) V(2,3)=23=8, b)V(3,3) =32=27, c¢)V(4,3) =43 = 64 verschiedene dreistellige Zahlen bilden.
d) Fiir vierstellige Zahlen finden wir analog 2* = 16, 3* = 81 bzw. 4* = 256 verschiedene Losungen.
e) Haben wir dagegen n Ziffern zur Verfiigung, so lassen sich

- n Zahlen mit vier gleichen Ziffern aaaa angeben,

- 4n(n—1) Zahlen mit drei gleichen Ziffern aaab angeben (n Moglichkeiten, die Ziffer a auszuwéhlen,
n — 1 Moglichkeiten die Ziffer b auszuwéhlen und 4 Plétze, an denen b stehen kann),

- 3n(n — 1) Zahlen der Form aabb angeben (n Moglichkeiten, die Ziffer a auszuwéhlen, n — 1
Méglichkeiten die Ziffer b auszuwéhlen und 3 Moglichkeiten fiir die Platzwahl der beiden Paare
aa bzw. bb),

- 6n(n—1)(n—2) Zahlen der Form aabc angeben (n Moglichkeiten, die Ziffer a auszuwéhlen, n —1
Méglichkeiten die Ziffer b auszuwéhlen, n — 2 Moglichkeiten die Ziffer ¢ auszuwéhlen und (;) =6
Mboglichkeiten fiir die Platzwahl der Ziffern b und ¢ bzw. der Ziffern a und a),

- schlielich n(n — 1)(n — 2)(n — 3) Zahlen abed mit vier verschiedenen Ziffern angeben.
Die Gesamtzahl ist also

n—+4n(n —1) +3n(n — 1) +6n(n — 1)(n —2) +n(n — 1)(n — 2)(n — 3) = n*.
Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 011214:

1. Konstruktion:

(Bild a) Das Hilfsdreieck AM B kann aus den gegebenen Stiicken konstruiert werden, denn Punkt M
liegt auf dem Kreis k;, der tiber der Sehne AB = ¢ derjenige geometrische Ort aller Punkte ist, fur
die ¥BM A = w gilt.

Sei ferner LM N das Seitenmittendreieck von AABC. Dann ist ALM N nach den Strahlenséitzen ein
Parallelogramm und somit AL = MN = %, d. h., ein zweiter geometrischer Ort fiir M ist der Kreis

ko mit dem Radius g um N.

a) C b)
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Wegen w < 90° muss 5 > §, also ¢ < b gelten, da in den Dreiecken AMC und AM B dem grofleren
Winkel (hier xCMA > < BM A) auch die grofiere Seite gegeniiberliegt.

Die Aufgabe ist also nur losbar, wenn beide Kreise Punkte gemeinsam haben. Gewohnlich sind dies
zwei Losungen, die auch zu zwei nichtkongruenten Dreiecken ABC fiihren. Beriihren sich beide Kreise
von innen, gibt es nur eine Losung (Bild b).

Hier wird w vom Radius M N halbiert und wegen M N || AC sowie MN L AB ist tanw = g% = £
und mithin ¢ = btan §. In allen anderen Fillen kann man in N eine Senkrechte auf AB errichten, die
k1 in P schneidet. Dann gilt nach dem Peripheriewinkelsatz w = <BMA = <BPA und M N = g <
r = PN = §cot 5. Also ist hier btan § < c und somit allgemein

b-tan%§c<b. (1)
Umgekehrt folgt aus (1), dass k3 und ko Schnittpunkte haben und die Aufgabe losbar ist. O

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 011215:

Wir berechnen zunéchst die genaue Lange des Treibrie-
mens. Dazu seien A, B und C, D diejenigen Punkte, an
denen sich der Riemen von der treibenden bzw. getriebe-
nen Scheibe (Mittelpunkte M; bzw. Ms und Radien r bzw.
R) 16st.

AD und BC sind dann die gemeinsamen dufleren Tangenten
beider Kreise, die wir z. B. dadurch finden, indem wir ein
rechtwinkliges Dreieck aus der Hypotenuse M; My = a, der
Kathete PMs = R — r und <M;PMy; = 90° konstruieren
und die Kathete M; P um r parallel nach aulen verschie-
ben.

Bezeichnen wir noch den Winkel <<PM;M,; = «, dann gilt sina = R;T, und die geradlinigen Teile des

Riemens haben die Liange AD = BC = acosa, die beiden Kreishdgen die Liange AB = (7w — 2a)r bzw.
CD = (7 + 2a)R (o im Bogenmaf} gemessen), insgesamt also

I =2acosa+ (m—2a)r+ (7 +2a)R=n(R+7)+ 2a(asina + cos a). (1)
Fiir kleine Winkel « ergibt sich daraus mit % — sina ~ o und cosa ~ 1 — & a1 — B

5 5. die in der
Aufgabenstellung angegebene Naherungsformel

R— 2
lzw(R+r)+2a+%. (2)
Mit den gegebenen Werten fiir d = 2r, D = 2R sowie a ergeben sich nun mit (1) und (2) folgende Winkel,
Léngen und relativen Fehler:

a) a =4,59°, 1 =1568,7mm, [ = 1568,7 mm, % = 0,00 %,

b) o = 23,58, 1 = 872,3 mm, [ = 871,8 mm, %” — 0,05 %.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht
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1. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011221:

a) Bezeichnen wir die drei Abmessungen des Quaders mit z, y und z, so gilt es, das Produkt zyz nach oben
durch die feste Summe = +y + z = 90 cm abzuschétzen. Dafiir ist die Ungleichung vom arithmetischen
und geometrischen Mittel bestens geeignet:

Yryz < %, (z,y,z > 0, Gleichheit nur fiir = y = 2),
(z+y+2)3

T = 27000 cm?® = 271.

= V=uxyz<

Wir erkennen, dass das Volumen hochstens 271 betragen kann, und zwar genau dann, wenn alle
Abmessungen untereinander gleich sind: z =y = z = 30 cm (Wiirfel).

b) Diese Frage stellt nur eine Art ,Sophismus® dar. Denn da fiir die Hohe keine Vorschriften gemacht
werden, kann theoretisch z = 0 sein, d. h. das Mindestvolumen ist gleich null.

Aufgeschrieben und geldst von Korinna Grabski

Losung 011222:
Da 60 = 3 -4 -5 gilt, ist zu zeigen, dass unter der Voraussetzung

4y =2 (1)

das Produkt P =z -y - z durch 3, 4 und 5 teilbar ist.
1. Teilbarkeit durch 3:

Bei der Division natiirlicher Zahlen durch 3 treten als mogliche Reste die Zahlen 0, 1 oder 2 auf und daher
bei der Division der Quadrate dieser Zahlen durch 3 nur die Reste 0 und 1. Die moglichen Reste der Summe
der Quadrate zweier natiirlicher Zahlen sind daher 0, 1 oder 2. Wegen (1) kann 2 4+ y2 nur die Reste 0 oder
1 haben, d. h., mindestens eine der Zahlen z2, y2 hat den Rest 0 und ist damit durch 3 teilbar.

Aus 3|22 oder 3|y? folgt 3|z oder 3|y, und damit teilt 3 das Produkt P =z -y - 2.
2. Teilbarkeit durch 5:

Bei der Division natiirlicher Zahlen durch 5 kommen als Reste die Zahlen 0, 1, 2, 3 oder 4 vor und daher bei
der Division der Quadrate dieser Zahlen nur die Reste 0, 1, oder 4. Die moglichen Reste der Summe zweier
Quadrate natiirlicher Zahlen sind daher 0, 1, 2, 3, oder 4. Wegen (1) kann x2 + y2 nur einen der Reste 0, 1
oder 4 haben, und daher hat mindestens eines der Quadrate 22, 32 oder 22 den Rest 0 und ist somit durch
5 teilbar.
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Wegen des Satzes iiber die eindeutige Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren ist daher weiter
mindestens eine der Zahlen z, y oder z durch 5 teilbar und damit auch das Produkt P.

3. Teilbarkeit durch 4: Zunédchst ist mindestens eine der Zahlen z, y oder z gerade; denn die Annahme, dass
sowohl z, y und z (und damit auch x2, y2, 2?) ungerade Zahlen wiren, fiihrt zu dem Widerspruch, dass
22 + y? = 2? als Summe zweier ungerader Zahlen eine ungerade Zahl wire. Ist z gerade, so sind entweder

- z und y gerade - in diesem Falle teilt 4 das Produkt P - oder

- z und y ungerade. In diesem Falle lassen sich x, y und z schreiben als x = 22’ +1 und y = 2y’ + 1
und z = 22/, wobei 2', y/, 2’ beliebige natiirliche Zahlen bedeuten. (1) ist dann dquivalent mit 422 +
4’ + 1+ 4y + 4y’ + 1 = 42" bzw. mit 4(2"? + 2’ + y'?> + ') + 2 = 42’2, Dies ist ein Widerspruch,
da eine natiirliche Zahl nicht gleichzeitig durch 4 teilbar sein kann und bei der Division durch 4 den
Rest 2 lasst. Also ist Fall b) nicht moglich.

Ist z ungerade und eine der Zahlen x oder y gerade, so kann o. B. d. A. x als gerade vorausgesetzt werden.
Dann ist y ungerade. In diesem Falle lassen sich x, y und z schreiben als x = 22’ und y = 2y + 1
und z = 22’ + 1, wobei 2/, ¢/, 2’ beliebige natiirliche Zahlen bedeuten. (1) ist dann gleichbedeutend mit:
42" + 4y"? + 4y + 1 = 42'% + 42 + 1 und weiter mit 2/? = 2’2 + 2’ — y2 — ¢/, d. h., 2/ ist als Summe von
vier ungeraden Zahlen gerade, und daher ist auch z’ durch 2 teilbar.

Wegen x = 2z’ ist daher x durch 4 teilbar und damit auch das Produkt P. O
Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (2)

Losung 011223:

Man entnimmt aus dem

1. Gefi 2° = 1 Kugel,

2. Gefil 2! = 2 Kugeln,

3. Gefifl 22 = 4 Kugeln,

4. Gefal 23 = 8 Kugeln sowie
5. Gefifl 24 = 16 Kugeln.

Nun ermittelt man mit einer einzigen Wigung die Gesamtmasse dieser 25 — 1 = 31 Kugeln. Subtrahiert
man davon 31 -10 g = 310 g, so erhélt man die (Maf-)Zahl a.

Aus der Gleichung
1+ 229 + 423 + 824 4+ 1625 = a (1)

kann man eindeutig auf die Unbekannten z; € {0, 1} schlieflen, die angeben, ob im iten Gefdl Kugeln von
10g (z; = 0) oder 11 g (x; = 1) liegen.

Beweis:

(1) ist nichts anderes als die Bindrdarstellung xsxsxzzazy der Dezimalzahl a, wobei die Umrechnung von
einem Zahlensystem in das andere eineindeutig ist. O

Beispiel:

Es sei a = 22. Man erhdlt: 0+2-144-1+8-0+4+16-1 = 22. Also liegen in dem 1. und 4. Gefafl Kugeln
von 10 g, wihrend im 2., 3. und 5. Gefiaf§ Kugeln von 11 g liegen.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht
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Losung 011224:

Analysis und Konstruktion:

ABC sei das gleichseitige Dreieck mit den Eckpunkten auf den parallelen
Geraden g1, go und g3. Da AABC' lidngs der Parallelen beliebig verscho-

ben werden kann, diirfen wir eine Ecke, etwa A auf g;, nach Gutdinken 9:
auswéahlen.

Drehen wir nun AABC um A um 60° und nimmt bei dieser Drehung 9
Ecke B die Gerade go mit, so gelangt AB in die Lage AC und g> nach '
g5. Eckpunkt C wird demnach durch g3 und die um 60° gedrehte Gerade 9:

g% bestimmt. Den dritten Eckpunkt B finden wir als Schnittpunkt des
Kreises mit Mittelpunkt A und Radius AC mit der Geraden gs.

Alternative Konstruktion:

Wir wéhlen einen beliebigen Punkt D auf einer der d&ufleren Geraden, etwa go, und tragen hieran die Winkel
60° und 120° ab. Die Schnittpunkte der freien Schenkel mit g3 und g¢; seien C' bzw. A.

Der zweite Schnittpunkt des Umkreises k von ADCA mit g, sei B. Dann ist AABC das gesuchte gleich-
seitige Dreieck.

Beweis:

Nach Konstruktion gilt < BDC = <CDA = 60° im Sehnenviereck BCAD. Ferner ist aufgrund des Peri-
pheriewinkelsatzes < BDC = <BAC = 60° und <CDA = <CBA = 60°.

Das Dreieck ABC' hat somit zwei Innenwinkel von 60°, also hat auch der dritte Innenwinkel diese Grofle.
Mithin ist das Dreieck gleichseitig. O

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht
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1. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011231:

Zur Bestimmung der optimalen Belieferung muss die Kostenfunktion in Abhéngigkeit von den beeinflussba-
ren Parametern ausgedriickt werden. Diese Funktion ist die Summe der Transportkosten zu den einzelnen
Baustellen bzw. (aufgrund der Proportionalitit) die Entfernung, iber die hinweg die Ziegel transportiert
werden.

Wenn man die Lieferungen von Ziegelei 2 (Z2) - in Millionen Ziegeln - an die Baustellen 1, 2 und 4 (B1
usw.) mit z,y und z bezeichnet (B3 braucht nicht beachtet zu werden), erhilt man

K(z,y,z) =28(5,2 — x) + 26z + 30(3,0 — y) + 36y + 21(4,1 — z) + 20z = 321,7 — 2z + 6y — 2.

Als Nebenbedingung gilt dabei = + y + z = 6,3, d.h. Z2 liefert 6,3 Millionen Ziegel an B1, B2 und B4; die
restlichen 5,7 Millionen gehen an B3. Die Funktion K soll minimal werden.

Das ist der Fall, wenn z und z moglichst grofie, y dafiir einen kleinen Wert annimmt, wie man an den Vor-
zeichen sieht. Die Nebenbedingung fiigt man ein, in dem man K(y,z) = K(6,3—y—z,y,2) = 309,148y + =
festlegt.

Zu beachten sind weiterhin 0 < y < 3,0 und 0 < z < 4,1 (nur dieser Bereich ist fiir Lieferungen der Z2 an
B2 bzw. B4 sinnvoll), sowie 1,1 <y + z < 6,3 (B1 kann hochstens 5,2 Millionen Ziegel von Z2 bekommen).

In K haben sowohl y als auch z positive Vorzeichen, beide miissen also so klein wie mdoglich werden. Den
kleinsten Wert fur K (y,z) erhdlt man fiir y = 0 und z = 1,1, da y den groBeren Vorfaktor hat. Es folgt
T =5,2.

Zusammengefasst: Z1 liefert je 3 Millionen Ziegel an B2 und B4, Z2 liefert 5,2 Millionen an B1 und 1,1 Mil-
lionen an B4.

Hinweis: Das aus der Schule bekannte Verfahren, (lokale) Minima mittels Ableitungen zu bestimmen, funk-

tioniert hier nicht. Grund dafiir ist, dass die Funktion K (bzw. K) in ihren Argumenten linear ist. Extrema
treten in diesem Fall nur global auf an den Réndern der durch die Ungleichungen festgelegten Bereiche.

Aufgeschrieben und gelost von Carsten Balleier

Losung 011232:
Da das Werkstiick ein Sechseck mit gleich groflen Innenwinkeln ist, betrégt jeder Innenwinkel

1
g (6-2)-180° = 120°

Wir berechnen nachfolgend die Lénge (in Léngsrichtung des Blechstreifens) und Breite (in Querrichtung)
eines Werkstiicks und daraus die erforderlichen Abmessungen.
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o b
D ) o
id
51 a

a) (Bild a) Die Lange betragt

3
b cos(30°) 4 a - cos(30°) = g (a +b) = 36,373 mm,

fiir 10000 Werkstiicke also 363,730 m zuziiglich 20,002 m fiir 10001 Absténde s;.

Der Blechstreifen muss somit insgesamt 383,732 m lang sein. Die Breite des Werkstiicks ist
a + 2bsin(30°) = a + b = 42 mm,

zusammen mit zwei Abstanden s; muss der Blechstreifen 46 mm breit sein.

Seine Fliche betrigt 383,732m - 0,046 m = 17,652 m?. Die Fliche eines Werkstiicks ist gleich der
Fléache eines gleichseitigen Dreiecks der Seitenldnge a + 2b abziiglich der Fliche dreier gleichseitiger
Dreiecke der Seitenldnge b, also

3 3
%(a +20)%* - 3- %bQ = 999,4 mm?.

Die 10000 Werkstiicke beanspruchen somit eine Fliche von 9,994 m?, woraus sich der Abfall zu
7,658 m? berechnet.

b) (Bild b) Da die Werkstiicke jetzt um 90° gedreht werden, ist die Breite gleich der Lange aus a),
zusammen mit der doppelten Stegbreite so ergibt sich eine Breite des Blechstreifens von 42,4 mm.

Zur Berechnung der Linge wird zunéchst so = 0 angenommen. Die Schwerpunkte zweier Werkstiicke
sind dann

b b a b 1
§+§+§+§:§(a+3b):2970mm

entfernt.

Die gesamte Lange des Blechstreifens ist hier
9999 - [29,0 mm + s3 cos(30°)] + 2 - 21,0 mm + 253 = 315,997 m,

der Verbrauch 13,398 m? sowie der Abfall 3,404 m?.
Die Materialersparnis betragt gegeniiber a) 24,1 %.

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht

Losung 011233:

Da der Wiirfel sechs Quadrate als Oberflache besitzt und das Tetraeder sechs Kanten hat, nehmen wir sechs
geeignete Oberflachendiagonalen als Kanten des Tetraeders (Bild a), die selbstverstédndlich gleich lang sind
und damit tatsdchlich ein regelméfBiges Tetraeder bilden.

Das Oktaeder hat sechs Eckpunkte, so dass die Mittelpunkte der Oberflichen des Wiirfels als Eckpunkte
eines regelméfBigen Oktaeders gewahlt werden kénnen (Bild b).
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a) Das Tetraeder schneidet vom Wiirfel mit dem Volumen Viy = a® vier dreiseitige Pyramiden ab, wobei

das Volumen jede dieser Pyramiden mittels V = %Ah berechnet werden kann.

Dazu wéahlen wir das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck mit der Kathetenldnge a als Grundfliche,
also A = 1a® Die Hohe betriigt ebenfalls h = a, so dass V = #a® folgt. Daraus ergibt sich das
8_4.1a3 =143

Volumen des Tetraeders zu Vi = a ga’ = %

Fir das Oktaeder ergibt sich eine Kantenlidnge von ga; es kann aus zwei vierseitigen Pyramiden

zusammengesetzt werden. Die Grundseiten dieser Pyramiden (ein Quadrat) haben einen Flacheninhalt

von A = %aQ, somit hat das Oktaeder ein Volumen von Vo =2 - %aQ - %a = %a?’.

Die Volumina stehen also im Verhéltnis Viy : Vp: Vo =6:2: 1.

a)

AN
A\

b) Um den Radius der dem Tetraeder einbeschriebenen Kugel zu bestimmen, betrachten wir zunéchst
die Umkugel des Tetraeders. Diese ist offenbar mit der Umkugel des Wiirfels identisch, so dass die
halbe Raumdiagonale des Wiirfels gleich dem Umkugelradius ist: R = @a.

Die Inkugel mit dem Radius r beriihrt dagegen die Tetraederflichen von innen, wobei jede Tetraederfla-
che eine Tangentialebene an die Inkugel im Berithrungspunkt aufspannt. Somit liegen Wiirfeleckpunkt,
Beriihrungspunkt und Mittelpunkt auf einer Geraden, und es gilt R = h+ 17 bzw. r = R — h mit h
als Hohe der unter a) betrachteten dreiseitigen Pyramiden mit dem (jetzt gleichseitigen) Dreieck als
Grundflache.

Diese Hohe berechnet sich aus der obigen Volumenformel mit

1 3V a3 /2 a
sz 3 hziz = .
g A= Va2 3

1 1
Daraus folgt r = —=a = - R.

2v/3 3

Alternative Berechnung des Inkugelradius:

Betrachte das sog. Seitenmittentetraeder, das die Schwerpunkte der Seitenmitten des urspriinglichen
Tetraeders miteinander verbindet. Dessen Umkugel ist gleich der gesuchten Inkugel, da die Inkugel die
Tetraederflichen in den Schwerpunkten der gleichseitigen Dreiecke, die die Oberfliche des Tetraeders
bilden, beriihrt.

Mit Hilfe des bekannten Satzes, dass der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 1 : 2 teilt,
folgt r = %R.

Mithin hat die Inkugel ein Volumen von %71'7"3 = ﬁ ad.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht
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Losung 011234:
Bemerkung 011334 = 011135

1. Analyse:

Der Berithrungspunkt des Halbkreise iiber AM bzw. iiber M B mit dem zu konstruierenden Kreis k
sei K bzw. L, der Beriihrungspunkt des Halbkreise iiber AB mit k sei N. Die Mittelpunkte von AM
bzw. BM werden mit P bzw. () bezeichnet.

Da die Tangenten von k und den Halbkreis iiber AM in K identisch sind und die Tangenten senkrecht
auf den Radien stehen, geht die Strecke zwischen dem Mittelpunkt R vom Kreis £ und P durch K.

Analog folgt, dass L auf RQ liegt. Da RP = A?M + RK = RQ gilt, ist xPM R = 90° und es gilt nach
dem Satz des PYTHAGORAS

(4" v = ()
Aus RN = RK folgt
i(AM)2 + (AM)? —2(AM)(RN) + (RN)? = i(AM)2 + (AM)(RN) + (RN)?.
Also ist (AM)? = 3(AM)(RN), d. h.

=1cm und

RNzéAM:
MR =MT — RN =2cm.

(SIS

1I. Konstruktionsbeschreibung:
(1) Konstruiere die Mittelsenkrechte von AB und bezeichne den Schnittpunkt dieser Mittelsenkrech-
ten und den Halbkreis {iber AB mit N.

(2) Nun konstruiere einen Punkt S auf der Verlangerung von AM tiber A hinaus mit SM = 3AM.
Konstruiere die Senkrechte zu SM in A, bezeichne den Schnittpunkt dieser Senkrechten und SN
mit 7. Dann ist nach Strahlensatz TIN = %SN .

(3) Konstruiere nun das Lot von T auf M N und bezeichne den Lotfupunkt mit R, so ist nach
Strahlensatz NR = %M N =1cm, d. h. R ist nach obiger Vorbetrachtung der Mittelpunkt des
Kreises k, der die kleinen Halbkreise auflen und den grolen Halbkreis innen beriiht.

(4) Schlage einen Kreis um R mit den Radius RN.

II1. Konstruktion:

S

Aufgeschrieben und gelést von Steffen Weber
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Losung 011235:

Die kiirzeste Variante ist diejenige mit der Ungleichung iiber das quadratische und arithmetische Mittel,
falls x, y positive Zahlen sind:

T+y [22 + 92 [ a2 a
< =\/—=—=—F == <+V2a.
5 < 5 D) \/i :L'—|—y7\[a

Wegen a > 0 gilt die Behauptung erst recht fiir nichtpositive z, y. Die Ungleichung selbst kann einfach wie
folgt gezeigt werden:

(z—y)?>0
22 +y* > 2y

2(2% 4+ 9°%) > 2? + 20y + % = (x4 9)*

Pyt (w+y)? [ty ?
2 = 4 - 2

[ 2 2
Y >x+y.D
2 -2

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

1.-34. Olympiade - Klasse 12 245



http://www.olympiade-mathematik.de E%

1. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011241:

a) Es gilt:
237T=a-0
251 =a—b-1070%
269 =a—b-1070%
Gleichung (1) kann man leicht nach a umstellen und in die anderen beiden Gleichungen einsetzten.
Man erhalt:
14=0b-1b-107%
32=b—0b-10""

Dies kann man umstellen zu:

10793 = (b —14) /b
107%9% = (b—32) /b = (1079%%)?
Setzt man beide Gleichungen ineinander ein, erhilt man:
(b —14)/b)®> = (b —32)/b
(b — 420% + 588b — 2744) /b® = (b — 32)/b
bt — 420 4 588b% — 2744b = b* — 3203

0 = 100> — 588b% + 2 744b
0 =10b- (b* — 588/10 - b+ 2744/10)

Durch Anschauen der Ausgangsgleichungen kann man leicht sehen, dass die Losung b = 0 entféllt.

Damit gilt:
bio = 294/10 + /86436/100 — 2744/10
b1 = 53,69 by = 5,11
a1 = 290,69 as = 242,11
ki = 0,44 Fiir diese Werte lésst sich kein k berechnen. Damit entfallt diese

Losung.

Die Konstanten haben damit folgende Werte: b = 53,69, a = 290,69 und k = 0,44.
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b) +=0,6dt/ha —  y=261,46dt/ha
x=12dt/ha —  y=274,77dt/ha
¢) = 261,46/261 = 1,0018 = Fiir den ersten Versuch gibt es eine prozentuale Abweichung von 0,18 %.

x = 274,77/275 = 0,9992 = Fiir den zweiten Versuch gibt es eine prozentuale Abweichung von
0,08 %.

Aufgeschrieben und geldst von Korinna Grabski

Losung 011242:
Indirekter Beweis: Angenommen, keine der Zahlen u(1 —v), v(1 —w), w(1 —u) ist nicht gréBer als 1, d. h.,

alle drei Zahlen sind grofler als i. Deren Multiplikation liefert

wow (1l —u)(1 —v)(1 —w) > 6i4 (1)

Andererseits ist jedoch u(1—u) = i— (u — %)2 < %; analoge Ungleichungen gelten fiir v und w. Multipliziert

man diese drei Ungleichungen, zeigt sich, dass (1) nicht gilt. Somit war die obige Annahme falsch, und die
Behauptung ist bewiesen. O

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht
Losung 011243:

a) Der bisherige Abfall besteht aus zwei rechtecki-
gen Fliachen, wobei die grofere I

1000 m — 600 m = 400 m lang und ‘ 1000 m -1 21 —-1000 m g
1,42m — 0,5m = 0,92m breit ist - w

S 8

und somit eine Fliche von 368 m? hat. = 8
Die kleinere Fliche ist 600 m lang und 0,02m g

breit, entsprechend 12 m?.
Der Abfall betrigt also insgesamt 380 m?, gemessen an der Gesamtflache von 1420 m? sind das 26,8 %.

b) Da die Gesamtbreite vorgegeben ist, kann zur Optimierung nur die Gesamtlénge [ variiert werden.
Dazu werden die Bleche mit einer Breite von 500 mm wie im Bild gezeigt auf zwei Bahnen aufgeteilt,
wobei das kiirzere Stiick eine Linge von 1000 m —{ hat (eine Aufteilung auf drei Bahnen kommt wegen
3 - 500 mm > 1420 mm nicht in Betracht). Gleichzeitig wird der verbleibende Platz fiir zwei Bahnen
der schmaleren Bleche genutzt, die dann jeweils eine Lange von 2! — 1000 m haben.

Aus der gegebenen Gesamtlange der schmaleren Bleche folgt nun
2(20—1000m) +1 =50 —2000m = 1800 m

und daraus [ = 760 m.

c) Der Abfall betriigt jetzt 240 m x 0,1 m = 24 m? plus 760 m x 0,02 m = 15,2 m?2, also insgesamt 39,2 m?.
Das sind nur noch 2,8 % der Gesamtfliche.

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht
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Losung 011244:

Fir ein Quadrat ist offensichtlich, dass das Gleichheitszeichen gilt. Alle anderen Vierecke haben mindestens
einen Innenwinkel, der grofler als 90° ist; dieser sei 0.B.d.A. «a.

In einem konvexen Viereck kann man den Kosinussatz fiir die Diagonalen benutzen:
f?=a?+d? — 2adcosa
Nun ist aber —cosa > 0 und daher gilt:
f?>a*+d>.
Folgende Kette gilt wegen der Monotonie von min und wegen a,d > 0:
a® + d* > 2min{a?, d*} = 2[min{a, d}]* > 2[min{a, b, ¢, d, e, f}]?
Auflerdem ist max{a,b,c,d, e, f} > f. Wir erhalten:
max{a,b,c,d,e, f} >+v2min{a,b,c,d e, f} O

Aufgeschrieben und geldst von Carsten Balleier

Losung 011245:

a) (Bild a) Beschreiben wir die Lage der Punkte A, B, A’, B’ usw. mit den Ortsvektoren da, b, @ bzw.
b usw., so sind die Mittelpunkte M und N durch /m = (@ + @) bzw. @ = L(b+ ') gegeben. Der
Mittelpunkt @ der Strecke M N ist demzufolge gleich dem arithmetischen Mittel ¢ = i(c‘i +a@ +b+0b )
der vier Vektoren. Aufgrund des Kommutativ- und Assoziativgesetzes ist dieser Ausdruck auch der
Mittelpunkt derjenigen Strecke, deren Endpunkte durch ¢'= %(5 +b)und d = %(d” + b’) beschrieben

werden.

Der erste Punkt ist der Mittelpunkt C' der Strecke AB (und damit ein fester Punkt), wihrend der
zweite der Mittelpunkt D einer willkiirlich gewéhlten Strecke in P (also selbst ein beliebiger Punkt)
ist. Die Mittelpunkte @ aller Strecken C'D liegen somit nach der Umkehrung des Strahlensatzes in
einer Ebene P’, die parallel zu P verlauft und z. B. das Lot von C auf P halbiert.

b) Aus den obigen Betrachtungen folgt, dass der geometrische Ort aller Punkte L ebenfalls ein Kreis
bzw. dessen Inneres ist, der die Schnittfliche des (schiefen) Kreiskegels mit der Grundfliche O und
der Hohe h in halber Hohe ist.

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht
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2. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021211:

Die Grundflache fiir eine Hohe von 6 m betragt: 20 Sdulen mit 0,9 m Durchmesser, 6 Sdulen mit 0,8 m
Durchmesser, 9,6 m Wande der Starke 0,8 m, 31,6 m Wénde der Stéirke 0,3 m und 4,8 m Wande der Starke
0,2 m, insgesamt ein Volumen von 248,8 m?. Hinzu kommen noch 8 m der Wandstérke 0,3 m und der Hohe
3,85 m iiber den Zugingen zum Treppenhaus, also 9,2 m>.

Somit werden ca. 258 m® Beton bendtigt.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 021212:

Da wir keine weiteren Angaben haben, miissen wir annehmen, dass die 52 Fische des zweiten Fangs eine
repréiisentative Stichprobe der Gesamtheit der Fische im See darstellen. Demzufolge sind 75 der Fische (im
ganzen See!) markiert, also jeder 13.

Insgesamt befinden sich dann ungefdhr 13 - 30 = 390 Fische in diesem See.

Aufgeschrieben und geldst von Carsten Balleier

Losung 021213:
Beweis:

a) Damit sie fiir alle reellen x definiert ist, darf der Nenner nicht Null und der Radikand nicht negativ
sein. Das ist erfiillt, wenn Vz : 22 — 22 +2 > 0. Nach der Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen
hat die zugehorige Gleichung die Losungen z = 1+ /1 — 2 ¢ R, der quadratische Ausdruck hat also
keine reellen Nullstellen. Da er stetig ist, reicht es zu wissen, dass er an einem Punkt grofiler Null ist
(z. B. 2 = 0 und 2% — 22 + 2 = 2 > 0), um zu folgern, dass er iiberall gréBer Null ist. Damit ist die
Funktion auf der gesamten reellen Achse definiert.

b) Wir untersuchen die erste Ableitung fiir > 1 (also |z — 1| =2 — 1):

Va2 oz g2 e-bee=y)
) = x? —2x+2 oat-mi _ 1
2?2 — 2z + 2 (22 — 2z +2)%

Der quadratische Ausdruck ist wie in a) gezeigt positiv und daher gilt ' > 0 Vo > 1. Da in y ein
Betrag vorkommt, haben wir bei = 1 die rechtsseitige Ableitung genommen.

¢) Per Definition haben wir y > 0. Aufilerdem sind folgende Aussagen einander dquivalent:

y<l <= |Jz—-1l<vVa2-22+2 = (r—-1)>*<2®-22+2

— ?-2r+1<2?-2r+2 <= 1<2 wahre Aussage.
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Die zweite Aquivalenz ist wahr, weil wir nur positive Ausdriicke betrachten.

d) Die Funktion ist symmetrisch beziiglich der Achse = 1, d. h. sie geht unter 1 +  — 1 — x in sich
selbst iber. Fiir den Zahler gilt: |(1 —z) — 1] = | — z| = || = |(1 + z) — 1|. Im Nenner haben wir:

(1-—z)? -2l —z)+2=(1—-2x+2%) + (-2 +2x)+2
=(1+2z+2?)+(-2-22)+2=(1+2)*-2(1 +2)+2.

Damit sind die Eigenschaften a) bis d) bewiesen. O

Aufgeschrieben und geldst von Carsten Balleier

Losung 021214:

Die gegebene Gleichung wird zunéichst mittels sin?(z) = 1 — cos?(z) umgeformt, wobei wir zur Abkiirzung
¢1 = cos(x), co = cos(2x), cg = cos(3x) schreiben:

cicies + (1= )1 = )1 = c§) = e} + cicf + ¢33

222 2, 2, 2 22, 22, 22 222_ 22, 22, 22
= ez + 1= (o] + 3 +c3) + (ciey + cae5 + c3¢7) — cieaes = ¢¢; + ¢jc3 + ¢3¢,

= A+ +E=1 (1)
Mit Hilfe der Additionstheoreme erhalten wir: ¢z = 2¢7 — 1 und c3 = 4c¢ — 3¢p. Dies eingesetzt in (1) ergibt:

A+ (22 —1)% + (46 —3c1)? =1
= 16¢§ —20c] +6¢3 = 2¢2 (8¢] — 103 +3) = 0. (2)

Aus cf = 0 folgen die ersten beiden Losungen: x1 = 90°, x5 = 270°. Fir weitere Losungen muss der
Klammerausdruck in (2) verschwinden, was auf eine biquadratische Gleichung mit den Lésungen ¢? = % + %
fiihrt.

Aus ¢} = % folgen die vier Losungen: z3 = 30°, x4 = 150°, 25 = 210° und x¢ = 330°, sowie aus ¢ = % vier

weitere Losungen: x7 = 45°, xg = 135°, zg = 225°, x19 = 315°.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 021215:
Analysis:

Da D auf dem Kreis k liegt, ist die Forderung, dass ABC'D ein
Sehnenviereck sein soll, trivial. Fiir ein Tangentenviereck ABC D
muss jedoch AB+CD = BC+ DA oder |AB—BC| =|DA-CD)|
gelten.

Sei 0. B. d. A. AB > BC (und damit DA > CD) sowie E derje-
nige Punkt auf DA mit DFE = DC. Dann ist das Dreieck DEC
gleichschenklig mit <CDFE = 180° — < ABC = 180° — 3 (Eigen-
schaft eines Sehnenvierecks) und den Basiswinkeln £ .

Folglich ist xAEC = 180°— %ﬂ. AuBlerdem ist AE = DA—-CD =
AB— BC eine bekannte Lange. Wir gelangen dadurch zu folgender
Konstruktion.
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Es wird derjenige Kreisbogen k' konstruiert, der iiber der Sehne AC auf der B entgegengesetzten Seite den
Winkel 180° — %B fasst (z. B. durch Konstruktion des gleichschenkligen Dreiecks AFC mit den Basiswinkeln

B)-
Dessen Schnittpunkt mit dem Kreis k" (Mittelpunkt A, Radius AE = AB — BC) liefert den Punkt F.

Konstruktion:

Die Verlingerung von AFE schneidet k£ dann im gesuchten Punkt D.
Aufgeschrieben und geldst von Eckard Specht
Losung 021216:
Beweis:
Es gilt
N =o'+ 4yt = (2%)? + (25°)* + 2(2%2°) — 4(2%?) = (® + 2%)? — (2ay)®
= (2% + 2y + 2zy) (2? + 2y* — 22y).

Da 22 4+ 2y? + 2zy > 22 +2y? — 22y = (v —y)? + 9> > 0 fir v +y > 0 und N = 0 fiir z +y = 0 gilt, ist N
genau dann prim, wenn der zweite Faktor in obiger Gleichung

2?42 —2ey=(z—y)?+y=1
und 22 + 22 + 22y Primzahl sind.

Da Quadrate immer nichtnegativ sind muss zur Erfillung der ersten Bedingung entweder y = 1 und |z—y| =
0 oder y = 0 und |z — y| = 1 sein. Im letzteren Fall wére (x,y) = (1,0), aber N = 1 ist nicht prim. Fiir
y=1lund |z —y|=0ist (z,y) = (1,1),d. h. N =1+4 =5 ist tatséchlich eine Primzahl.

Somit gibt es nur ein Paar (z,y) natiirlicher Zahlen: (1,1), fiir das N = a* + 4y* eine Primzahl ist. O

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber
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2. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021221:

Bezeichne a die Anzahl der Friasmaschinen zur Produktion von Stiicken der Sorte 1, b die Anzahl der
Frasmaschinen mit Revolverkopf-Spannvorrichtung zur Produktion von Stiicken der Sorte 1 und ¢ die Anzahl
der Automaten zur Produktion von Stiicken der Sorte 1.

Dann werden pro Tag u = 10a 4 20b + 30c Werkstiicke der Sorte 1 und v = 20(3 —a) +30(3 —b) +80(1 —¢)
Werkstiicke der Sorte 2 gefertigt.

Offensichtlich ist v < 120, wobei v = 0 fiir v = 120 folgt.

Fiir u = 110, wére (a,b,¢) = (2,3,1), d. h. v = 20.

Fir u = 100, wére (a,b,c) € {(1,3,1),(3,2,1)}, d. h. v € {40, 30}.

Fir u = 90, ware (a,b,c) € {(0,3,1),(2,2,1),(3,3,0)}, d. h. v € {60, 50, 80}.
Also werden maximal 80 Paare von Werkstiicken der beiden Sorten gefertigt.

Aufgeschrieben von Steffen Weber — Quelle: (11)

Losung 021222:

Zuerst muss die Zeit als Funktion der Verédnderlichen ausgedriickt werden, deren Minimum dann gesucht
werden muss. Diese Funktion ist die Summe aus der Zeit fiir die Durchquerung von Medium 1 und der fiir

Medium 2:
1 a 1 b

cicosa  cypcosf

t(er, B) =
Dabei gilt die Nebenbedingung a tan o + btan § = d. Diese wird wie folgt verwendet:

1 1
V1 + tan? g \/1+bi2(dfatana)2

cos 3 =

Einsetzen liefert:

a 1
c1 CoS &

b 1
= E— — J— 2
t(a) + o \/1 + 72 (d — atana)?.

Wir bilden die erste Ableitung:

1 1 1

a -1 b
! )—1—6— - ~b—2-2(d—atana)-(—a)
2 2\/1 + 32 (d — atan a)?

t'(a) = ———(—sina
(a) c10082a(

cos?2a’
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An Extremstellen wird diese Null:

1 . a d— atan «
=—— | —sina——
cos®a | ¢ c2 /b2 + (d — atan)?
. d— atan «
0=cysina —c;
Vb%+ (d — atana)?

btan 3

by/1 +tan?

= cosina — ¢q sin f3.

=cysina —

Das ist aber dquivalent zu

c1 sin «

¢ sinf’

Nun muss gezeigt werden, dass es sich tatséichlich um ein Minimum handelt. An den Stellen mit #(a) = 0
gilt fir die zweite Ableitung:

~ 1 1 1 -
(o) = a [cosa— a]

“ €2 \/b? + (d — atan a)23 cos® a

a a
= 5 —cosa + — 3
cos?2a | ¢ €2 cos2 ary/b% + (d — atan a)?

> 0.0

Aufgeschrieben und gelost von Carsten Balleier

Losung 021223:

a) Wir starten mit der bekannten Eigenschaft, dafi jede Quadratzahl grofier oder gleich Null ist und

formen dquivalent um:

(cosa — cos 3)° + (cos B — cos ) + (cosa — cosy) > 0

cos? a — 2cos acos B + cos? B + cos? B — 2cos B cosy + cos
+cos?a — 2cosacosy + cos?y > 0

—cos? o — cos? B — cos® y — 2cosacos B — 2cos fcosy — 2cos o cos Y
+3cos? a +3cos? B+ 3cos’y >0
— (cosa + cos f + cosy)® + 3 (cos? a + cos® § + cos?y) > 0

Damit ergibt sich:

1
cos? a4 cos? B + cos? y > 3 (cosa—l—cosﬁ—&-cos'y)2 (1)

Wir wenden nun die Jensensche Ungleichung fiir n = 3 an, damit sich der Term auf der linken Seite
der Ungleichung (1) ergibt:

1 1 1
3 cosa + gcosﬁ—i— 3 cosy > cos (?; + g + g) = cos(180°) = % also
3
cosa—l—cosﬁ+COS’yZ§ (2)

Setzt man nun (2) in (1) ein, so ergibt sich die Behauptung:

2
1 1/3 3
cos® a4 cos? B + cos? y > g(cosa—l—cosﬁ—i—cos'y)2 > 3 <> == O
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b) Gleichheit gilt, wenn die Einfithrung von Ungleichungen zur Gleichheit gebracht wird, also:

(cos o — cos 5)2 + (cos B — cos 7)2 + (cos a — cos fy)2 =0
Dies ist gleichbedeutend mit
(cosa —cosB)? =0 und (cosfB —cosy)> =0 und (cosa — cosy)® =0

Dies ist genau dann erfiillt, wenn o = 8 = v = 60°. Die Jensensche Ungleichung gilt unter denselben
Bedingungen, so dafl die Probe die Gleichheit nachweist:

cos? o + cos® f + cos? v = 3 - cos? 60° = 3 - (%)2 = %.
Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel
Losung 021224:

a) Der geometrische Ort aller Punkte M, die die gegebenen Be-
dingungen erfiillen, ist der Halbkreis mit Durchmesser AB,
der auf der gleichen Seite von AB liegt wie der Punkt F.

b) Nach dem Satz des THALES ist es fur die Wahrheit der obi-
gen Behauptung notwendig, dass der Winkel <BM A ein
rechter Winkel ist. Gleichbedeutend ist es zu zeigen, dass
SDME = 90° gilt.

Gemif dem Innenwinkelsatz gilt aber xDME + <MED +
JSEDM = 180°.

Geméf dem Innenwinkelsatz gilt aber < DMFE 4+ <MED + <EDM = 180°.

Per Konstruktion ist das Dreieck AC'D gleichschenklig, daher x EDM = «. Gleiches trifft auf das
Dreieck BEC' zu, so dass 8§ = <BEC = <M ED (Gegenwinkel).

Der Auenwinkelsatz fithrt auf 2 = 6 und 28 = ~, also 2(a+ ) = v+ 0 = 180° (gestreckter Winkel).
Wegen a + 5 =90° = < DMF folgt die Behauptung.

Noch bewiesen werden muss, dass M nur auf einem Halbkreis liegen kann: Wegen o < 90° und 8 < 90°
koénnen sich die Geraden BE und AD aber nur auf der einen Seite von AB schneiden. O

Aufgeschrieben und geldst von Carsten Balleier

Losung 021225:

Beweis: Aus der bekannten Tatsache, dass das Quadrat einer beliebigen reellen Zahl (hier die Zahl a — b)
stets nichtnegativ ist, folgt der Reihe nach

(a—0)>>0
a?—2ab+b* >0

a’ + b% > 2ab

a?+b> a b

= -4+ —->2.
ab b+a_

Dabei bleibt bei der Division durch ab > 0 das Relationszeichen erhalten. O

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht
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2. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021231:

Als erstes ist festzuhalten, dass der Wertebereich von = durch die Formel bereits wie folgt eingeschrénkt ist:
—1 < x < 1. Nun sucht man die Grenzstellen der Ungleichung, d.h. man berechnet zunéchst:

1 1

_ =1
Vi+tr J1—=x
\/1—x—\/1+m_1

V1—a?
1—x+1+x72m71
1— 22
2 —2v1— a2
1— 22 -

2-2y1—22=1-22

0=1—2>-2+2y1— 2

1

Jetzt wird substituiert mit z = /1 — z2.

0=22422-2
21’2:—1:&\/3

Uber die Substitution kann z wie folgt bestimmt werden:

z=+v1-—22
22=1-— 22

22=1-22

T =11-22

Fiir 2z = —1 — /3 liisst sich kein  berechnen. Fiir z; = —1 + /3 ergibt sich  ~ +0,6813. Um zu kliren, wo
jetzt tatséchlich eine Grenze liegt (durch das Quadrieren kénnen Scheinlésungen entstehen) und wie sich
die Kurve verhilt, setzt man Werte aus jedem Intervall in die Gleichung ein.

x=—0,T: 1,059 > 1 (w.A.)
z=0: 0>1 (fA.)
z=0,T: ~1,059 > 1 (f.A)

Damit gilt die Gleichung ﬁ — \/% > 1 fir -1 <z < —0,6813.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski
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Losung 021232:

Grundsitzlich sind hier die beiden Félle zu unterscheiden:
1. Die beiden gegebenen Seiten des Vierecks grenzen aneinander.
II. Die beiden gegebenen Seiten liegen sich im Viereck gegeniiber.

Alle weiteren Félle lassen sich auf diese beiden zuriickfithren. Seien also a und b die gegebenen Seiten und
e und f die gegebenen Diagonalen sowie o der gegebene Winkel zwischen den Diagonalen.

Wenn nun in der folgenden Beschreibung die Lage von a angegeben ist, so miissen die Konstruktionsbe-
schreibungen ebenfalls fiir den Gegenwinkel 8 = 180° — a gelten, da nicht angegeben ist, welcher Winkel
der Schnittwinkel zwischen e und f sei.

Ebenso missen e und f gedanklich austauschbar sein genau so wie a und b.

I. Die beiden gegebenen Seiten des Vierecks grenzen aneinander.

Die Konstruktion geschieht wie folgt:
a) Konstruktion des Dreiecks ABC aus a, b, f.

b) Konstruktion des Winkels @ an f in einem beliebigen
Punkt, es entsteht eine Gerade ex.

c¢) Parallelverschiebung von ex so, dafl die Gerade durch
B verlauft, es entsteht eine Gerade e * *.

d) Abtragen der Strecke e in B auf der Geraden e * * so,
daf} der entstehende Punkt D in der bzgl. AC anderen
Halbebene als B liegt.

Das Viereck ABCD ist das gesuchte Viereck. Wie bereits
angemerkt, miissen alle Félle, die durch Vertauschen von a
und b sowie e und f sowie o und sein Nebenwinkel betrach-
tet werden.

5B
II. Die beiden gegebenen Seiten liegen sich im Viereck gegeniiber.

Die Konstruktion geschieht wie folgt:
D £ E & &

a) Konstruktion eines Dreiecks BED aus
BD = ¢, DE = f und dem Winkel a zwi-
schen den beiden Seiten.

b) Konstruktion des Dreiecks BCE aus BC =
b, CE = a und der vorhin konstruierten
Strecke BE.

¢) Wie im 1. Fall wird nun auf e der Winkel «
abgetragen und die entstehende Gerade so
parallel verschoben, dafl sie durch C geht.
Auf der neu entstandenen Gerade wird f ab-
getragen, es entsteht A

Das Viereck ABCD ist das gesuchte Viereck. Wie
bereits angemerkt, miissen alle Félle, die durch
Vertauschen von a und b sowie e und f sowie «
und sein Nebenwinkel betrachtet werden.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel
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Losung 021233:

Die Zahl z lésst sich im dekadischen System folgendermaflen darstellen:
2= a,10" + ap_110""1 4+ - 4 110 + a10°,

wobei ay, ..., ag natiirliche Zahlen kleiner als 10 sind und a,, # 0 ist.

Da z durch 9 teilbar ist, ist die Quersumme von z:
Q(2) = an + apn—1 +---+ a1 + ap durch 9 teilbar.
Da z durch 11 teilbar ist, ist die alternierende Quersumme von z:
Q%z) = (-)"a, + (-1)"ta,_1 £+ —a; + ag durch 11 teilbar.

Setzt man die Summe der positiven Summanden von Q%(z) gleich a, also a = ag + a2 + ... und die
negative Summe der {ibrigen Summanden gleich b, also b = a1 + as + ..., so gilt: Q(z) = a+ b = 9k und
Q%(z) = a— b= 11m, wobei a, b nichtnegative ganze Zahlen, k positive ganze Zahl und m eine ganze Zahl
bedeuten.

Die Aufgabe ist gelost, wenn k # 1 gezeigt wird.
Angenommen, es gelte k = 1, so folgt aus a+b=9 und a — b = 11m:
a=2(9+411m) und b= (9 — 11m).

Da a nichtnegativ und ganzzahlig ist, folgt aus der Formel fiir a: m > 1. Da b ebenfalls nichtnegativ und
ganzzahlig ist, folgt aus der Formel fiir b gleichzeitig m < —1. Diese beiden Bedingungen fiir m sind jedoch
unvereinbar miteinander. Daher ist die Annahme k& = 1 nicht richtig, und es ist k£ > 2, d. h., die Quersumme
Q(z) ist groBer oder gleich 18. O

Aufgeschrieben und gelost von Burkhard Thiele
Losung 021234:
1. Losungsvariante: (Steffen Weber)

Da cos? 2 > 0 und sin? z > 0 gilt, folgt mit Additionstheoremen

2
cos® x — sin®z > §(2 sin z cos z)*

2
& cos(2x) > 3 sin?(2z)

)
16 — 16

& <cos(2x) + i>2 > <i)2 (1)

Wiire cos(2z)+ 3 < 0, so wiire (cos(2x)+2)? < (—1)? < (5)? wegen cos(2z) > —1,also muss cos(2z)+32 > 0
gelten, d.h. Radizieren beider Seiten von (1) ist erlaubt und es gilt cos(2z) + 3 > 2 bzw. cos(2z) >

3
& cos?(2x) + 3 cos(2x)

1

5.
Somit ist 2km — § < 2z < 2k7w + §,k € Z. Also erfiillen wegen sin?z # 0 # cos? z alle positiven Winkel
(des Hauptwinkelbereiches) mit

11 13 23
0<x§%oderT;Sx<7roder7r<x§1—;oder1—;§x<27r

die Gleichung.
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Da sin? z > 0 und cos? z > 0 wegen der Formulierung der Ungleichung angenommen werden darf (Gleichheit
ist nicht zuldssig), kann die Ungleichung durch Multiplikation zu

2. Liosungsvariante: (Carsten Balleier)

cos’ z —sin’x > 3 sin® z cos®
umgeformt werden, was mittels Additionstheoremen gleichbedeutend ist mit
2 . 2 2
cos 2z > 3 sin 2x = 3 (1 — cos®2z) .

Substituiert man nun z = cos 2z, reduziert sich das Problem auf die quadratische Ungleichung 222+ 3z —2 >
0. Thre Losungsmenge ist {z < —2}U{z > 1/2}, wobei nur fiir z € [1/2, 1] die Riicksubstitution moglich ist.
Diese ergibt, dass

x € (0,7/6] U [57/6, )

gelten muss; nur fir diese z (und deren Wiederholung mit der Periode ) ist die gegebene Ungleichung
erfiillt.

Aufgeschrieben und geldst von S. Weber und C. Balleier

Losung 021235:

Die Strecke AB wird so in ein zweidimensionales kartesisches Koordinatensystem gelegt, so dass folgende
Punkte folgende Koordinaten haben:

A(0,0), B(a,0), M(m,0), mit 0 <m < a.

Nach den Bedingungen der Aufgabenstellung haben die Punkte D, E, G und H dann die folgenden Koor-
dinaten:
D(m,m), E(0,m), G(a,a —m), H(m,a —m).

Die Mittelpunkte R des Quadrates M ADFE und S des Quadrates M BGH haben somit die Koordinaten:

n(35) s (505

Die Koordinaten des Mittelpunktes IV der Strecke RS im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem

lauten demnach )
a+2m a
N{———].
(=73)

Da der Punkt M auf der Strecke AB beliebig gewéhlt werden kann, d.h. es gilt 0 < m < a, ist der

a

geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken RS eine zu AB parallele Strecke KL der Lange § wobei
deren Endpunkte K und L folgende Koordinaten haben:

K(39). (%),

Aufgeschrieben und geldst von Manfred Worel

Losung 021236:
Aufgrund der gegebenen Bedingungen ergibt sich die Lage des Punktes Y aus der von X folgendermaflen:

a) fiir X € AB liegt Y auf A'D’ so, daB |[AX|=|A'Y] ist,
b) fir X € BC liegt Y auf D'C’ so, da |[BX| = |D'Y] ist,
¢) fiir X € CD liegt Y auf C'"B’ so, dafi |CX| = |C'Y| ist,
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d) fir X € DA liegt Y auf B'A’ so, da |DX| =
|B'Y| ist.

Zur Losung der Aufgabe werden die folgenden bei-
den Sétze bewiesen:

Satz 1: Ist P der Mittelpunkt von AA’ und @ der
Mittelpunkt von CC’, so liegt der Mittelpunkt Z von
XY auf PQ.

Satz 2: Liegt Z auf PQ, so ist Z Mittelpunkt einer
der Strecken XY

Aus beiden Sétzen folgt, dafl der zu ermittelnde geo-
metrische Ort die Strecke PQ ist.

Beweis von Satz 1:

Wird zu einem fest gedachten Zeitpunkt der Bewegung der Wiirfel an der Achse gpg gespiegelt, so geht
dieser in sich tber, und zwar so, dafl A, B, C', D und X in dieser Reihenfolge mit A’, B’, C’, D', Y vertauscht
werden. Daher liegt Z auf der Symmetrieachse gpg.

Weil jeder Wiirfel konvex ist, ist PQ die Menge der Punkte von gpg, die im Wiirfelkorper liegen. Da aus
demselben Grund XY und damit Z im Wiirfelkorper liegen, gilt Z € PQ. O

Beweis von Satz 2:

Es sei €3 die auf gpg senkrecht stehende Ebene durch Z € PQ. Dann liegen P und @ nicht auf derselben
Seite von €3. Da jede der Kanten AA’, BB', CC’, DD’ zu €, parallel ist, liegen jeweils A und A’, B und
B’, C und C’, D und D’ nicht auf verschiedenen Seiten von €3, wahrend A und C bzw. A’ und C’ nicht auf
derselben Seite von e, liegen.

Die Ebene e enthilt die Strecken BB’ und DD’ entweder beide - genau dann, wenn Z der Mittelpunkt
von PQ ist - oder beide nicht. Folglich hat eamit jeder der Strecken AB, A’B’, AD, A’D’ oder mit jeder
der Strecken BC, B'C’, CD, C'D’ einen Punkt gemeinsam. Diese Schnittpunkte vertauschen sich bei der
im Beweis von Satz 1 genannten Spiegelung auf die dort beschriebene Weise.

Daher gibt es zu jedem Punkt Z € PQ ein Paar, im Falle Z # P, Z # @ genau zwei Paare (X, Y)
zusammengehoriger Punkte X, Y, fir die Z Mittelpunkt von XY ist. O

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
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2. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021241:

a) Jede Primzahl p ldsst sich folgendermafien schreiben:

p = 30q+r, g und r natiirliche Zahlen mit 1 < r < 29. Fiir alle Zahlen r, die durch 2, 3, oder 5 teilbar
sind, ist 30q + r keine Primzahl. Daher kommen nur die Zahlen 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 als Rest r
in Frage, d.h., r ist entweder gleich 1 oder eine Primzahl.

b) Jede Primzahl p lasst sich folgendermaflen schreiben:
p = 60g + r, ¢ und r natiirliche Zahlen mit 1 < r < 59. Da sich die Primzahl 109 in der Form
109 = 60 - 1 + 49 schreiben ldsst und da 49 keine Primzahl ist, gilt die Aussage von a) nicht fiir b).

Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (2)

Losung 021242:

Zuerst kann man mit cot z = 1/tan und tan 2z = 2tan /(1 — tan® ) die Ungleichung umformen zu

2 1 — tan?
2 an~xr

0<1—
1 —tan’2 2

= f(z)

(f(x) dient als Abkiirzung des Ausdrucks).

Zuerst betrachtet man die zugehorige Gleichung, um alle Nulldurchgédnge zu finden. Durch die Substitution
2z = 1 — tan? z erhilt man die quadratische Gleichung zf(x) = 22 + 2 — 2 = 0, die die Losungen —2 und 1
besitzt. Daraus folgt, dass das Gleichheitszeichen in der Ungleichung bei = 7/3 und « = 27/3 gilt (es gilt
auch bei z = 0 und = 7, was aber nicht im gewiinschten Intervall liegt).

Weiterhin stellt man fest, dass die Ungleichung bei « € {m/4,7/2, 37w /4} nicht definiert ist. Da f(z) auf dem
Rest des Intervalls (0, 7) stetig ist, wechselt das Vorzeichen der Funktion nur an Nullstellen und an Stellen,
wo sie nicht definiert ist. Es reicht also, aus jedem Teilintervall einen Punkt zu tiberpriifen. Zum Beispiel ist
im Intervall (0,7/4) der Wert f(7/6) = —4/3 und f somit iiberall negativ; die Ungleichung ist hier nicht
erfiilllt. Auf (7/4,7/3) (mit der obigen Substitution: z € (—2,0)) nutzt man zf(z) < 0, um daraus f(x) > 0
zu folgern.

Ahnlich geht man auch mit den anderen Intervallen vor und findet, dass die Ungleichung auf der Menge

gilt:
LA I I
473 374

Aufgeschrieben von Carsten Balleier — Quelle: (11)
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Losung 021243:

Angenommen, alle drei Zahlen a, b, ¢ sind von null verschieden. Dann sind die drei Nenner auf der linken Seite
der vorgelegten Ungleichung positiv und wir kénnen die Ungleichung vom Arithmetischen und Harmonischen
Mittel hinschreiben:

(0 + )+ @ +0) + @+ ) (s + ) 20

1 1 1
(a2+b2+02)< + + )29.

b2+62 62+a2 a2_|_b2

Multiplizieren wir das Produkt auf der linken Seite der Ungleichung aus, bleibt gerade unser Term und ein
Summand 1+ 1+ 1 = 3 {ibrig:

a? N b2 N c? N b2+c2+02+a2+a2+b2 >9

b24c2  c24+a? a2 +02 b24+c2  c24a?2  a?2+b2) T 2
N a? L b2 L 2 >g 3_§
+c2 2+a? a24+02 2 2

Ist dagegen eine Zahl gleich null (etwa a), vereinfacht sich die Ungleichung auf g—z + g—z >2> %, welche

wegen

b\ b 2
<‘) Satpo220
ebenfalls eine wahre Aussage ist. O

Gleichheit tritt in der Ungleichung vom Arithmetischen und Harmonischen Mittel genau dann ein, wenn
alle GroBen untereinander gleich sind: b + ¢2 = ¢ + a? = a? + b%. Diese Bedingungen sind dquivalent mit
a=b=c

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 021244:

Die Kathetenldngen der abgeschnittenen rechtwinkligen Dreiecksflichen werden mit 2 und y und die Hypo-
tenusenlénge, die gleich der zu berechnenden Seitenlédnge des Achtecks ist, werde mit ¢ bezeichnet.

Dann gilt:
2a — ¢
2r+c¢=2a, dh z= 5 (1)
2b—
2y+c=2b, dh y= 5 C, und (2)
Pyt = )
also wegen (1), (2) und (3)
2a —c)®  (2b—c¢)?
(2a = c) ( J =c?,  woraus

4 + 4
A +2(a+b)c—2(a*+b*)=0 folgt.

Hieraus ergibt sich, dafl entweder

c=—(a+b)+(a+b2+2(a2+b2) oder (4)
c=—(a+b)— @ T DT 2@ T ) 5)
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sein muf. Da a, b und ¢ positiv sind, kann ¢ nicht der Relation (5) geniigen. Falls die Konstruktion iiberhaupt
moglich ist, muf ¢ die Bedingung (4) erfillen.

Bemerkung: Die Konstruktion ist genau dann moglich, wenn ¢ < 2 - min(a, b) ist, d.h. wenn max(a,b) <
3 - min(a, b) ausfillt.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 021245:

Fiir jede Seite gilt, dafl der gesuchte geometrische Ort auf der
Quadratseite liegt, wenn sich P von einer Fcke des Quadrates
(im Bild mit P; bezeichnet) weg bewegt und @ noch nicht bei
der ndchsten Ecke (im Bild mit Q2 bezeichnet) des Quadrates
angekommen ist.

[} )

Dann befindet sich der erstmogliche gesuchte Punkt X auf dieser
a Quadratseite wie im Bild dargestellt in einer Entfernung von der
Ecke Py von §. Der letztmdgliche gesuchte Punkt Y auf dieser
Quadratseite befindet sich in einer Entfernung von der néchsten
Ecke Q2 von ebenfalls £.

Eine solche Strecke XY muf} existieren, da gilt:

p/2 p/2
O QO
PP X Q B Y Q a:PlQQ:P1X+XY+YQ2:§+XY+g:p+XY.
o——0
P

Da a > p gilt demzufolge XY > 0.
Mit dieser Argumentation kann jede Quadratseite separat betrachtet werden und enthélt in jedem Fall

den geometrischen Ort, der sich zwischen den Absténden, der gréfer oder gleich £ zu beiden Ecken der
betrachteten Quadratseite ist, befindet.

Nun wird der Fall betrachtet, der sich dann abspielt, wenn P auf einer und ) auf einer benachbarten
Quadratseite entlanglaufen. Dann gelten die Bezeichnungen der zweiten Abbildung.

Da p < a ist offensichtlich, dafl P und @ nie auf gegeniiberliegen-
den Seiten entlanglaufen konnen. Es sind also immer benachbarte o o
Quadratseiten, die betrachtet werden miissen, wenn der zuerst be-
schriebene Fall nicht mehr zutrifft.

Benachbarte Quadratseiten umschliefen einen Winkel von 90°; die
Ecke zwischen P und @ sei 0.B.d.A. B, somit ist APBQ immer
rechtwinklig.

Damit ist PQ der Durchmesser eines Thaleskreises, auf dem B
liegt. Da X die Strecke PQ halbiert, ist X Mittelpunkt des Krei-
ses und es gilt fir den Radius r des Thaleskreises: r = PX = Q
OX = BX. X

Da stets P;Q; = p gilt, ist fiir jede Lage in diesem betrachteten [
Fall (beide Punkte auf verschiedenen Quadratseiten) £ = r; = A P
P,Xi = Q;X, = BX,.

o d

Damit ist der Viertelkreis um B mit dem Radius § innerhalb des Quadrates der gesuchte geometrische Ort.

Fafit man beide Félle zusammen, ergibt sich folgende Figur als gesuchter geometrischer Ort (rot):
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12 p/2 p/2 g
p/2>/ \‘p/Z
a
p/2\ /‘ /2
e, O
A p/2 p2 B

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 021246:

a)

Da ABN M und ACPM Sehnenvierecke sind, liegen A, B, N, M sowie A, C, P, M jeweils auf einem
Kreis. Die durch D, M, A und D, N, B und D, P, C gehenden Geraden sind Sekanten dieser Kreise.

Nach dem Sekantensatz gilt
|DM|-|DA|=|DN|-|DB| und
|DM]| - |DA| = |DP|-|DC| also
|DN|-|DB|=|DP|-|DC].

Daher liegen nach Umkehr des Sekantensatzes die Punkte N, B, C, P auf einem und demselben Kreis
und, da nach Aufgabenstellung N BC'P ein Viereck ist, ist es ein Sehnenviereck.

Sind My bzw. M, die Mittelpunkte der Umkreise von ABNM bzw. ACPM, r1 und 7y ihre Radien
und g1 bzw. go die Senkrechten zu € 4y durch M; bzw. zu e 4o durch Ms, so gilt

Q4| = |QB| = |QM| = [QN| = \/IQM[2 + % fiir alle Q < g, M
Q4| = |QC| = [QM] = |QP| = \/|QMaf? + 13 fiir alle Q € g». 2)

Daher liegt sowohl g; als auch go in der zu AM senkrechten Ebene € durch den Mittelpunkt von AM.
Weil eapn # €acn ist, gilt auch gy # go. Folglich haben g; und go einen Schnittpunkt O. Fiir ihn
gilt wegen (1) und (2)

|0A| = |OM| = |0B| = |ON| = |0C| = |OP].

Also liegen A, B, C, M, N, P auf der Kugel um O mit dem Radius OA.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
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3. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031211:
Konstruktion

1. Zeichne beliebige Strecke AB

2. Trage zur gleichen Seite von AB folgende Winkel ab: Am
Punkt A die Winkel der Gréflen 80° und 30° und am Punkt
B die Winkel der Groflien 20° und 60°. Bezeichne die entste-
henden Schenkel der Reihe nach mit a, b, ¢, d.

3. Den Schnittpunkt von @ und ¢ nenne D und den von b und d nenne C.

4. Die gesuchte Lange ist % -2 km. Diese Grofie kann man auch mit Lineal und Dreieck unter Verwendung
des Strahlensatzes konstruieren.

Berechnung
Sinussatz im Dreieck ABD:

DB sin80°
AB  sin&80°
Sinussatz im Dreieck ABC":

@ sin 30° 1
AB sin 90° 2

Kosinussatz im Dreieck BC'D beziiglich <CBD.

DC’ =DB>+CB”~2-DB- 0B - cos ¥CBD
- 1— 1 .
= A32 + ZABQ —-2-AB- §AB -cos40° = ABz~ (i - 005400)

ﬁcz@.,/g_mMm

DC 4 km

\/é — cos 40° N V5 — 4cos40°
1

AB =

Aufgeschrieben und gelést von Henning Thielemann
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Losung 031212:

a) Man kann beobachten, dass sich der angesetzte polynomielle Zusammenhang zwischen der Anzahl der
Teilstriche N und der Belastung P(N) vereinfacht, wenn man zu Differenzen zwischen aufeinanderfol-
genden Werten in der Wertetabelle iibergeht. Genaugenommen reduziert sich der Polynomgrad und

damit die Anzahl der unbestimmten Parameter um eins.

Die Differenzen zwischen diesen Differenzen verringern den Polynomgrad erneut um eins. Diese Diffe-
renzenbildung kann man so lange fortsetzen, bis nur noch ein Koeflizient bleibt.

Zum einfacheren Rechnen werden die Werte so normiert, dass man nur Dezimalbriichen ohne Perioden

erhalt.

Daraus erhélt man Schritt fiir Schritt die Koeffizienten aller Polynome zuriick:

di, =
do
C2

ST OO
S = N W O =
| | A

3@3 =

w
<

N)
I

folz) := 5% - P(5x)

= 3- (a1 + bagx + 25a32* + 125a42°)

=:bg+ b1z + bQCL'Q + bg(E3

fi(z) = folz +1) = fo(x)

= by +bo(22 + 1) + b3(32% + 3z + 1)
= by +by+ b3+ (2b2 + 3b3)3’5 + 3b3$2

=: co+clx+02x2

fo(z) = fi(z+1) = fi(z)
=c1+c(2x+1)
= c1 +c2 + 2c07
=:do + dix

f3(x) == fa(x + 1) — fa(x)
= d1

f3(1)

fa(1) = 1-dy

dy/2

do*CQ
fl(l)—1‘01—12'62
02/3

(Cl —3b3)/2

Co —bg —b3

Fo(1) =1y —12 by — 13 - by
bs /125

by /25

b1 /5

bo

fo(x) fi(z) fa(x)

f3(x)

T
1 2922 0.234 0.058 0.003
2 3.156 0.292 0.061

3 3.448 0.353

4 3.801

f1(1) —do
(c1—c2)/2
fi(1) —co

0.003
0.055
0.0015
0.0535
0.179
0.0005
0.026
0.1525
2.743
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1 a; 3a;
0
1 0.914333333 2.743
2 0.010166667 0.0305
3 0.000346667 0.00104
4 0.000001333 0.000004
25
b) P5) = 2 1y(5)
%
%
25
= 27 (029554 2.743)
25
= —.4.218
3
= 25-1.406
= 35.15

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031213:

Angenommen es gibt eine Losung (x1, 22, x3), die den Gleichungen

b;

2.7430
0.1525
0.0260
0.0005

T2 + T3 = pxy,

T1 + T3 = pra,

T1 + T2 = px3

geniigt, so geniigt diese Losung auch den dquivalenten Gleichungen

T+ x2+ 23 = (p+ 1)21,
Ty 4 22 + 13 = (p+ 1),
x1+ 22+ 23 = (p+ 1)as.

C; dz
0.1790 0.055
0.0535 0.003
0.0015

5+ (((0.0005-5+0.026) - 5+ 0.1525) - 5 + 2.743)

5 (002855 +0.1525) - 5 +2.743)

Ist p# —1,s0ist (1 + 22 +x3)(p+ 1)~ =21 = 29 = 23 = 2. Aus (1) bis (3) folgt nun 2z = px, also ist
(z1,22,23) = (0,0,0) die einzige Losung fir p ¢ {—1,2}. Fir p = 2 geniigen alle (21,22, 23) = (x,2,),

reell, den Gleichungen.

Ist p = —1, so sind die Gleichungen (1) bis (3) &dquivalent zu 21 + z2 + x3 = 0. Somit geniigen alle
(21,2, 23) = (21,22, —T1 — T2), X1, T2 reell, den Gleichungen.

Aufgeschrieben und gelost von Steffen Weber

Losung 031214:

Herleitung der ersten Gleichung mit Hilfe des Additionstheorems

1
COST COSY = E(cos(x —y) +cos(xz +y))

4 cos acos fcosy = 2(cos(a — ) + cos(a + 3)) cosy

= cos(a — B —7) +cos(a — B +7) + cos(a+ B — ) + cos(a+ f + )
= cos(—a + B+ ) + cos(a — B+ ) + cos(a +  — ) + cos(a + B+ 7)

Die Innenwinkelsumme betragt a + 8 +vy =7

a+ B+ v = cos(m — 2a) + cos(m — 2/3) + cos(m — 27) + cos T
= —cos(2a) — cos(2f) — cos(2y) — 1
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und analoges fiir 5 und ~.

Es gilt das Additionstheorem cos® a — % cos 2o =

1
2

N | =

cos? o+ cos® B+ cos? vy + 2 cosacos Bcosy = 3 -
Die zweite Gleichung lisst sich aus dem Kosinussatz a? = b? + ¢ — 2bc - cosy ableiten, wobei die Seiten a,
b und ¢ den Winkeln «, 8 bzw. v gegeniiberliegen.

Wegen « # 0, gibt es ein ¢ # 0 mit ¢ = = - sina und nach dem Sinussatz gilt dann b = z - sin 8 und
¢ = x - sin~y, womit aus dem Kosinussatz folgt:

2

2?sin? a = 2% sin” B + 2 sin® 4 — 22 sin Bsiny cosy und wegen x # 0

2

sin? a = sin? B + sin? v — sin B sin 7y cos v

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031215:

Behauptung:

Der Ort aller gesuchten Punkte ist der Kreis k£ mit dem Durchmesser
MP.

Beweis:

1. Teilbehauptung:

Jeder Sehnenmittelpunkt liegt auf k.

Es seien A und B die Schnittpunkte des Kreises (ab jetzt K genannt) mit einer Sehne durch
den Punkt P. Die Strecken M A und M B sind Radien des Kreises und daher gleich lang und
das Dreieck AM B ist gleichschenklig.

Der Lotfulpunkt @ des Lotes von M auf AB ist gleichzeitig Mittelpunkt der Sehne AB.

Das Dreieck M QP ist rechtwinklig, folglich ist der Mittelpunkt m seines Umkreises gleichzeitig
Mittelpunkt von der Hypothenuse M P. Das bedeutet, dass der Umkreis vom Dreieck M QP der
Kreis k ist.

2. Teilbehauptung:

Alle Punkte von k sind Sehnenmittelpunkte

Man wéhle einen Punkt @ auf dem Kreis k£, der nach dem Satz des Thales das rechtwinklige
Dreieck M QP aufspannt. Die Dreiecksungleichung bezogen auf das Dreieck Mm@ stellt sicher,
dass @ von M weniger weit entfernt ist als P von M und damit genau wie P innerhalb des
Kreises liegt. Daher kann man die Strecke QP auf beiden Seiten bis zum Kreis K verldngern
und erhélt dort die Schnittpunkte A und B.

Das Dreieck AM B ist gleichschenklig und @ ist als Lotfulpunkt von M gleichzeitig Mittelpunkt
von AB. O

Aufgeschrieben und gelést von Henning Thielemann
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Losung 031216:

Fallunterscheidung
1) 10a + ¢ _a
10b+c b
b(10a + ¢) = a(10b + ¢)
be = ac

Das bedeutet ¢ = 0 oder a = b. Erstes bedeutet, dass sich bei allen Briichen mit Vielfachen von 10 in
Zéahler und Nenner beziiglich der Null ,kiirzen* lassen, und zweites bedeutet, dass Nenner und Zahler
gleich sind.

2) 10c+a _a
10c+b b
b(10c + a) = a(10c + b)
10bc = 10ac
bc = ac

¢ kann nicht Null sein, denn dann wéren die dargestellten Zahlen nicht zweistellig. Also ist a = b, das
fithrt zu identischem Z&hler und Nenner.
3) 10a+c _a
10c+b b
b(10a + ¢) = a(10c + b)
9ab + bc = 10ac
be = a(10¢ — 9b)
. bc
~ 10c — 9b
Die méglichen Belegungen fiir a, b und ¢ sollen nun durch Ausprobieren herausgefunden werden. Dabei
gibt es folgende Vereinfachungen:

a) Der Fall, dass alle Variablen gleich sind, wurde bereits behandelt.
b) Ist a = x,b = y, ¢ = z eine Losung, so ist fiir alle natiirlichen Zahlen k auch a = kz,b = ky,c = kz
eine Losung, sofern jeder Wert kleiner als 10 ist.

c) Fiir festes ¢ kann man den zulédssigen Wertebereich weiter einschréanken:

1<a
B be
~ 10c — 9b
10c — 9b < be
10c < b(c+9)
10¢
<
c+9

9>a

_ be
"~ 10c—9b
90c — 81b > be

90c > b(c + 81)
> 81b
10

KCZI)
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Losung?

be
10c—9b

20,14
24/24 =1 ja
30/15=2 ja
35/25
42/16
40/35
48/26
56,17
45/45 =1 ja
54/36
63/27
72/18 =4 ja

O© © © © 0000~ ot O
O IO Ut O Uty UL i i O

4) 10c+b b

10a+c¢ a

Dieser Fall fiihrt zum gleichen Zusammenhang wie der vorige Fall nur mit vertauschtem Zahler und
Nenner.

Die gesuchten Briiche sind

16 26 19 49 64 65 95 98

64’ 657957987167 26" 197 49
und dariiber hinaus alle Briiche mit gleichem Z&hler und Nenner, sowie sémtliche Briiche mit Vielfachen
von 10 in Zahler und Nenner.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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3. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031221:

Wenn es eine Zahl x gibt, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt, so ist 2° entweder vierstellig (Fall
1) oder fiinfstellig (Fall 2) oder sechsstellig (Fall 3), da x eine zweistellige Zahl ist und 10% = 1000 und
992 = 970299.

1) Da 2 mit denselben Ziffern in derselben Anordnung wie 2 beginnt, lisst sich 2% in folgender Form
schreiben: 22 = 1002 +y mit 0 < y < 99, d. h., es gilt: 100x < 23 < 1002+ 100, 100z < 2% < 100(z+1)
und folglich 100 < 2% < 100(1 + 1/z) < 100(1 4+ 1/10) = 110 wegen z > 10. Also 100 < z? < 110.

Diese Beziehung ist nur fiir = 10 erfiillt.

2) Da 2 mit denselben Ziffern in derselben Anordnung wie z beginnt, lisst sich z3 in folgender Form
schreiben: 3 = 1000z + y mit 0 <y <999, d.h. es gilt: 1000z < 23 < 1000z + 1000, 1000z < z3 <
1000(x + 1) und folglich 1000 < 22 < 1000(1 + 1/x) < 1100.

Diese Beziehung ist nur fiir = 32 erfiillt.

3) Da z* mit denselben Ziffern in derselben Anordnung wie x beginnt, ldsst sich 2 in folgender Form
schreiben: 23 = 10000z + y mit 0 < y < 9999, d. h. es gilt: 100002 < 23 < 100002 + 10000, 10000z <
23 < 10000(x + 1) und folglich 10000 < z2.

Dies ist nicht méglich, da x zweistellig ist und daher z? héchstens vierstellig sein kann.

Folglich sind wegen 103 = 1000 und 323 = 32768 die Zahlen 10 und 32 die einzigen, die der Bedingung der
Aufgabe entsprechen.

Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (11)

Losung 031222:

Ist r der Radius des in der Aufgabe genannten Kreises um M, so gilt wegen der vorausgesetzten Beriihrung
von innen |[AM| =a —r, |BM| = a — r. Daher liegt M auf der Mittelsenkrechten m von AB. Da E auf m
und auf AB liegt, sind die Dreiecke AAEM und AFEM bei E rechtwinklig und es folgt aus dem Lehrsatz
des PYTHAGORAS

2
IMEP = |AMP? ~ |AE = (a—1)? - (5) sowie (1)

2 2 2 a 2 a\?
IME[? = |[FMJ? — |FE| :(§+7~) _(Z) . 2)
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Wegen der vorausgesetzten Berithrung von auen gilt ndmlich [FM| = § 4 7. Aus (1) und (2) ergibt sich

@=r=(5) = (§+0) - (5)" a0

3 ar
iaz —2ar 4+ 1= — +r? und weiter

2
3, 5 . 3
—a = —ar rT=—a
172 10

Mit Hilfe von (1) erhdlt man hieraus
2 2
7 a 24 V6
2 _ [ 0 _ 2 2 —
|IME|* = (10a> 7= 1000 also |ME| a.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 031223:
Mit Hilfe des Additionstheorems

— 1
x;y~cos$2y:§~(cosx+cosy)

erhilt man das folgende, dem gegebenen Gleichungssystem &dquivalente Gleichungssystem:

COSs

cosz +cosy = 1, COSTCOSY = . (1)

Hieraus folgt:

1 1\?
(1 —cosy)-cosy=- und cosy— =] =0,
4 2
d.h. cosx = % und cosy = % Dies ist die einzige Losung des Gleichungssystems (1). Daraus folgt:
T 7r
=2 + -, =2nm+ —
x mrEg, Yy nrt 2
wobei m und n ganze Zahlen sind.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 031224:

Beweis: Da die Seite BC' tangential an den genannten Kreis liegt, konnen wir den Sekanten-Tangentensatz
ausgehend von den Punkten B und C' hinschreiben:

BM -BN =BD? und CP-CQ=CD%

Setzen wir hierin

A
BM = AB — AM, NN @
BN = AB — AN,
CP = AC — AP, P
CQ=AC — AQ sowie
BD? = AB*> — AD* und M
CD? = AC* — AD? D c

ein, multiplizieren aus und beriicksichtigen schliefllich noch den Sehnensatz AM - AN = AP - AQ), erhalten
wir die Gleichung (AM + AN) AB = (AP + AQ) AC, die der Behauptung &quivalent ist. O

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht
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Losung 031225:

Der Erlos fir ein Tier betrage n Groschen, mithin werden n Tiere verkauft und die Hirten bekommen
insgesamt n? Groschen fiir ihre Tiere.

Nach jeder Runde beim Verteilen (erster Hirte bekommt 10 Groschen, zweiter Hirte ebenfalls) verringert
sich der verbleibende Betrag um 20 Groschen. Zuletzt bleiben also n? mod 20 Groschen, von denen der erste
Hirte noch einmal 10 Groschen bekommt und danach sind noch n? mod 20 — 10 Groschen iibrig und es gilt

0 < nmod20—-10 < 10
10 < n?mod 20 < 20

Jede natiirliche Zahl n ldsst sich darstellen als 10a + b mit a € Ny und b € Z N [—4, 5]. Damit erhalten wir

n? mod 20 = (10a 4 b)? mod 20
= (100a? + 20ab + b*) mod 20
= b? mod 20.

Wegen (—b)? = b? testen wir nur

b=0: Omod20 = 0
b=1: 1mod20 = 1
b=2: 4mod20 = 4
b=3: 9mod20 = 9
b=4: 16mod20 = 16
b=5: 25mod20 = 5

und erhalten, dass nur [b| = 4 die Bedingung 10 < n? mod 20 < 20 erfiillt und schliefien daraus, dass das
Messer 6 Groschen kostet, unabhéngig davon, wie viele Tiere genau verkauft wurden.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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3. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031231:
Wenn es eine Zahl x der geforderten Art gibt, so lisst sie sich in der Form

x=10a+b (1)

mita=1,2,...,9und b=0,1,2,...,9 schreiben, da x eine zweistellige Zahl ist.

b = 0 kommt nicht in Frage, da dann die letzen drei Ziffern von 23 Null wéren, was nur fiir £ = 0 mdglich
ist. Laut Aufgabenstellung sind alle Zahlen z gesucht, fiir die gilt:

2% = 100n + 10a + b, (2)
wobei n eine natiirliche Zahl ist.
Wegen (1) gilt: 3 = 1000a® + 300a%b + 30ab? + b* (3)
Aus (2) und (3) folgt, dass b3 — b durch 10 teilbar ist, sich also in der Form 6% — b = 10m, (4)
m natiirliche Zahl, darstellen lisst. Weiterhin folgt aus (2) und (3), dass 30ab? + b*> — b — 10a durch 100
teilbar ist, sich also in der Form 30ab® + b® — b — 10a = 100k oder 3ab* 4 15 (b* — b) — a = 10k, (5)
k natirliche Zahl, darstellen lasst.
Wegen (4) kommen fiir b von den Ziffern 1, ..., 9 nur die Ziffern 1, 4, 5, 6 und 9 in Frage. Setzt man diese

der Reihe nach in (5) ein, so erhélt man:
Fiir b =1 ergibt sich a = 5, d.h. = = 51.
Fiir b = 4 ergibt sich a = 2, d.h. z = 24.
Fiir b = 5 ergibt sich a = 2 oder a = 7, d. h. £ = 25 oder x = 75.
Fir b =6 folgt a =7, d.h. z = 76.
Fir b =9 folgt a =4 oder a =9, d. h. x = 49 oder z = 99.

Fiir die Losung der Aufgabe kommen also nur die Zahlen 24, 25, 49, 51, 75, 76, 99 in Frage. Durch Bildung
der dritten Potenzen dieser Zahlen bestdtigt man, dass jede von ihnen allen Bedingungen der Aufgabe
geniigt.

Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (11)
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Losung 031232:

Beweis: Die Losungsidee bei derartigen Aufgaben besteht darin, die gegebene Gleichung in ein Produkt von
Faktoren umzuformen, das null ist. Die gestellte Bedingung (hier die Rechtwinkligkeit des Dreiecks) muss
sich dann darin wiederfinden, dass die Faktoren einzeln null werden. Mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS
ist klar, dass die Gleichung

(b*+ 2 —a®) (A +a®> =) (a®>+ b —c*) =0 (1)
genau das Gewiinschte liefert. Es bleibt also nur zu zeigen, dass (1) dquivalent zur gegebenen Gleichung
cos 2a + cos 23 + cos 2y = —1

ist. Dieser Losungsansatz gestattet es gleichzeitig, beide Beweisrichtungen elegant zu erledigen: i) Ist das
Dreieck rechtwinklig, verschwindet genau einer der Faktoren in (1) und (2) ist erfiillt; ii) Ist (2) und damit (1)
erfiillt, so muss mindestens einer der Faktoren in (1) verschwinden, und das bedeutet Rechtwinkligkeit des
Dreiecks. Wie kommt man nun von (2) auf (1)? Wir benutzen ein Additionstheorem und den Kosinussatz:

b2 4 c? — g2 2 - a2(b2+02—a2)2—2a2b202
2bc n 2a2b%c? '

cos2a=2c0s2a—1:2<

Zusammen mit den zyklischen Vertauschungen dieser Gleichung fiir cos 2 und cos 2y fithrt das auf die
Gleichung

a2(B? + 2 — a®)2 + B3 +a? — b)2 + (a2 + b — ) — 4a2bP? = 0.
Ein Ausmultiplizieren der Klammerausdriicke, Zusammenfassen und anschliefende Faktorisierung fiithrt in
der Tat auf (1). O

Aufgeschrieben und geldst von Eckard Specht

Losung 031233:

1. Fall: =0

Einsetzen in die 2. Gleichung: 0 = py? — y miisste 0 sein. Dies ist aber nicht moglich, da durch y geteilt
wird. Also gibt es nur eine Losung fiir den Spezialfall, dass p = 0 ist. In diesem Fall kann y beliebig (#£ 0)
sein.

2. Fall: x #0

2 =2
y=+v2
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Fall 2.1: y =2

1
Einsetzen in die 2. Gleichung: V2r — =z = p(z* +2)

V2

1
0=pa?+2p—V2r+ —x
b V2

1
O:IQ_fo+2
p

1 1
Tig=——TF4/—5 —
1,2 ap 82

Damit gilt als Nebenbedingung 1/8p? —2 > 0, also —1/4 < p < 1/4.
Um festzustellen, ob wirklich eine Losung gefunden wurde, wird noch in die 1. Gleichung eingesetzt:

1 1 1 1 1
2) V2 (—— /== —2) —= =3p((—=— t /=5 — 2)2 42
: G Ver 2 =g, e Y Y

(1j:,/1 2) . 2 pt+3p( £ 24 L g
2x/§p eI 81’2 8p? Vap V 8p?
S R
\f 8p?
Damit gibt es unter der Nebenbedingung —1/4 < p < 1/4 in diesem Fall die Losungen x; = ﬁJr 8’% -2,

ylzﬁsowiexgzﬁ—\/g’yzzﬂ.

Fall 2.2: y = —\/2

1 1
+

v SVe ™

Einsetzen in die 2. Gleichung:

1
V224 —=x = p(2® +2)

V2
1
0=rpa®+2p+V2r — —x
p p \/§
0=z? +—x+2
V2p
1 1
=——F+4/z5 2

X
N 8p?

Damit gilt als Nebenbedingung 1/8p? — 2 > 0, also —1/4 < p < 1/4.
Um festzustellen, ob wirklich eine Losung gefunden wurde, wird noch in die 1. Gleichung eingesetzt:

1 1 1 1 -1 1 1
= -2 (V) + (——— + —5—2)-—F—==3 + ——2 +2
gt gE D OV e g =D 5 =3l g 27+
1 1 -3 1 1 1 1
——— =t 5 —2) —==06p+3Pp(c5t+ 5 " 2F— /5 2
3 3 1 3 3 1
— F — — = —F —- =5
p V2 V8 p V2 V8
Damit gibt es unter der Nebenbedingung —1/4 < p < 1/4 in diesem Fall die Losungen z3 = —ﬁ +

\/97 ys = —V/2 sowie z4:fﬁ—\/ﬁ ya = —v2.

Aufgeschrieben und geldst von Korinna Grabski
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Losung 031234:

Zuerst wihlen wir die Bezeichnungen f(z) = 1 + 45 und g(z) = %1/2
b), da sich Gleichungen leichter handhaben lassen und Schliisse auf die Ungleichungen zulassen. Folgende

Umformungen fiihren zur Losung:

Dann betrachten wir den Fall

r+1+zx 20 +1
f(x): = 2 N2
D T @) - )

1\? /1)
(+2) - ()
Das fiihrt auf die falsche Aussage 0 = 1. Nun waren aber alle Umformungen &quivalent, also kann die
gestellte Gleichung keine Losungen besitzen. Das bedeutet aber auch, dass sich die Funktionen f und g
nicht schneiden. Daraus kénnte man den voreiligen Schluss ziehen, dass entweder iiberall a) oder tiberall
¢) gilt. Wir bemerken aber, dass f und g Polstellen haben, und zwar bei z = —1,2 = 0 bzw. = = —%.
Es miissen also die vier Intervalle (—oo, —1), (=1, —-1/2),(—1/2,0) und (0, c0) getrennt untersucht werden.

Es wiirde geniigen, f und g nur an einer Stelle aus jedem Intervall zu betrachten. Trotzdem wird hier die
Losung einer Ungleichung ausfiihrlich vorgefiihrt. Mit obigen Umformungen erhélt man (aus a):

4

3201+ Die Gleichung lautet nunmehr:

und g(x) =

(2z+1)%> =4

20+ 1 - 4
@y - @ m=

|- (22 +1)

Bei der angedeuteten Multiplikation muss man die Félle z > 1/2 und = < 1/2 unterscheiden, bei letzterem
wiirde das Relationszeichen umgekehrt. Im ersteren folgt:

(22 + 1)?

m>1 |- [(2z +1)% = 1]

Die eckigen Klammern sind fiir 2 < 0 negativ, im Intervall (—1/2,0) ergibt sich 0 < —1, also eine falsche
Aussage. Dort gilt daher nicht a), sondern ¢). Fiir die anderen Intervalle geht man analog vor. Dabei erhilt
man: c) gilt auflerdem fir z < —1, a) gilt fir z € (=1, —-1/2) und = > 0.

Aufgeschrieben und gelost von Carsten Balleier

Losung 031235:

Der Mittelpunkt von XY werde mit M bezeichnet, der Lotfulpunkt von M auf AA’ mit F. Da A, X, Y,
M und F in einer Ebene liegen — die Ebene, in der auch AAXY liegt — gilt nun nach Strahlensatz

FM XM 1 L AR _YM 1
Ay  xy 2 ™ AX YX 2

Nach Satz des PYTHAGORAS gilt
1 1
AM? = AF? + FM? = ZAX2 + ZAYQ,
da AFLFM. Ferner ist AAXY rechtwinklig mit Kathete XY und es gilt AX?2+ AY? = XY? = AB2. Also

ist AM = %AB = konstant.

Da XY vollstéandig zum Wiirfel gehort, ist der geometrische Ort aller Mittelpunkte der Strecken XY der
Teil der Kugel um A mit Radius $AB, der zu ABCDA'B'C'D’ gehért.

Aufgeschrieben und gelést von Steffen Weber
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Losung 031236:

Konstruktion:

In A und B werden die Senkrechten zu a bzw. b er-
richtet, diese seien a* und bt.

Die Strecke AB wird im Verhéltnis ry : ro geteilt; der
Teilpunkt sei E.

Zu AE wird die Mittelsenkrechte konstruiert, ihr
Schnittpunkt mit a* ist der gesuchte Mittelpunkt M.

Analog erhélt man My als Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten von BE mit b+. Die Radien sind r; =
MlE und To = MQE

Beweis:

Zu zeigen ist zuerst (Bild a), dass der Punkt E der einzig mogliche Berithrungspunkt der beiden
gesuchten Kreise ist. Im weiteren wird gepriift, dass die Konstruktion die geforderten Bedingun-
gen erfillt.

Die erste Uberlegung ist, dass die Punkte M; und M, auf den Senkrechten zu a bzw. b in
den Punkten A bzw. B liegen miissen. Genauer gesagt liegen sie auf dem Teilstrahl, der die
jeweils andere Gerade schneidet. Nur so kénnen die Bedingungen a) und b) erfiillt werden. Um
Bedingung c) zu geniigen, zeigt man: Wihlt man zwei Punkte M| auf a* und M} auf b+ (mit
AM] : BM} = rq : rg), so ist der Punkt E, der MM} im Verhéltnis ry : ro teilt, unabhingig von
der Wahl der M/ und liegt auf AB. Das ist der Fall, weil die Dreiecke EBM3 und EAM/ dhnlich
sind (Wechselwinkel bei M; und M}, sowie M{E : M{A = MJFE : M}B 1t. Voraussetzung). Da
der Punkt F der eindeutige Teilpunkt fiir alle denkbaren Mittelpunktspaare M7y, M} ist, muss
er auch der Bertithrungspunkt der beiden gesuchten Kreise sein.

Hiermit ist nun klar, dass die obige Konstruktion korrekt ist: Alle Punkte auf der Mittelsenk-
rechten haben zu A und F, die auf dem Kreis liegen miissen, den gleichen Abstand. Daher muss
M, auf ihr liegen. Gleichzeitig muss M; auf at liegen, also ist M; der Schnittpunkt. Ebenso
geht man fiir My vor. O

Aufgeschrieben und gelost von Carsten Balleier
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3. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031241:
Beweis: Schreiben wir die rechte Seite der gegebenen Ungleichung um, erhalten wir den Ausdruck

@'/ttt L et

der uns sofort an die gewichtete AM-GM-Ungleichung erinnern sollte: Sind ag, ..., a, positive reelle Zahlen
und 41, ...,0, ebenfalls positive reelle Zahlen (Gewichte) mit 61 + --- + d, = 1, so gilt stets

51a1 + e +6nan > ail o 'ai"»
wobei Gleichheit genau dann vorliegt, wenn alle a; untereinander gleich sind.

Diese bekannte Ungleichung fiir n = 2, §; = GLH) und d; = ;47 hingeschrieben, fiihrt auf

2ab > ety pY Gty — R b pa (1)
a+b
b 2ab
Aus (@a—10)?>*>0 <= (a+b)?>4dab <= &; Za—cil—b

folgt mit (1) die Behauptung. O
Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 031242:
Ein Bruch ist genau dann null, wenn sein Zahler gleich null ist und der Nenner verschieden von null ist.

sin 3x - cos (gf4x>+1:0 sin 3x - cos (gfllx):fl

Da der Betrag der Werte von Sinus und Cosinus immer kleiner oder gleich 1 ist, miissen fiir eine Losung
beide einen Wert vom Betrag 1 annehmen:

sindz =1 cos (g - 4€E) =-1 oder sindz = —1 cos (g - 4;10) =1
Wann nehmen Sinus und Cosinus Werte mit Betrag 1 an?
sinyzl@ye{%rk—i-g:keN}
siny:—l@yE{Zﬂ'k—g:kzeN}

cosz=1<ze{2mj:j €N}
cosz=—-loze{2rj+m:jeN}
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Das bedeutet fiir y = 3z bzw. z = § — 4z

sindr =1« 3x €

=
o

(4k+1):keN}

@xe{ 4k+1):keN}

NERE

sin3x:—1<:}x€{ 4k;—1):k€N}
cos(%—élx):1®g—4x6{2ﬂj:j€N}
©4x€{g727rj:j€N}
@4:56{%(1—63’):]‘6&1}
%(1—6;’):;'61\1}

cos(g—élm):—1©g—4x€{27rj+7r:j€N}

coe

@4366{%—277]'—#:]’61\1}
@4x€{g(7276j):j6N}
@xe{l—ﬁz(—2—6j):jeN}

Gesucht sind also Paare (k, j) ganzer Zahlen mit folgenden Bedingungen:

1. Fall: siny = —1 Acosz = 1: %(4]@ -1)= 112(1 —67)
8k—2=1-6j
8k+6j =3
2(4k+3j) =3

Das fiihrt offensichtlich nicht zu einer Losung, denn die linke Seite der Gleichung ist stets durch
2 teilbar, die rechte Seite hingegen nie.

2. Fall: siny =1Acosz =—1: %(4k +1)= %(72 —65)
8k+2=-2-0j
8k +6j = —4
Ak +3j =2

Diese Gleichung ist fiir (k,j) = (1, —2) erfiillt und ansonsten nur, wenn man zu dem Term 4k
ein Vielfaches von kgV (4, 3) = 12 addiert und denselben Wert von 3j abzieht.

(k,j)e{(143l,-2—-4): 1€ Z}
Aus den oben gefundenen Werten fiir k£ ergeben sich folgende Werte fiir x:
™ T
xe {8(4k+1).ke{1+3l.lez}} - {6(12l+5).leZ}

Zuletzt muss noch sichergestellt werden, dass der Nenner des Bruches in der Aufgabenstellung verschieden
von null ist, wenn der Zéhler null wird.

sin (% - 73:) — cos (% +x> +m =sin (% - 7%(1214—5)) — cos (% + %(1214—5)) +m
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sin

117
2

Il
m.

111

—~ N[y /N

=24m

-+m

337

—7-27rl—6> —cos(m-(20+1))+m

>Cos7r+m

— COST +m

Das bedeutet, dass der Nenner den Wert 2 + m besitzt, wann immer der Zahler null wird. Ist m = —2 wird
der Bruch niemals null, ist dagegen m # —2 wird der Bruch genau dann null, wenn es ein ganzzahliges [

gibt mit = = §(12/ +5)

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031243:

Was bedeutet es, wenn das Trapez flichenglei-
che Seiten hat? Zeichnen wir uns ein Teraeder-
netz wie im Bild dargestellt auf, dann kann
man folgende Uberlegungen anstellen:

Ich beginne mit einem beliebigen Dreieck
AABC'. Dann mufl wegen der Flachengleich-
heit der jeweils fehlende Punkt (D', D", D"")
der &ufleren Dreiecke auf je einer Linie lie-
gen, die von der jeweiligen Kante von AABC
denselben Abstand hat wie von dieser Kan-
te zum dritten Punkt im AABC. Mit die-
ser Einschrinkung haben die Dreiecke AABC
und das betrachtete anliegende Dreieck eine
gemeinsame Seite und die auf dieser Seite ste-
hende H6he von gleicher Lange. Mithin ist der
Fléacheninhalt gleich. Es ist also sogar jede Sei-
te des Dreiecks zu jeder anderen Seite fléchen-
gleich.

D7

Nun zeige ich mit der folgenden Begriindung, dafl es nur eine Losung gibt, Dreiecke AABD’, ABCD",
ACAD" zu einem vorhandenen Dreieck AABC zu erzeugen:

(1) Wahle ich einen beliebigen Punkt auf einer dieser Parallelen (bspw. im Dreieck AABD'), dann liegt

D' fest, damit auch AD’ und BD’.

Fir das Dreieck ABC D" ist damit D" bestimmt, denn es mufl BD’ = BD" gelten, sonst entsteht aus

dem Netz kein Tetraeder.

Nun liegt auch CD" fest und damit im Dreieck AACD"’, denn es muf gelten CD"” = C'D". Damit
liegt auch AD"” fest, was wiederum genauso grof3 wie AD’ aus dem Dreieck AABD’ sein mu8.

.d.R. wird es nicht au nnie a en ab 111 oben pescnriepener rolge = ilt.
(2) Ld.R. wird es nicht auf Anhieb klappen, daB in oben beschriebener Folge AD’ = AD" gil

Wenn nun 0.B.d.A. AD" < AD", dann verliangere ich AD' = BD' wird kiirzer = BD" wird kiirzer
= CD"” wird linger = CD"" wird langer = AD" wird kiirzer. Auf diesem Weg kann man mit
geniigend kleinen Schritten AD’ = AD" erzeugen - und zwar genau eine Losung.

Jetzt zeige ich, dal dies genau dann gilt, wenn die Dreiecke AABD’, ABCD"” und AACD"" dadurch
entstehen, dafl das Dreieck AABC um einen Kantenmittelpunkt um 180° gedreht wird.
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Dann sind die Dreiecke kongruent und es gilt:

AB = D" = CD7

BC = AD' = AD" AC = BD' = BD”

Damit ist insbesondere gezeigt, dafi die Seiten, die gleich lang sein miissen, dies auch tatséchlich sind. Es
ergibt sich also tatsdchlich das Netz eines Tetraeders.

Allgemein gilt, dafl Tetraeder aus einem Parallelepiped entstehen, wenn jede 2. Ecke abgeschnitten wird.
Fiir Tetraeder mit kongruenten Seiten gilt sogar, daf} sie analog aus einem Quader entstehen.

Die Punkte A, B, C, D lassen sich wie im Bild angegeben in
einem Quader mit den Kantenldngen a, b, ¢ in Vektorschreibweise
darstellen als:

a 0 0 a
A= 0 B = b C = 0 D= b
0 0 c c

Ein Punkt P, der der Diagonalenschnittpunkt des Quaders ist, hat
offensichtlich zu allen Ecken den gleichen Abstand und ist daher

der Umkugelmittelpunkt. P hat dabei die Koordinaten

P =

NN

Nun wird untersucht, wie gro3 der Abstand d; von P zu den Tetraederseitenflichen ist. Dabei wird die

Hessesche Normalform verwendet. Es entstehen folgende 4 Gleichungen:

b—a)x (¢—a -4 —a —a
m—w—m[{ )x@—a] ; o\
(b-a)x(@-a)] |(b-a)x(E-a)l\ : 0
1 Q% —bcic _ —abc — abe + abc _ —abe
|(b—a@) x (¢—a)] g ab 21/(bc)2 + (—ac)? + (ab)2  24/(bc)? + (ac)? + (ab)?
(b—d) x (¢—d) ) -3 —a —
d2 =(p s = - = — = — -3 O _
T e d  G-dx el \ 2 ~ )
_ 1 :% . :ZZ _ abc + abc — abe _ abe
|(b—d) x (Z—d)| —§ ab 27/ (=bc)2 4 (—ac)2 + (ab)2  24/(bc)? + (ac)? + (ab)?
_[@-8x(@-5)] | 3 a a
ds = (p—0)- _ S _ S _b . —b 0
G @ @< @b\ ¢ o )\
_ 1 _%g _ —al;c _ —abc — abe + abc _ —abe
(@ — b) x (d—b)| %2 ab 2¢/(=bc)2 + (ac)? + (ab)2  24/(bc)? + (ac)? + (ab)?
[(@-3) x (-9 ! : a a
dy=(p—2¢ = = = 2 . b
Y k-l i@-ax@-al\ & B B
_ 1 % be abc + abc — abe —abc
_ By ae | =

@-ax@d-a\ ab ) 2P T (@eP 1 (@) 2/ + (ac)? + (ab)?
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Damit sind bis auf das Vorzeichen alle Abstédnde identisch. Das Vorzeichen bestimmt nur die Richtung des
Vektors, der den Abstand zwischen dem Punkt und der Ebene darstellt. Insofern sind alle Abstdnde von
gleicher betragsméfiger Liange und es ist gezeigt, dafl die Inkugel des Tetraeders ihren Mittelpunkt in P,
also in dem Umkugelmittelpunkt hat. O

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 031244:

Die Einerstelle einer natiirlichen Zahlen im dekadischen Positionensystem entspricht dem Rest bei der Divi-
sion durch 10. Die Einerstelle der Potenz n* hingt nur von k und der Einerstelle von n ab. Wir stellen fest,
dass die Folge der Einerstellen der Potenzen n* fiir k als Laufvariable und festes n, also (nk mod 10 : k € N),
eine Periode bildet, wobei die Lange der Periode von (der Einerstelle von) n abhéngt. Die kleinste gemein-
same Periode (das kleinste gemeinsame Vielfache aller Einzelperioden) ist vier.

n | n' mod 10 7% mod 10 7% mod 10 n* mod 10
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 4 8 6
3 3 9 7 1
4 4 6 4 6
5 5 5 5 5
6 6 6 6 6
7 7 9 3 1
8 8 4 2 6
9 9 1 9 1

Da die kleinste gemeinsame Periode die Lange vier besitzt, hingt die Einerstelle der Potenz n* nur von

nmod 10 und k£ mod 4 ab. (k = 0 ist ausgeschlossen!) In der Aufgabenstellung ist k = n™ gesetzt, daher
ist die Periode der Folge (n™ mod 4 : n € N) zu untersuchen. Wir vermuten, dass der Ausdruck a® mod 4
sowohl in a als auch in b ein Periode besitzt, fiir festgehaltenes b bzw. a. Der Ausdruck a® mod 4 besitzt in a
immer eine Periode der Linge 4, weil a® mod 4 nur von a mod 4 und b abhéngt (vergleiche mit Argument zur
Einerstelle im Dezimalsystem). Mit Hilfe einer Wertetabelle ermittelt man fiir a® beziiglich b eine Periode
der Lénge zwei.

|a1m0d4 a?mod4 a3 mod4
0 0 0

a
0
1 1 1 1
2 2 0 0
3 3 1 3
Die vollstindige Wertetabelle fiir a” mod 4 besteht abgesehen von der ersten Spalte aus identischen Blocken

der Grofie 4 x 2 auf deren Diagonale man die Werte der Folge (n™ mod 4 : n € N) ablesen kann. Offensichtlich
hat diese Folge die Periode vier.

(n" mod4:neN)=(1,0,3,0,...)

Die vollstéindige Wertetabelle fiir a® mod 10 besteht, wie oben zu sehen, aus identischen Blocken der Groe
10 x 4. Die Einerstelle von n(®") entspricht in der (n mod 10). Zeile der ersten Tabelle dem (n™ mod 4).
Eintrag ((n" mod 4) geméf zweiter Tabelle). Die gesuchte Folge hat die Periode kgV (10, 4) = 20 und lautet:

(1,6,7,6,5,6,3,6,9,0,1,6,3,6,5,6,7,6,9,0,...)

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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Losung 031245:

Auf der Strecke AP sei (Q der Punkt, welcher von P den gleichen
Abstand hat, wie B von P. Dann ist das Dreieck QPB gleich-
schenklig und weil <CPQ = 60° sein soll, ist der Nebenwinkel
JQPB = 120° und die Basiswinkel des Dreiecks QPB sind 30°
grofi.

Die GroBe des Winkels < PBA wird als 45° vorausgesetzt, daher
muss <QBA = 15°. Der Winkel < AQB muss als Nebenwinkel
von <BQP 150° grof sein. Damit ist auch <<BAP = 15°, wegen
der Innenwinkelsumme im Dreieck BAP. Auch BAP ist folglich
ein gleichschenkliges Dreieck.

Nun soll das Dreieck PQC genauer betrachtet werden: Da PC' doppelt so lang wie PB und mithin doppelt
so lang wie PQ ist, und der Winkel <<CPQ 60° grof} ist, ist <xPQC ein rechter Winkel. Davon tberzeugt
man sich am besten, indem man noch einen Punkt P’ auf der Gerade durch A und P hinzunimmt. Dann
ist P'PC ein gleichseitiges Dreieck, weil PC' = PP’ und <CPQ = 60° und Q ist als Mittelpunkt von P’P
gleichzeitig LotfuBBpunkt vom Lot von C' auf P'P. Weil <CPQ = 60° und <PQC = 90° ergibt sich wegen
der Innenwinkelsumme im Dreieck PQC dass <QCP = 30°. Damit ist dieser Winkel genauso grof} wie
< PBQ und auch BQP ist gleichschenklig.

Der Punkt @ gehort also zu zwei gleichschenkligen Dreiecken, die sich die Seite @B teilen. Es ergibt sich,
dass die Strecken QA, QB und QC gleich lang sind. Also ist ) Umkreismittelpunkt von ABC'. Das Dreieck
CQA ist deshalb ebenfalls gleichschenklig und aulerdem, wie oben gezeigt, rechtwinklig. Der Winkel < ACQ
ist damit 45° groB. Die gesuchte Grofie von SACB ist SACQ + <QCP = 45° + 30° = 75°.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031246:

Untersuchung der einzelnen Behauptungen:
a) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.
Diese Aussage ist richtig.

Gegeben sei ein Kreis und eine Seitenlénge, so dass sich ein Vieleck mit dieser Seitenlénge in den Kreis
einbeschreiben ldsst. Betrachte einen Punkt A des Vielecks. Es gibt nur zwei Punkte auf dem Kreis,
die von A den gleichen Abstand besitzen (Anzahl Schnittpunkte bei Schnitt von zwei Kreisen). Das
miissen die Nachbarpunkte des Vielecks zum Eckpunkt A sein. Der Winkel zwischen den benachbarten
Kanten ist daher immer gleichgrof.

b) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
Diese Aussage ist falsch.

Beispiel: Das Rechteck mit den Seitenldngen 3 und 4 kann einem Kreis mit Durchmesser 5 einbeschrie-
ben werden. Es hat 4 Winkel der Grole 90° aber unterschiedlich lange Seiten.

¢) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.
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Diese Aussage ist falsch.

Beispiel: Man nehme zwei verschiedene Durchmesser des Kreises, die um den Winkel o gegeneinander
verdreht sind. An den vier Schnittpunkten der Durchmesser mit dem Kreis lege man Tangenten an
den Kreis. Diese Tangenten erzeugen einen Rhombus, also ein gleichseitiges Parallelogramm, mit den
Winkeln o und 180° — a.

d) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
Diese Aussage ist richtig.

Den Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten des Vielecks nenne a.. Die Kanten sind Tangenten an
den Kreis, daher liegen Kanten und Kreisradien im rechten Winkel zueinander. Der Winkel zwischen
zwei solchen benachbarten Radien ist 180° — o grof3. Die Vieleckskanten bilden mit den Kreisradien
aneinandergereihte Drachenvierecke mit gleichen Winkeln. Da ein Kreisradius Kante zweier benach-
barter Drachenvierecke ist, sind die Drachenvierecke nicht nur &hnlich sondern auch kongruent. Damit
sind die Vieleckskanten alle gleich lang.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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4. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 041211:

Wir behandeln die drei Méglichkeiten z > 13, z = 13 und z < 13, indem wir die Relation z % 13 umformen,
bis wir eine Aussage erhalten, in der direkt erkennbar ist, fiir welches Relationszeichen sie gilt. Mit der
Abkiirzung a = /389 gilt

2= 13 & V636000 = 13 + 10a

& 636000 § 133 4+3-13%2.10a + 3 - 13 - 102a% + 1000a>

13 6277
> 2 > 2
= — 244 Z el
& 0 = 3900a” + 5070a 803 & 0 = 3900 (a + 10a 100)
> —13 + V25277 —13 — /25277
ozle-—— ) oo

Wegen a > 0 > (—13 — v/25277)/20 ist der zweite Faktor der letzten Zeile positiv, so dass die Relation

equivalent ist zu
—13 + /25277
20

< —13% +3-132V/25277 — 3- 13- 25277 + 25277/ 25277 § 202 - 389

0 § a— & —13 4+ V25277 § 20a

& —988000 + 2578425277 % 3112000 < 257842527 % 4100000
& 3223Vv25277 % 512500

Da beide Seiten positiv sind, kénnen wir quadrieren, und die Relation ist dquivalent zu
262570625933 % 262656250000
Diese Aussage gilt nur fiir ,<“, also ist z < 13.

Bemerkung. Die Aufgabenstellung ist heutzutage sinnlos, denn niemand wiirde heute Kubikwurzeln in einer
vierstelligen Tafel nachschlagen, sondern einen Taschenrechner benutzen, der deutlich genauer und zudem
platzsparender ist. Schon mit nur sechs Stellen Genauigkeit ist ¥/636000 — /389000 ~ 85.9975 — 72.9989 =
12.9986 < 13. Interessant sind solche Aufgaben nur, wenn beide Seiten gleich sind (wie z.B. in Aufgabe
041116), denn exakte Gleichheit lasst sich auch durch beliebig genaue Gleitkommarechnung nicht zeigen.

Aufgeschrieben und geldst von Rainer Miller

Losung 041212:

Vorbemerkung: mit ,,Sehnenviereck® muss in der Aufgabenstellung ,konvexes Sehnenviereck® gemeint sein,
da die Aussage sonst nicht stimmt.
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F ist die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke ABC und C' DA, die gleich %ab sin 8 bzw. %cd sin ¢ sind
(Bezeichnungen wie in der Abbildung). Da ABC'D ein Sehenviereck ist, gilt 546 = 180°, so dass sin § = sin 0
und

1 1 1
F= 5absinﬁ+ icdsinéz §(ab+cd) sin 3. (1)
I sei die Linge der Diagonalen AC. Nach dem Kosinussatz fiir ABC gilt 2 = a? + b> — 2abcos 3, und nach

dem gleichen Satz fiir CDA gilt 1?2 = ¢ + d* — 2cd cosd. Daraus koénnen wir [? eliminieren, und wegen
B+ 6 = 180° gilt cosd = — cos 3, so dass

(ab+cd)cos B = %(a2+b2—02—d2). (2)
Indem wir (1) quadrieren, sin? 3 + cos? 3 = 1 beriicksichtigen und (2) einsetzen, erhalten wir
2 1 2 2 2
F° = 1 (ab + cd)” — (ab+ cd)* cos” 5
_ 1 2 32 2 2
- 16(2(ab+cd) (@2 +b2—ct—d ))
: (2(ab +ed) + (a® +b* — 2 — dz))

(—a2+2abfb2+02+2cd+d2>(a2+2ab+62 702+20d—d2)
(— (a—b)+(c+d))((a—b)+(c—|—d))

(@40 = (=) ((@+b) + (c—a))
—a+b+c+d _ a—b+c+d . at+b—c+d . at+b+c—d

2 2 2 2
=(s—a)(s—=Db)(s—c)(s—d).

Waurzel ziehen und fertig.

sl-al-

Aufgeschrieben und geldst von Rainer Miller

Losung 041213:

Wir fithren ein Koordinatensystem mit A als Ursprung, AB als x-, AD als y- und AFE als z-Achse ein. Dann
ist
A =(0,0,0), B=(v3a,0,0), C = (v/3a,a,0), D= (0,a,0),

E =(0,0,a), F = (\/ga,O,a), G= (\/ga,ma), H = (0,a,a),

S = i(A+B+C+D) — (V3a/2,a/2,0).
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a) Eine Kugel mit Mittelpunkt M = (m,, m,, m,) und Radius r > 0 hat die Gleichung (z—m)?+(y—m,)>+
(z —m.)? = r2. Setzt man die Punkte ein, die auf der Kugel liegen sollen, erhiilt man ein Gleichungssystem
fir die Unbekannten m,,m,, m, und r. Dass in der Aufgabenstellung mehr Punkte genannt werden, als
zur eindeutigen Festlegung der Kugel notwendig sind, ist wohl als deutliche dikatische Aufforderung zu
verstehen, statt direkter Losung des Systems erst festzustellen, dass offensichtlicht m, = m, = a/2 gelten
muss (der Schnittkreis der Kugel mit der Ebene durch A, D, E und H soll diese vier Punkte enthalten). m,,
und r berechnen wir daraus, dass A und S auf der Kugel liegen sollen:

(0=ma)?+ (0= 3a)° +(0—3a)® = »°
(3V3a—my)*+ (2a—3a)? + (0— 3a)? = r?
PN mi + %CLQ = 72
m?v —V3am, +a? = r?
o m?c + %a2 = 72
—\/gama; + %aQ = 0

(subtrahiere die obere Gleichung von der unteren). Aus der zweiten Gleichung des letzten Paares folgt
My = % 3 a und somit

1 V21
= —a.

— 2 1 Zg2
r mw+2a 6

b) Eine Ebene beriihrt eine Kugel genau dann, wenn der Abstand des Kugelmittelpunktes von der Ebene
gleich dem Kugelradius ist. Ein Normalenvektor der Ebene durch S, F' und G ist

ni= (G —F) x (S~ F) = (0,a,0) x (—v3a/2,a/2,—a) — %&(—2, 0,v/3).

Da F in der Ebene liegt, ist der Abstand eines Punktes P von der Ebene gleich | (P — F) - n/|n||. Speziell

fiir den oben berechneten Kugelmittelpunkt M = (%\/5, %, %)a ist der Abstand

(3V3—v3,3,5—1)-(=2,0,V3)3a®| |EV3-3a®| 21
VT2 Tl M2 |6
2 2

Also beriihrt die Ebene die Kugel.
Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miller

Losung 041214:

Mit der GesetzméBigkeit 2cosa cos 8 = cos(a — ) + cos(a + 8) und dem Wissen, daB cos60° =  sowie
cos 90° = 0 gilt:

= c0s 20° - cos40° - cos 60° - cos 80°

- (08 20° + cos 60°) - % - cos 80°

8
|
Q

- cos 20° - cos 80° + % - cos 80°

- (cos 60° + cos 100° + cos 80°)

O = 0Ol = x| =N =

. <; +2-cos10° - cos 90°>

&=

Es ergibt sich fiir z = 1.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Peter Hieber
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Losung 041215:

Die Sitzplatze werden, von links beginnend, der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4 und 5 numeriert.
Behauptung

(1) Auf Platz 1 sitzt der Ingenieur.
(15) Auf Platz 2 sitzt der Zypriot wegen (1) und (14).

(16) Auf Platz 1 sitzt der Reisende aus der UdSSR, er ist Ingenieur, fliegt nach Leipzig und ist Fuflball-
spieler.

Beweis:

Auf Platz 1 sitzt nicht der Reisende aus Polen wegen (1) und (3), nicht der Reisende aus der DDR und der
aus Ungarn wegen (11) und (15) und nicht der Reisende aus Zypern wegen (15). Wegen (8) fliegt er nach
Leipzig und ist wegen (10) nicht Leichtathlet, wegen (1) und (5) nicht Schwimmer, wegen (7) nicht Hand-
ballspieler und wegen (2) nicht Volleyballspieler. Damit ergibt sich die Antwort auf a): Der Fufiballspieler
ist Biirger der UdSSR.

Behauptung:

(17) Der Zypriot ist 24 Jahre alt wegen (13), (16) und (14).
(18) Der Kapitén spielt Volleyball oder Handball.

Beweis:
Der Kapitéin spielt nicht Fu8ball wegen (16). Er ist nicht Leichtathlet wegen (6) und (10) und nicht Schwim-
mer wegen (5).

Behauptung:

(19) Der Kapitén ist Ungar oder Deutscher.

Beweis:
Der Kapitén ist nicht aus der UdSSR wegen (16), nicht aus Polen wegen (3) und nicht aus Zypern wegen
(18), (2) und (15) bzw. (18) und (7).

Behauptung:

(20) Der Kapitén sitzt auf Platz 3, 4 oder 5 wegen (1), (15) und (19).
(21) Der Kapitén ist 40 oder 52 Jahre alt.

Beweis:
Er ist nicht 21 Jahre wegen (4), nicht 24 Jahre wegen (17) und (19) und nicht 32 Jahre wegen (6) und (9).

Behauptung:

(22) Der Zypriotauf Platz 2 reist nach Dresden.

Beweis:

Er reist nicht nach Berlin wegen (9) und (17), nicht nach Rostock wegen (19) und (6), nicht nach Leipzig
wegen (16) und nicht nach Karl-Marx-Stadt, denn dann wére er wegen (10) Leichtathlet, daher wegen (18)
nicht Kapitdn, wegen (5) nicht Lehrer, wegen (16) nicht Ingenieur und wegen (3) nicht Journalist, also
Feinmechaniker. Dann wére er 21 Jahre alt wegen (4) im Widerspruch zu (17).

Behauptung:
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(23) Der Kapitén ist 40 Jahre alt.

Beweis:

Angenommen, das wére nicht der Fall, dann wére er wegen (21) 52 Jahre alt und séfie wegen (12), (22) und
(16) auf Platz 3. Er wére also wegen (2) Volleyballspieler und wegen (7) und (19) Ungar. Dann séfle wegen
(11) und (15) der Deutsche auf Platz 4, wére nicht Ingenieur wegen (16), nicht Lehrer wegen (7) und (5),
nicht Journalist wegen (3), sondern Feinmechaniker und daher 21 Jahre wegen (4). Daher hétte der Reisende
aus der DDR nicht das Reiseziel Berlin wegen (9) und nicht die Reiseziele Leipzig wegen (16), Dresden wegen
(22), Rostock wegen (6) und Karl-Marx-Stadt wegen (7) und (10) im Widerspruch zur Voraussetzung, daf
eine der finf Stadte sein Reiseziel ist. Damit ergibt sich die Antwort b): Der Kapitén ist 40 Jahre alt.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
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4. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 041221:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
Losung 041222:
Es ist:
1049 - 58 = 60842 = 31 - 1965 — 73.
Daher ist
zn = 73" + 1049 - 58"
= 73" + (311965 — 73) - 58"~ !
= 73(73" "1 — 58" 1) + 31 - 1965 - 58" L.
Da n — 1 = 2k eine gerade Zahl mit k > 0 ist, folgt
73n1 —58nl = (732)k — (582)F
= 5329%F — 3364*.
Diese Zahl ist durch 5329 — 3364 = 1965 teilbar. Also ist auch z,, durch 1965 teilbar.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 041223:
Es ist

a* —4dac® + 3¢ = a* — 2% + * 4 2d%* — dac® + 2¢
(a® — *)? 4+ 2¢%(a® — 2ac + %)
= (a®> = *)? +2¢%(a — ¢)?

> 0.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = c ist.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 041224:
Es ist

sinz +siny  2sin 2 cos Y

- - = —= = cot
sinz —siny  2sin %5¥ cos LJQFZ/ 2

)
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—00N° hi in Tty zty _ 1 ;
da wegen x + y = 90° hier sin =¥ = cos =5* = 5v/2 ist.

Ferner ist 5% = & — (45o — %) = x — 45°. Also ist das Gleichheitszeichen fiir alle z und y erfillt, fir die

cot(z — 45°) = 2 und y = 90° — & ist. Man erhélt dann x — 45° ~ 31° + k - 180° (k ganzzahlig).

x &~ T6° + k - 180°
Y~ 14° — k - 180°

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 041225:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 041226:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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4. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 041231:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 041232:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 041233:

Auch wenn es in der Aufgabenstellung nicht explizit gesagt wird, konnen wir annehmen, dass A und B
verschieden sind, denn sonst ist <APB = 0 fiir alle P € g und die Aufgabe ziemlich sinnlos. Wenn P auf
der Geraden AB liegt, dann ist X APB = 0, was nicht maximal ist. Also liegt der gesuchte Punkt nicht auf
AB, so dass es einen eindeutigen Kreis k durch A, B und P gibt.

P Q R
!/
Angenommen, k£ schneidet g in einem weiteren Punkt R wie in der obigen Abbildung. Nach Peripherie-
winkelsatz ist XAPB = <ARB = J4AQ'B, und wegen 4BAQ < 4<BAQ' und ¥ABQ < 4ABQ' ist
JAQB > <AQ'B = < APB, also efillt P nicht die verlangte Bedingung.
Der gesuchte Punkt P ist demnach dadurch gekennzeichnet, dass der Kreis k£ durch A, B und P die Gerade

g in P beriihrt. Dieser Sonderfall des Apollonischen Kreisproblems hat i.A. zwei Losungen. Die folgende
Abbildung zeigt ein Beispiel.
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P’ X P

Speziell zu behandeln ist der Fall, dass AB parallel zu ¢ ist. Dann kann nur ein A und B enthaltender
Kreis g beriihren, der Bertihrpunkt P ist wegen der Symmetrie der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der
Strecke AB mit g.

Im folgenden betrachten wir den allgemeinen Fall, dass AB nicht parallel zu g ist, so dass ein eindeutiger
Schnittpunkt X von AB und g existiert. Da A und B nach Voraussetzung auf der gleichen Seite von g liegen,
liegt X auflerhalb jedes A und B enthaltenden Kreises k (wie in obiger Abbildung). Da g eine Tangente an k
im gesuchten Punkt P sein soll und X enthélt, muss X A- X B = X P? gelten (allgemeiner Satz iiber Sehnen
und Tangenten). Der gesuchte Punkt P liegt demnach im berechenbaren Abstand v XA - X B von X auf g.
Es gibt zwei solche Punkte P und P’, die lokale Maxima des Winkels sind, unter dem AB erscheint. Das
globale Maximum liegt in dem Punkt P, fir den der Kreis k kleiner ist, also so, dass SPXA < <P'XA. Im
symmetrischen Sonderfall, dass AB senkrecht zu g ist, ist der Winkel in beiden Punkten gleich grof}, d.h.
es gibt zwei verschiedene Losungen.

Da wir nun wissen, wie der Punkt P berechnet wird, kbnnen wir ihn auch wie folgt konstruieren. Die Abbil-
dung zeigt die wesentlichen Konstruktionsschritte, ein paar Hilfskonstruktionen wurden zur Ubersichtlichkeit
weggelassen.
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1. Schneide die Gerade AB mit g, der Schnittpunkt sei X (der Fall, dass AB parallel zu g ist, wurde
oben behandelt und hier ausgeschlossen). In der Abbildung liegt A zwischen X und B, was 0.B.d.A.
angenommen werden kann, aber auch keinen Unterschied macht.

2. Schlage um X einen Kreis ¢; durch A, der von A verschiedene Schnittpunkt mit AB sei A’.

3. Konstruiere den Thaleskreis co durch A’ und B. Dazu lege man einen Kreis um A’ durch B und einen
Kreis um B durch A’ und verbinde die beiden Schnittpunkte dieser Kreise. Der Schnitt der Verbin-
dungsgeraden mit A’B ist der Kreismittelpunkt (diese beiden Hilfskreise und die Verbindungsgerade
sind in der Abbildung nicht gezeichnet).

4. Konstruiere die Gerade h, die X enthilt und senkrecht zu AB ist. Da XA = X A’, ist h die Mittel-
senkrechte von A und A’, also gehe man vor wie bei der Konstruktion von ¢y (die beiden Hilfskreise
sind wieder in der Abbildung weggelassen).

5. Y sei ein Schnittpunkt von h und ¢y (es ist egal, welchen von beiden man verwendet). Da Y auf dem
Thaleskreis von A’ und B liegt, hat das Dreieck A’BY in Y einen rechten Winkel. Ferner ist A die
Hoéhe des Dreiecks durch Y und X der Fulpunkt dieser Hohe. Nach dem Héhensatz von Euklid gilt
XY?2=XA"-XB=XA-XB wegen XA = XA’

6. Schlage um X einen Kreis ¢3 durch Y. Die Schnittpunkte des Kreises mit g sind die Punkte P und
P, denn XP=XP =XY =vXA -XB.

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miller

Losung 041234:
Wegen tan(z + 5) = —cotz und cot(z + §) = — tanx ist

tan? (x + g) + cot? (w + g) = tan? z + cot? T,

und wegen tan(% £ x) = cot(§ F x) ist

tan? (g + x) + cot? (g + w) = tan? (% - x) + cot? (% - :E) )

s

d.h. tan®  + cot? x ist 5-periodisch und symmetrisch zu x = 7. Wir miissen daher Losungen von tan? z +

|

cot? z = 6 nur im Intervall I = (0, 5] suchen (0 ausgeschlossen wegen Definitionsliicke).
Die gegebene Gleichung ist
sinz  cos®x
2 2 = 6
cos?x  sin‘x
& sinz +costz = 6sin?z cos?x
& (1 —cos?z)? +cos*xr = 6(1 —cos®x)cos’z
& 2costx —2cos?x+1 = 6cos’x —6costa
4 2 1
& cos” & — cos a:—i—g = 0
2++/2
=3 cos’r = V2
4
242
=3 cosx = 5 V2
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1
Die letzte Umformung gilt, da cos auf I positiv ist. cosx = 5\/ 2 — v/2 hat keine Losung in I, weil cos auf
I streng monoton fillt und cos 7 = %\/5 > %\/ 2 — /2 gilt. Also hat die Ausgangsgleichung in I nur eine

Lésung, ndmlich
V2+V2

T = arccos ——— =
2

oo 3

Die letzte Gleichheit gilt wegen

1 = 1(1+ 7r> 1 242
e — = — cos — | = — . .
2 4 2 4 2 2

Wegen der anfangs genannten Symmetrie und Periodizitdt ist die Menge aller reellen Lésungen

T 37T s T ™ 3T 51
-, — —Z=—4+-Z={3*—, £—, =—, ...
{878}+2 8+4 { 8’ 8’ 8’ }

Aufgeschrieben und geldst von Rainer Miller

Losung 041235:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 041236:

Vorbemerkung: daraus, dass die drei Kreise paarweise genau einen gemeinsamen Punkt haben und die drei
Beriihrpunkte verschieden sind, folgt insbesondere, dass kein Kreis zu einem Punkt degeneriert ist und keine
zwei Kreise identisch sind.

Die Kreise bezeichnen wir als kq, ko, k3, den Punkt k1 Nky als Ppo, die gemeinsame Tangente von ky und ko
in Pjo als t15. Analog sind Ps3, Py3,to3 und t13 definiert.

Zunichst nehmen wir an, dass zwei der Kreise in einer Ebene liegen, 0.B.d.A. seien dies k1 und k5. In dieser
Ebene miissen dann auch die Geraden t13 und to3 liegen. Sie miissen verschieden sein, denn sonst wiirde
die Gerade t13 = to3 den Kreis k3 in den beiden verschiedenen Punkten P;3 und Ps3 beriihren, was nicht
moglich ist. Also hat die k3 enthaltende Ebene zwei verschiedene Geraden mit der k; und ko enthaltenden
Ebene gemeinsam. Das ist nur dann moglich, wenn beide Ebenen identisch sind. Wenn also zwei der drei
Kreise in einer Ebene liegen, dann liegen alle drei Kreise in dieser Ebene.

Nun betrachten wir den Fall, dass keine zwei Kreise in einer gemeinsamen Ebene liegen. Zu zeigen ist, dass
dann alle drei Kreise auf einer einzigen Kugel liegen. F15 sei die zu t15 senkrechte Ebene durch Pjs, d.i. die
gemeinsame Symmetrieebene von k1 und ko. Fiir ¢ = 1,2, 3 sei die ,,Mittelsenkrechte“ m; des Kreises k; die
Menge aller Punkte, die von jeweils allen Punkten des Kreises den gleichen Abstand haben, d.i. die Gerade
senkrecht zur Kreisebene durch den Kreismittelpunkt. Da k; und ks symmetrisch zu Fpo liegen, enthélt
E5 die Geraden mj und ms. Diese Geraden sind nicht parallel (und insbesondere nicht identisch), da sonst
die Ebenen der Kreise k1 und ks parallel und somit gleich wéren, und schneiden sich daher in genau einem
Punkt Mj5. Nach Konstruktion hat M5 sowohl von allen Punkten aus k1 als auch von allen Punkten aus ko
den gleichen Abstand. Da die Kreise k1 und ko einen Punkt gemeinsam haben, hat M;5 von allen Punkten
aus kq U ko den gleichen Abstand, den wir als 715 bezeichnen.

Vollig analog schneiden sich mo und mg in einem Punkt Mss, der von allen Punkten aus ke U k3 den
konstanten Abstand ro3 hat, und m; und ms schneiden sich in einem Punkt M3, der von allen Punkten
aus ki U k3 den konstanten Abstand r13 hat. Wenn die drei Punkte Mis, Ms3 und M3 nicht paarweise
verschieden sind, dann sind sie alle drei gleich (denn z.B. aus Mo = Mag folgt, dass my den Punkt moNmsg
enthélt), so dass r12 = re3 = r13. Dann liegen alle drei Kreise auf der Kugel mit Radius r15 um Mis.

Dass die Punkte Mis, Ms3 und M3 immer gleich sind, zeigen wir durch einen indirekten Beweis, indem
wir annehmen, dass sie paarweise verschieden sind. Ms3 und M3 liegen auf m; bzw. ms und damit in
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der von diesen Geraden aufgespannten Ebene F15. mg hat also zwei verschiedene Punkte mit dieser Ebene
gemeinsam und liegt daher in dieser Ebene, die folglich mit den analog definierten Ebenen Fs3 und Fi3
identisch ist. Damit liegen aufler Pjo auch die Punkte P>3 und Pj3 in dieser Ebene E = E15 = F3 = Fi3.
Da F mit jedem der Kreise nur zwei Punkte gemeinsam hat und von diese sechs Punkte jeweils zwei als
Beriihrpunkt zusammenfallen, besteht der Schnitt von £ mit den Kreisen genau aus den drei verschiedenen
Punkten Py, Po3 und Pi3, und die Geraden my, ms und mg sind die Mittelsenkrechten des von den drei
Beriihrpunkten gebildeten Dreiecks. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich jedoch immer in
einem einzigen Punkt. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass M2, Ms3 und M3 paarweise verschieden
sind. Also tritt der oben genannte Fall ein, dass diese drei Punkte gleich sind und die drei Kreise auf einer
Kugel liegen.

Aufgeschrieben und geldst von Rainer Miller
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4. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 041241:

Angenommen, die reelle Zahl z sei eine Losung der Gleichung. Da die Radikanden nicht negativ sein diirfen,
und /p+z++/p—x > 0 ist, gilt 0 <z < p. Durch zweimaliges Quadrieren der Ausgangsgleichung erhélt
man z* + 42%(1 — p) = 0.

(1) 0<p<1
Fir p <1 ist also notwendig = 0. Fiir p < 1 kann es also aufler = 0 keine Losung geben.

Probe : \/p+x++/p—1x=2,/p>0=x, weil p positiv. Damit gibt es bei p < 1 keine Lésung!

(2) 1<p
Fir p > 1 kénnten x = 0 und = = 24/p — 1 Losungen sein.

Probe : x = 0 ist ebenso wie im 1. Fall keine Losung.
Teste nun x = 2y/p — 1:

s=Vpitz+vh—a
= \pt2ypT+yp-2/p 1
= W=z (o112
=lvp—1+1+|Vp—-1-1

Der Betrag des ersten Termes ist gleich dem Term selbst; der Betrag des zweiten Termes ist gleich
dem Term selbst fiir 2 < p und dem Negativen dessen fiir 1 < p < 2. Wir erhalten also fiir 1 < p < 2:

s=p—1+1+1—\p—1=2#2/p—1
Fir2<pist s=+p—1+1++p—1—1=2y/p—1 =2 und damit die einzige Losung.
Die einzige Losung dieser Gleichung ist « = 21/p — 1 fir den Fall, dal p > 2 gilt.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 041242:
Es gilt nach binomischer Formel:

z = 1963'9%° — 1963 = 1963(1963'9%* — 1)
=1963 - (19637 4 1) - (1963*"" 4 1) - (1963*"" — 1)
=13-151- (19637 4 1) - (1963"" + 1) - (1963*7" — 1)
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Wegen a* —1 = (a — 1)(a*~! + ... + 1) fiir jedes positive, ganze k und a* + 1 = (a + 1)(a*~! — ... + 1) fiir
jede ungerade natiirliche Zahl k, gilt: z = 1962 - 1963 - 1964 - P, wobei P das Produkt der iibrigen Faktoren
ist.

Wegen 1962 = 2 - 32109, 1963 = 13 - 151, 1964 = 22 - 491 ist z durch 2, 3, 13, 109, 151, 491 teilbar. Es
ist jetzt nur noch zu untersuchen, ob z auch durch 5, 7, 11 teilbar ist.

a) Teilbarkeit durch 5:
196319%° — 1963 = 3'9% — 3(5)
=339 - 3(5)
=31 —3=0(5)
Damit ist z durch 5 teilbar.
a) Teilbarkeit durch 7:
196319%5 — 1963 = 31965 — 3(7)

=3%.3032T _ 3(7)
=6-1%%7 -3 =3(7)

Damit ist z nicht durch 7 teilbar.

a) Teilbarkeit durch 11:

1963196° — 1963 = 5955 — 5(11)
= 5539 _ 5(11)
= 1% —5=—4(11)

Damit ist z nicht durch 11 teilbar.

Damit ist z bzgl. aller zu untersuchenden Teiler nur durch 7 und 11 nicht teilbar.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 041243:

Die vier Punkte A, B,C, D bilden genau dann ein Parallelogramm (bzgl. dieser Reihenfolge entlang des
Vierecksrandes), wenn B— A=C — D und C — B = D — A gilt, d.h. wenn es zwei Vektoren s, s3 gibt, so
dass

B:A+51, C:A+81+82, D:A+82(1) (].)

gilt. Nach Voraussetzung gibt es zwei solche Vektoren sowie analog Vektoren s, s, so dass
B =A+5s), C=A+s+s, D =A+5s,.(2) (2)

Dass die Parallelogramme nach Voraussetzung nicht entartet sind, bedeutet, dass s; und sy sowie s} und
sh jeweils linear unabhéngig sind (das ist hier allerdings irrelevant).

Dass A” auf der Strecke AA’ liegt, ist Aquivalent zur Existenz eines A € [0,1], so dass A” = (1 - \)A+ \A'.
Dass A”, B"”,C"” und D" den gleichen Teilungsparameter haben, bedeutet

A'=(1-XNA+XA, B"=(1-NB+ )P,

JA: C"=(1-NC+AC', D"=(1-X\D+AD'. (3> (3)

Einsetzen von (1) und (2) in (3) liefert

B// :A/,+Sl1/, C// :A/,+$Ill+8/2/7 D// :A//+812/
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s =(1—=X)sy + s, sh = (1 — N)sa + Ash,

mit

d.h. A”B"C"” D" ist immer ein Parallelogramm, unabhiingig vom Teilungsverhéltnis und der relativen Lage
und Form der gegebenen Parallelogramme.

Ansonsten kann man keine allgemeinen Aussagen machen. Z.B. kann das neue Parallelogramm entartet sein
(z.B. wenn die beiden gegebenen Parallelogramme in einer Ebene liegen, spiegelsymmetrisch zueinander
sind und die Teilungspunkte jeweils die Mittelpunkte sind), oder es kénnen Sonderfélle wie Rechtecke und
Quadrate entstehen, obwohl die Ausgangsparallelogramme keine Rechtecke sind. Aber es muss i.A. keinen
Teilungsparameter A geben, fiir den A” B”C"” D" entartet oder ein Rechteck ist (gehen z.B. die beiden Aus-
gangsparallelogramme durch eine Translation ineinander iiber, dann sind alle entstehenden Parallelogramme
ihnen &ahnlich, d.h. nie entartet und i.A. kein Rechteck).

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miller

Losung 041244:

s
N e
. /
s
/|
\\ ¥ /
— L/
S
/ ///’
4 72/ / ’ e i \L\\
i X
///
/ - ?
— /
s
r
s
/ g !
/ N

\

Zur bequemeren Rechnung wéhlen wir das Koordinatensystem der Funfecksebene so, dass der Mittelpunkt
der Schwerpunkt des Fiinfecks und die positive z-Achse eine Fiinfecksseite in deren Mittelpunkt schneidet (s.
obere Abb.). Der nach ,auflen“ gerichtete normierte Normalenvektor der (verlingerten) i-ten Fiinfecksseite
si (i =0,...,4 gemif unterer Abb.) ist (cos ¢;,sin ¢;) mit ¢; = 2mi/5. Mit den Funktionen

fi(z,y) ==z cos ¢ +ysing; — 1.
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ist fi(z,y) = 0 die implizite Gleichung von s; und | f;(x,y)| der Abstand eines Punktes (z,y) von s;, wobei
r > 0 der Radius des Inkreises des Fiinfecks ist (in der oberen Abbildung ist » = 1, was man o0.B.d.A.
annehmen konnte, ohne jedoch die Rechnung merklich zu vereinfachen).

Die gesuchte Punktmenge ist damit beschreibbar durch die Gleichung

f(z,y) =5r mit f=|fol +[fi] + [fol +[fa] + | fa-

Fir die f; verwenden wir die folgende Tabelle:

i | & cos(¢i) sin(¢;) fi(z,y)

0 O 1 0 T—r
1 %71’ i(\/g -1 =a % 5+2\/g =:b; ar+biy—r
2| 4| —3(VB+ 1) = —az | 3/ 558 =i by | —asw oy — v
3 %ﬂ' —as —by —asx —boy —r
4| &m ap —b a1 — by —r

Manche der Werte stehen direkt in Formelsammlungen (z.B. bei functions.wolfram.com), die ibrigen ergeben
sich aus Additionstheoremen und Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funktionen.

Wegen der Betragsfunktionen ist f nicht einfach handhabbar. Wir benutzen, dass die fiinf Geraden s; die
Ebene in 16 Gebiete zerlegen, in denen jeweils keine der fiinf Funktionen f; ihr Vorzeichen wechselt (wir
betrachten jeweils den Rand des Gebietes als zum Gebiet gehorig). Wegen der fiinfzéhligen Rotationssym-
metrie miissen wir nur vier verschiedene Gebiete betrachten, z.B. die Gebiete A, B, C und D in der unteren
Abbildung.

Betrachten wir zunécht den Fall (z,y) € A (das Fiinfeck selbst). Hier gilt

fo(x7y) S 07 f1($»y) S 07 f2(337y) S 07 fd(x7y) S 07 f4($7y) S 0.
Damit ist
f(xy) ==folz,y) — fi(z,y) — fa(z,y) — f3(x,y) — fa(z,y)
=—(z—r)— (a1x + by —r) — (—agx + by — 1)

—(—agx —boy — 1) — (a1 — bry — 1)
= 5r 4 (2a3 — 2a7 — 1)z = br.

Die Gleichung f(x,y) = 5r ist also in A identisch erfiillt, d.h. die ganze Menge A gehort zur gesuchten
Punktmenge.
Sei nun (z,y) € B. Dann ist fo >0, f1 <0, fo <0, f3 <0, fy <0, also

f(xay) = fO(xvy) - fl(xvy) - f2($7y) - fB(xvy) - f4(x7y) =or+ 2f0($7y)~

f(z,y) = 5r gilt daher in B genau dann, wenn fo(z,y) = 0 ist, also entlang der gemeinsamen Strecke mit
A, so dass wir keine zusétzlichen Losungen erhalten.
Sei nun (z,y) € C. Dann ist fo >0, f1 >0, f2 <0, f3 <0, f4 >0, also

f(x,y) = fo(mvy) + fl(xvy) - f2($7y) - fd(xvy) + f4(x,y)
:57’+2f0(1’,y)+2f1($,y)+2f4($,y)

f(z,y) = 5r gilt daher in C' genau dann, wenn
folz,y) + fi(z,y) + fa(z,y) =0
3
S r—r+ar+bhy—r+ar—by—-r=0& x= 5(\/5—1)7“.

Der Punkt mit dem niedrigsten z-Wert in C' ist jedoch ((v/5 — 1)r,0), der Schnittpunkt der Seiten s; und
S4, also hat f(z,y) = 5r keine Losungen in C.
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Sei nun (z,y) € D. Dann ist fo >0, f1 >0, f2 <0, f3 <0, f4 <0, also

f(xay) = f0<xay) + f1<37,y) - f2<-’17,y) - fj(-'ﬂ,y) - f4(m,y)
=b5r+2fo(z,y) + 2f1(z,y).

f(z,y) = 5r gilt also in C genau dann, wenn

foz,9) + fi(z,y) =0 & (a1 + Dz + by — 2r = 0.

Diese Gerade enthélt den Eckpunkt des Fiinfecks, der A und D gemeinsam ist, und verlauft senkrecht zur
Symmetrieachse von D, so dass sie keine weiteren Losungspunkte liefert.

Die gesuchte Punktmenge ist also das Fiinfeck selbst (Rand und Inneres).

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miiller

Losung 041245:
Da wir nur mit positiven Zahlen rechnen, kénnen wir beide Seiten von (1) quadrieren:

(1) & (zzx...x)— (yyy...y) = (z22...2)2

@1(102" 1) 1(10” ly = 1(10“ 1) ’
9 T Y= \o ?

& (10"+1)z—y= %(10” —1)22.(2) (2)

Im Sonderfall n = 1 wird (2) zu 11z = 22 + y, und durch Einsetzen findet man, dass es zu jeder Ziffer
z > 1 genau ein y gibt, so dass die rechte Seite durch 11 teilbar ist. Diese Losungen sind in der Tabelle (?7)
aufgefiihrt.

Fiir n > 2 betrachten wir (2) modulo 100 (beachte §(10™ —1) =111...1 = 11):

x—y=1122.(3) (3)

Fir z = 1,2,...,9 ist 1122 modulo 100 gleich 11, 44,99, 76,75, 96, 39,4, 91.  — y kann aber nur die Werte
0,...,8 oder 92,...,99 annehmen. Also sind nur Losungen mit z = 3, z = 6 oder z = 8 moglich. x — y muss
dann gleich —1, —4 bzw. +4 sein (nicht nur modulo 100).

Ob diese notwendige Bedingung auch hinreichend ist, prifen wir durch Einsetzen in (2). z =3,y =z + 1
liefert 10"z = 10™, also z = 1, d.h. (x,y,2) = (1,2, 3) ist eine Losung fiir alle n. z = 6, y = = + 4 liefert
10"z = 10™ - 4, also x = 4, d.h. (z,y,2) = (4,8,6) ist eine Losung fiir alle n. 2 = 8, y = x — 4 fiihrt auf
10"z = %(10” —1)-64—4, was dquivalent zu 910"z = 64-10™ — 100 ist. Fir n > 3 ist diese Gleichung nicht
erfullbar (wie man modulo 1000 sieht), fiir n = 2 wird die Gleichung zu 9z = 63, also ist (z,y, 2) = (7,3, 8)
eine zusétzliche Losung fir n = 2.

Die folgende Tabelle enthélt alle Losungsquadrupel (n, x, y, z). Die 2. und die 5. Zeile sind eigentlich tberfliis-
sig, da es Spezialfélle der beiden letzten Zeilen sind, und wurden nur zur Nachvollziehbarkeit der Herleitung
aufgenommen.
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Aus dieser Tabelle aller Losungen von (1) ist auch die Antwort auf die Aufgabenstellung zu entnehmen:
die einzigen Tripel (z,y, z), die Losung von (1) fir mindestens zwei verschiedene n sind, sind (1,2,3) und
(4,8,6). Fiir diese Tripel gilt (1) fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n.

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miiller

Losung 041246:
Ich eliminiere zunédchst die Winkel iiber den Cosinussatz und bringe die Gleichung in geeignete Form.

cosa + cos B 4 cosy < g

<= 2abc cos a + 2abc cos 8 + 2abe cos vy < 3abe

= a(b? + 2 —a?) +b(a® + & — b?) + c(a® + b? — ¢*) < 3abe

— ab® 4 ac® — a® + ba® 4+ bc? — b3 + ca® + cb? — ¢ < 3abe

<= 0<2-(3abc+a® + b + & — ab® — ac® — ba* — bc® — ca® — cb?)

—=0<(a+b—0c)a—b2+B+c—a)b—c)?+(a+c—b)(a——c)
Die Ungleichung ist offensichtlich wahr, da im Dreieck a +b—¢c>0,b+c—a >0 und a+ ¢ —b > 0 gilt.
Gleichheit tritt dann ein, wenn (@ — )2 = 0, (b —¢)? = 0 und (a — ¢)? = 0, also a = b = ¢ gilt. Und
tatsdchlich gilt im gleichseitigen Dreieck:

c0s 60° + cos 60° + cos 60° = g

Aufgeschrieben und geldst von Daniel Gutekunst
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5. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 051211:
As 4 y

P
a) Fiir die Masse des Korpers bendtigt man
zuerst das Volumen und dafiir den Fla-
cheninhalt vom Querschnitt (da die Lan-
ge 5 m bekannt ist). Die Querschnittsfla- Ay
che setzt sich wie in der Zeichnung er-
sichtlich aus den Flacheninhalten A; bis
A7 zusammen, wobei A1 = As, A3 = Ay
und As = Ag gilt. Die Teilflichen erge-
ben sich wie folgt: A1 = d-(b—r—r1—d) =
d-(b—3ry —d) = bd —3rid — d?, A Jéf A, As o/ A,

(d—r1)-r =rd—r}, A3 = %-W-T%,A7= I e
(d+7)%— i mer? = d? 4+ 4Ar +dryd — 2

A=2-(bd—3rid—d*)+2-(rd—r})+2-(;-m-r})+d?+4rf +drd—7rf = 2bd—d* +2rf — L 71} =
480, 258mm? = 4, 80258cm?
=m=p-V=p-A-1=785-2;4,80258cm? - 500cm = 18850g = 18, 85kg

cm3
b) Den prozentualen Fehler erhélt man, indem man den vereinfachten Wert durch den genauen Wert
dividiert, 100% multipliziert und die Differenz zu 100% bildet. Da Léange und Dichte gleich sind und die
sich kiirzen wiirden, reicht es aus, mit den Flidcheninhalten zu rechnen: Der vereinfachte Flacheninhalt
ergibt sich als A* = bd + (b — d)d = 2bd — d?. Daraus folgt der Fehler: A = (1 — 2bd7d22ig;2dil-7r-r2) .
2 1 2 o2 !
100% = (s 2™ ). 100% = 1,09%

2bd—d?+2r2—L.mr?

¢) In der unter b) gefundenen Formel bleibt der Zahler unabhingig von d. Es muf also lediglich der
Nenner untersucht werden. Da b viel groBer als d ist, wird der Term 2bd — d? mit groBer werdendem
d auch grofler. Damit wird der Nenner grofler und bei konstantem Zéhler wird der Bruch kleiner. Der
prozentuale Fehler wird also ebenfalls kleiner. Fiir Werte von d aus dem Bereich 5 bis 9 mm ist der
prozentuale Fehler also bei d=5 mm am grofiten mit einem Wert von 1,09%.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, geldst von Felix Kaschura

Losung 051212:

Mit den Bezeichnungen im Bild und = X, M, h = MS, y = AY, z; = M, A, 2 = AB und dem Radius r
der Kugeln miissen folgende Beziehungen gelten:
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S

X1 X2 M
Abb, 051311a Abb. 051311b Abb, 051311¢

(1) My M3z = 2 -+/2r (die Mittelpunkte der Kugeln bilden ein Quadrat wie in Abbildung a) dargestellt,
wenn sie simtliche denselben Kegel beriihren)

(2) # = Y%= ra = hy (dhnliche Dreiecke AX; M S und AAY M)
(3) y = /2% — r? (Satz des Pythagoras)

(4) 21+ 29 = % = +/2r fiir Bild b) bzw. 25 — 21 = M1M3 = /2r fiir Bild c) = 2 = i(\fr — 23),
wobei 4+ im Fall b) und — im Fall ¢) gilt. Dann gilt aber in beiden Fillen: 22 = 2r2 + 22 —2v/2 -7 - 2y

() 2 = i

Nun werden die Gleichungen (1) bis (4) ineinander eingesetzt:

= M= .z (Strahlensatz)

re=nh-/2% —r2

Tx:h-\/2r2+z§—2\/§-r-22—r2

Tx:\/h2r2+h2z§—2\/§-r~h2-22

x—\/h27“2 h—r)2-22—-2V/2-r-h-(h—r)-
e =h2r?2 4 (h—r)? - 22 —2v2-r-h-(h—r) -z
0:h2r2+(h2—2hr)~x272\f2~r~h~(h7 )

( —r) hr?
2\[ “or x + W or

\/§r~(h—r)i\/2r2-(h—r)2 hr2

xT

r)-x

X1,2

2T T TR (h—2r)? h —2r
V2r-(h—7) r
T2 =~ :ther.\/Z(h_r) —h-(h—2r)
- . _ 2 2 _
T12 = o (ﬁ(h r) £ vV h%+2r 2hr)

Der Fall mit dem Plus vor der Wurzel stellt die Losung fiir den Fall des Beriihrens der Kugeln von auflen
und das Minus fiir innen dar.

Aufgeschrieben und geldst von Manuela Kugel

Losung 051213:
Nach der gegebenen Regel gilt, wenn a die letzte Ziffer von z bedeutet,

z—a =10(z1 + 2a),
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z = 10z1 + 21a.

also

Daher ist z genau dann durch 7 teilbar, wenn 10z; es ist. Lat nun z; den Rest r bei der Teilung durch 7,
wobei 0 < r < 6 gilt, so 148t z denselben Rest wie 10r, und dieser Rest ist dann und nur dann Null, wenn
r = 0 ist (10p ist auf Grund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung genau dann durch 7 teilbar, wenn p
durch 7 teilbar ist).

Die ”Siebenerregel” ist also richtig. Ob sie allerdings schneller zum Ziel fithrt als die iibliche Division durch
7, die bei Nichtteilbarkeit auch den Rest liefert, hingt von der Ubung im Umgang mit der Regel ab.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
Losung 051214:

a) Die Enden seien auf einer Seite gemifl der Aufgabenstellung verbunden, z.B. 0.B.d.A. 1 mit 2, 3
mit 4, 5 mit 6. Auf der anderen Seite hat man fiir das erste Ende 5 Moglichkeiten dur Verbindung.
Danach kann eines der vier freien Enden mit irgendeinem der drei anderen Enden verbunden werden.
Fiir die restlichen zwei Enden bleibt nur noch eine Moglichkeit. Die Zahl der moglichen Fille ist also
n=5-3-1=15.

b) Verkniipfung auf der einen Seite wie unter a). Als Resultat kann dann und nur dann ein einziger Ring
entstehen, wenn auf der anderen Seite 1 mit 3, 4, 5 oder 6 verkniipft wird.

Nehmen wir an, da§ 1 mit 3 verkniipft ist. In diesem Fall entsteht genau dann ein einziger Ring,
wenn 2 mit 5 oder 6 verbunden wird. Entsprechend gibt es in jedem der anderen Fille, ndmlich dafl 1
mit 4, 5 oder 6 verbunden ist, genau zwei Moglichkeiten, einen einzigen Ring erzeugen. Die Zahl der
giinstigen Falle, in denen ein einziger Ring entsteht, ist danach r =4 -2 = 8.

¢) Die Wahrscheinlichkeit ist

Dieter hat also die grofleren Gewinnchancen.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
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5. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 051221:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
Losung 05122:

1. Fall: n=3k, k>0
mod 61: 5" — 4" = 125F — 64F = 3%¥ — 3k = 0 (mod 61), also durch 61 teilbar.

2. Fall: n=3k+1,k>0
mod 61: 5" — 4" =5-125%F —4.64" =5.3" —4.3F =3 £ 0 (mod 61), da ggT(3,61) = 1

3.Fall: n=3k+2,k>0
mod 61: 57 — 4" = 25 - 125% — 16 - 64 =25 -3k —16-3* =9 3% = 3k*2 £ 0 (mod 61), da ggT(3,61)
=1

5™ — 4™ ist genau dann durch 61 teilbar, wenn n > 0 durch 3 teilbar ist.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Matthias Lésche

Losung 051223:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051224:
Es gelten folgende trigonometrische Beziehungen:

sin 2a = 2sin a cos & (1)

. : o+ f a—p
sin « + sin 8 = 2sin 5 s (2)
cosafcosﬂ:f?sina;ﬁ'sina;ﬂ (3)

Damit gilt fiir die gegebene Gleichung mit (1) und (2):

sin(z 4+ y) = sinz + siny
Tty Tty z+y r—=y
5 Cos .

= 2sin cos
2 2 2

2sin
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Fall 1:Sin%:0é%:kﬂéery:ka,k‘EZ

Fall 2: sin ZF% % 0 in (4) und mit (3):

cosx+y—cosx_y—0
2 2
—2-sing-sing:0

Dieses Produkt ist dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist:

Fall 2a:sin5 =0 =2 =2km, k€ 7

Fall 2b:sin§ = 0=y =2kn, ke Z

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 051225:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051226:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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5. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 051231:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051232:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051233:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051234:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051235:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051236:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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5. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 051241:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051242:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051243:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051244:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051245:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 051246:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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6. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 061211:

A S B

a) Aus der Hohe h := MS = 140 m und der Lénge der Grundfléiche a := AB = BC' = CD = AD = 231m
kann man leicht die Linge der Kanten k := AS = BS = C'S = DS ausrechnen (die Dreiecke AMS
und ABC sind rechtwinklig; dadurch kann jeweils der Satz des Pythagoras verwendet werden):

-(AB" +BC") + 2

(a® 4+ a?) + h?

1
:,/§a2+h2:215,13m (1)

Gesucht ist nun die Weglénge s (wobei v = < ASB):

S = ABl + 3101 + ClDl + D1A1
= ASsiny + B} Ssiny + C{Ssiny + DjSsinvy
= Sin’y- (k‘ + B15+ C1S+D15)
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mit
B1S =k-cosv,
C1S = B1S -cosy =k - cos®~,
DS =C15 - cosy =k - cos® 5.
A1S=D1S-cosy=k- c0s47.

Setzt man dies ineinander ein, erhilt man:
s=k-sinvy-(1+cosy+ cos?y + cos® 7). (2)

Nun stellen wir fest, dafl die Dreiecke ABB; und AS*S zueinander &hnlich sind (beide sind rechtwinklig
und haben den Winkel 8 gemeinsam: 8 = < BAS = < ABS). Damit 148t sich sina wie folgt berechnen:

sina = AS*: AS =a: 2k
(= a = 32,47°). Und fiir cosa ergibt sich mit sin? o 4 cos? o = 1 folgendes:
cosa = y/1—a?:4k?

sin vy 1aBt sich aus AB und AS ausrechnen (mit dem Sinussatz): sin~y : sin = AB : AS = a : k, wobei
sin § = cos a gilt, also:

sinv:%-\/l—a2:4kz2 (3)

Analog ergibt sich fiir cos~y:

a? a? a?  at
Setzt man (1), (3) und (4) in (2) ein erhélt man das Ergebnis, daf§ der Tourist 327 m zuriicklegen
mufl. Zur Kontrolle seien die Teilstrecken auch angegeben: AB; = 195 m, B;C7 = 83 m, C1 Dy = 35m,

D1A1 = 15m.
b) Fiir die gesuchte Hohe h, gilt mit den Bezeichnungen aus dem 1. Bild: h, : h = A; A : AS. Daraus
folgt nun:
A1A h-(k—A h-(k—k-cos*
hy—p. A e 15) _ ke cos ’7):h~(1fcos47):135,50m

k k k

¢) Die geraden Teilwege bilden mit der Grundfliche alle denselben Winkel. Dazu wird die Hohe analog
zur vorigen Teilaufgabe bzgl. By bendtigt:

BB _ h-(k—BiS) h-(k—k-cosv)
E k N k

Nun kann der Sinus des gesuchten Winkels wie folgt ausgedriickt werden:

hy =h

=h-(1—cosvy)=280,70m

e = arcsin (hy : ABy) = arcsin (W)

Man erhélt nach Einsetzen: ¢ = 65, 5°.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 061212:

Da man in der Aufgabenstellung die Worte ”rot” und ”blau” miteinander vertauschen kann, ohne die
Aufgabe zu dndern, geniigt es, alle Behauptungen fiir die roten Strecken zu beweisen.
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a) 1. Die gegebenen Punkte seien A, B, C, D, E. Nimmt man an, dafl von Punkt A drei rote Strecken,
z.B. B, AC, AD ausgehen, so miiiten die Strecken BC, DB, C'D blau sein, da sonst ein "rotes”
Dreieck entstehen wiirde (Bild 1).

Dann entstiinde aber ein ”blaues” Dreieck, was den Bedingungen der Aufgabe widerspricht. Also
kénnen von jedem Punkt hochstens zwei rote und daher auch hochstens zwei blaue Strecken
ausgehen. Da von jedem Punkt genau vier Strecken ausgehen miissen, gehen von jedem Punkt
genau zwei rote und genau zwei blaue Strecken aus, falls die Bedingungen iiberhaupt realisierbar
sind.

2. Es seien z.B. die Strecken AB und AC rot, die Strecken AD und AFE blau. Dann ist BC blau
und DE rot (Bild 2).

Da vom Punkt D zwei rote STrecken ausgehen, ist DC entweder rot oder blau. Ist DC' rot, dann
ist CFE blau, BE rot, BD blau. In diesem Falle ergeben sich die geschlossenen gleichfarbigen
Streckenziige ACDEBA (rot) und AECBDA (blau), vgl. Bild 2. Ist C'D jedoch blau, so erhélt
man die folgenden gleichfarbigen Streckenziige ACEDBA (rot) und ADCBEA (blau), vgl. Bild
3.

4
b) Betrachten wir nun 0.B.d.A. die vier von A ausgehenden Strecken! Es gibt fiir sie genau (2) =6

verschiedene Moglichkeiten, genau zwei von ihnen rot zu farben. Fiir jede dieser Moglichkeiten gibt es
auf Grund der Uberlegungen unter a) 2. genau zwei paarweise voneinander verschiedene Verbindungs-
schemata. Daher gibt es genau 12 verschiedene Realisierungen der Aufgabe.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 061213:

Neben der Moglichkeit, 100 Kugeln zu je 10 in 10 Reihen zu legen, gibt es auch die Moglichkeit, in einer
Reihe 10 Kugeln, in der nidchsten 9 Kugeln, dann wieder 10 Kugeln u.s.w. unterzubringen. Dabei ist der
Abstand d der Geraden durch die Mittelpunkte der ersten von der zweiten Kugelreihe d = r - /3, wobei
r der Kugelradius ist; denn der Abstand der Geraden durch die Mittelpunkte ist gleich der Lénge einer
Hohe eines Dreiecks, dessen Eckpunkte die Mittelpunkte dreier benachbarter Kugeln sind (siehe Bild). Ein
derartiges Dreieck ist gleichseitig und hat die Seitenldnge 2r.
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Bezeichnen wir mit n die Anzahl der Kugelreihen, so gilt fiir den Abstand h der Tangentialebenen bei der
oben beschriebenen Anordnung der Kugeln

h=2r+(n—1)rV/3.
Fir n = 11 folgt (Wegen r= %) h < 10.

Man kann daher 11 Reihen in der Schachtel unterbringen. Die Kugeln lassen sich so anordnen, daf§ 6 Reihen
mit je 10 und 5 Reihen mit je 9 Kugeln besetzt sind, also 105 Kugeln in der Schachtel liegen. Dabei liegen
in den ’aufleren’ Reihen jeweils 10 Kugeln. Ersetzt man nun eine der Reihen zu 9 Kugeln durch eine mit 10
Kugeln, so vergroflert sich der Abstand

h=2r+r(11—-1)V3=1+5-V3
auf
h =6r+8m/3=3+4V3<3+4-1,74=09,96.

Da h' < 10 ist, lassen sich 106 Kugeln in der Schachtel unterbringen. Die Behauptung ist also richtig.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 061214:

a) Es ist o™ fiir x > 10 und n > 1 eine mindestens (n + 1)-stellige Zahl, weil 2" = 10™ + s mindestens
(n 4 1)-stellig ist. Daher kommen als Losung nur solche Zahlen in Frage, deren Quersumme z < 10
ist.

b) Ist 2™ eine k-stellige Zahl, so ist 2"*! = 2™ - 2 wegen = < 10 hochstens (k + 1)-stellig.
¢) Im Fall n =1 erhélt man fir 2™ die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9.

d) Im Fall n > 2 sei r > 2 die kleinste natiirliche Zahl, fiir die " eine hochstens (r — 1)-stellige Zahl
ergibt. Dann koénnen wir uns auf die Betrachtung der Zahlen x2, x3, ..., 2"~ ! beschrinken.

Fir =0, 1, 2, 3 ist » = 2, also gibt es fiir diese Quersummen keine derartigen Zahlen mit n > 2.

Da ferner alle Potenzen von 4 auf 4 oder 6, alle Potenzen von 5 auf 5 und alle Potenzen von 6 auf
6 enden und bei n > 2 aufler dieser Endziffer mindestens noch eine von Null verschiedene Ziffer
vorkommen muf}, kann es auch fiir x=4, 5 und 6 keine derartigen Zahlen geben.

Man braucht daher nur zu untersuchen, ob es fiir x=7, 8 oder 9 solche n-stelligen Zahlen x™ gibt,
deren Quersumme gleich z ist.

FEs sei z=7.

Wegen (immer mod 10): 72 = 9, 72 = 3, 7* = 1, 7° = 7 braucht man nur die Potenzen der Form
7™ mit m = 3 (mod 4) und m = 0 (mod 4) zu untersuchen. Nun ist 73 = 343 (Quersumme z > 7),
7% = 2401 (Quersumme z = 7), 77 = 823543 (6stellig) und 7™ weniger als m-stellig fiir m > 7. Also
ist 74 = 2401 die einzige derartige Zahl mit der Quersumme 7.

FEs sei z=8.

Wegen (immer mod 10): 82 = 4, 8% = 2, 8 = 6, 8% = 8 braucht man nur die Potenzen der Form 8™
mit m = 2 (mod 4), m =3 (mod 4) und m = 0 (mod 4) zu untersuchen. Wegen

nlg8<n-0,904 <n—-1 firn>11

ist 8" fiir n > 11 hochsten (n — 1)-stellig. Daher bleiben noch folgende Fille zu untersuchen:
82 = 64 (Quersumme x > 8),
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83 =512 (Quersumme z = 8),

84 = ...096 (Quersumme z > 8),

8% = ...144 (Quersumme z > 8),

87 = ...152 (Quersumme z > 8),

8% = ...216 (Quersumme z > 8),

810 = ..824 (Quersumme x > 8).

(Es geniigt eine Betrachtung der letzten drei Stellen.) Also ist 8% = 512 die einzige derartige Zahl mit
der Quersumme 8.

FEs sei x=09.

Wegen (immer mod 10): 92 = 1, 9% = 9 braucht man nur alle Potenzen der Form 9?™ mit m=1,2,3,...
zu betrachten. Analoge Uberlegungen wie im Falle z = 8 ergeben: Wegen

nlg9<n-0,9544 <n -1 firn > 22

ist 9" eine hochstens (n — 1)-stellige Zahl. Es bleiben also zu untersuchen iibrig: 92 = 81 (Quersumme
z=9),
9% = 6561 (Quersumme x > 9),
...1441 (Quersumme z > 9),
= ...6721 (Quersumme x > 9),
910 = ..4401 (Quersumme z > 9),
9'2 = ...6481 (Quersumme x > 9),
94 = ..4961 (Quersumme z > 9).
( )
( )

NelNe)
w o
[l

916 — 1841 (Quersumme x > 9),

9% = ..9121 (Quersumme z > 9),

920 = ...8801 (Quersumme z > 9).

(Es geniigt die Betrachtung der letzten 4 Stellen.) Also ist 92 = 81 die einzige derartige Zahl mit der
Quersumme 9. Die gesuchten Zahlen sind also fiir

n=1:0,1234,56,7,8.9

n=2: 81
n=2J3:512
n = 4: 2401

Fiir n > 5 gibt es keine derartigen Zahlen.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)
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6. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

\/

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 061321:
Es gelten folgende GesetzméBigkeiten:

1. v =180° — o — 8 (Innenwinkelsumme im Dreieck)
2. 8in(180° — ) = sinx
3. cos(180° —z) = —cosx

cos(180° —a— cos(a .
4. coty = Z?ﬁ; = sin((isoo—a—g)) = *sin((aj:g; (mit (1), (2) und (3))

5. cos(a+ ) = cosa - cos f —sina - sin 8 (Additionstheorem)

.

sin(a+ ) =sina - cos 4 cosa - sin § (Additionstheorem)

Damit ergibt sich fiir die Ausgangsgleichung mit (4), (5) und (6):
cot v - cot 5 + cot B - cot ¥ + coty - cot «
__ cosa  cosf + cosf | (7 cos a-cos B—sin a-sin ,6‘) + (7 cos «-cos B—sin a~sin[3) . cosa

T sina  sinf sin 8 sin a-cos B4cos a-sin 8 sin a-cos B+cos a-sin 8 sin

__ cosa | cos 8 _ (cosﬁ + Cosa) . cos a-cos B—sin a-sin 8

sina  sinf sin 3 sin a sin ai-cos S+cos a-sin B
_ cosa-cosB _ sina-cosf+cosa-sinB  cosa-cos B—sin a-sin 8
T sina-sin 3 sin a-sin 8 sin a-cos B+cos a-sin 3

__ cos a-cos B-(sin a-cos B+cos a-sin 8) —(sin a-cos B+cos a-sin 8)-(cos a-cos f—sin a-sin 3)

- sin a-sin 3-(sin a-cos B+cos a-sin 3)

sin o cos o cos? B+cos? asin B cos B—sin a cos a cos? B+sin? a sin B cos B—cos® a sin B cos B+sin a cos a sin? B
sin a-sin B (sin a-cos B+cos a-sin )

_ sin? a:sin B cos B+sin a cos a sin® B

" sin a-sin B-(sin a-cos S+cos a-sin 3)

__ sin a-cos f4cos a-sin 8

" sin a-cos B+cos a-sin B

Das Kiirzen ist problemlos méglich, da a > 0 und 8 > 0 Winkel in einem nicht-entarteten Dreieck sind.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 061322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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Losung 061324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061325:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061326:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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6. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 061331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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6. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 061341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 061346:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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7. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 071311:

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die gegebenen Auskiinfte mit A;, Az, A3, By, B2, B3 u.s.w. Wir untersuchen
zunéchst die Auskiinfte Cy, Cy, C3. Von ihnen ist mindestens eine wahr und mindestens eine falsch. Es
ergeben sich also die in der folgenden Tafel aufgefiihrten sechs Fille, wobei jeweils zur Abkiirzung eine
wahre Aussage mit W und eine falsche mit F' bezeichnet wird:

5]

L
"

<
<t

Z
o] 7
Cy F
Cs|F W

o
T
F

=47
% e L
% N

w F W

1. Sind C; und C5 wahr, so ist die gedachte Zahl z eine durch 7 teilbare Primzahl, also z = 7. Dann ist
auch C5 wahr, was der Voraussetzung widerspricht. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

2. Sind C und C3 wahr und ist C5 falsch, so ist z eine nicht durch 7 teilbare Primzahl und z > 20. Dann
sind die Auskiinfte By, By und B3 samtlich falsch, was der Voraussetzung widerspricht, so daf§ auch
dieser Fall nicht eintreten kann.

3. Ist Cy wahr und sind Cy und Cj falsch, so ist z Primzahl und z > 20. Dann sind A; und A, falsch, also
As wahr, d.h. 11z < 1000, z < 90. Daher sind ferner By, und Bs falsch, also B3 wahr, d.h. 12z > 1000,
z > &4.

Nun ist unter den Zahlen 84, 85, ..., 90 nur die Zahl 89 eine Primzahl, es ist also z = 89. Man tiberzeugt
sich zum Abschlufl davon, dafl dann D; wahr und Dy und D3 falsch sind, daf also alle Bedingungen
erfiillt sind.

4. Sind C5 und C3 wahr und ist C falsch, so ist z = 14. Dann sind D1, D> und D3 falsch, so dafl dieser
Fall nicht eintreten kann.

5. Ist Cy wahr und sind C; und Cj falsch, so ist z > 20 und z durch 7 teilbar. Dann sind aber Dy, Do,
D3 falsch, so daf3 auch dieser Fall nicht eintreten kann.

6. Sind C7 und Cs falsch und ist C's wahr, so ist z < 20, z nicht Primzahl und nicht durch 7 teilbar.
Dann sind B, B3 falsch und By wahr, also z = 10.

Dann sind Dy, Do, D3 wahr, so daf3 auch dieser Fall nicht eintreten kann.

Daher entspricht nur der 3. Fall allen gestellten Bedingungen. Die zu ermittelnde Zahl ist 89.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 071312:
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(a) Ermittelt werden sollen die Kostenfunktionen f;(z) fiir Rohbraunkohle und fy(x) fir Braunkohlen-
briketts.

Fiir Rohbraunkohle gelten die Beziehungen:

£1(0) = 4
fia00) = 2
fi(200) = 221

Dadurch ist das Polynom 2-ten Grades vollstindig bestimmt, und es gilt:

103 1m o,

:4 _— —
h(@) =44 5566% ~ 200000"

Fiir Braunkohlebriketts gelten die Beziehungen:

f2(0) =8
sy - %
£2(200) = 10

Dadurch ist das Polynom 2-ten Grades vollstindig bestimmt, und es gilt:

7 1,
Fa@) =8+ 2565% ~ 55000°

(b) Gesucht sind die Entfernungen, in denen Rohbraunkohle giinstiger ist und umgekehrt. Die markanten
Entfernungen sind die, fiir die fi(x) = fa(z) gilt. Diese quadratische Gleichung hat die positiven

Losungen
o = 3750 — E;O\/3385 ~120 und
3750 4 503385
Tg= ———“"—~951

7

Bei rund 120km sind beide Preise gleich (der zweite Wert entféllt, da er aufilerhalb der zu betrachtenden
400km Entfernung liegt). In der Tabelle steht, dafl bei 0 km die Rohbraunkohle billiger sei, also ist bis
zu einer Entfernung von etwa 120km Rohbraunkohle vorzuziehen, wéhrend danach Braunkohlebriketts
billiger werden.

Aufgeschrieben und gelést von Daniel Gutekunst
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Sei a = AB = BC = ... die Kantenlin-
ge des regelméfligen 9-ecks, und sei Sxy der
Schnittpunkt der Kreisbogen um X und Y mit
dem Radius a. Ferner betrégt jeder Innenwin-
kel T -180° = 140°.

Losung 071313:

@StM:SBD,alsoa:MB:MD:BiC:
DC. Damit ist BCDM eine Raute (=Rhom-
bus) und ¥ BMD = ¥BCD = 140°.

Es ist N = Spg und L = Sgka, woraus
die gleichseitigen Dreiecke ANFE und ALK A
entstehen. Insbesondere ist a = AL = EN.

In der Raute gilt <M BC = <MDC = (360° — 2 -140°)/2 = 40°. Damit ist SMDE = <MBA = 100°.
AuBlerdem ist < LAB = < NED = 140° — 60° = 80°.

Die Strecken AL und BM sind parallel, da sie gleiche Winkel zur Geraden durch A und B haben. Die
Strecken EN und DM sind parallel, da sie gleiche Winkel zur Geraden durch E und D haben.

Es folgt, dass EDM N und ABM L kongruente Rauten sind, insbesondere ist ML = M N. Ebenfalls folgt
SLMB =<3NMD = <LAB = <NED = 80°. Schliefflich ist dann <LMN = 360° — <LMB — <NMD —
<BCD = 60°.

Daraus folgt, dass ALMN gleichseitig ist (was zu zeigen war).

Aufgeschrieben und gelost von Daniel Gutekunst

Losung 071314:
Man kann die Kugel zunéchst auf einem Blatt (auf dem der Radius zu konstruieren ist) positionieren.

Danach kann man das Lineal senkrecht zum Boden an die Kugel heranstellen (ein Lineal hat rechte Winkel)
und am unteren Ende des Lineals mit dem Bleistift eine Markierung machen. Das wiederholt man noch 2
mal mit anderen Punkten an der Kugel.

Nun hat man auf dem Papier 3 Punkte, die auf dem gréfiten in die Kugel passenden Kreis liegen. Verbindet
man die 3 Punkte, erhélt man ein Dreieck, bei dem man wiederum den Umbkreis (selber Radius wie Kugel)
konstruieren kann.

Man verbindet also die 3 Punkte mit dem Lineal und konstruiert mit dem Zirkel die 3 Mittelsenkrechten,
deren Schnittpunkt der Umkreismittelpunkt ist. Man nimmt nun diesen Mittelpunkt und einen Eckpunkt
des Dreiecks in die Zirkelspanne und kann sie auf eine Gerade abtragen und erhélt so den Radius.

Eine weitere Losungsmoglichkeit besteht darin, den Zirkel an einen beliebigen Punkt der Kugel zu halten
und mit dem anderen Zirkelende so lange auf der Kugel entlangwandert, bis dieses gerade noch so an der
Kugel anliegt und bei weiterem “Wandern” in beliebiger Richtung die Kugeloberfliche verlassen wiirde.
Dann hat man den Kugeldurchmesser in der Zirkelspanne.

Zugegebenermafien sind diese beiden Verfahren recht ungenau. Man kann auch mit folgendem Verfahren
vorankommen, indem die Kugel als Kreis auf die Papierfliche projeziert werden soll:

1. Man wahlt einen beliebigen Punkt B auf der Kugeloberfliche

2. Es wird ein Kreis £ um B auf der Kugeloberflache gezeichnet. Die Zirkelspanne sei dabei ry. Achtung:
der gezeichnete Kreis hat nicht den Radius !

3. Auf dem Blatt wird eine waagerechte Linie w gezeichnet, auf der ein Punkt B* festgelegt wird. Um
B* wird ein Kreis mit dem Radius r; gezeichnet.
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4. Nun wird auf dem Kreis k& auf der Kugel ein beliebiger Punkt A gewéahlt. Den Durchmesser d; dieses
Kreises kann man mit dem Zirkel ermitteln, indem man ihn in A sticht und den maximalen Abstand
sucht.

5. Mittels einer Grundkonstruktion auf dem Papier kann d; halbiert werden.

6. Auf w wird eine Senkrechte konstruiert und von dem Schnittpunkt % jeweils nach unten und nach
oben abgetragen. Es entsteht eine Strecke, die so lange auf w parallelverschoben wird, bis sie den Kreis
mit dem Radius r; trifft. Einer dieser Schnittpunkte sei A* genannt.

7. Abschlielend wird die Mittelsenkrechte von A* und B* konstruiert. Ihr Schnittpunkt mit w heifle M*.
Die Strecke B*M* bzw. A* M* entspricht nun dem Radius der Kugel.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Felix Kaschura
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7. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 071321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071325:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071326:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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7. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 071331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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7. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 071341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 071346:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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8. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081311:

Die UdSSR hat 36,5 Punkte; sie muss also bei mindestens einer Disziplin eine Medaille erhalten haben,
deren Punktzahl nicht ganzzahlig ist. Dies ist nur der Fall bei den Silbermedaillen im ”Vierer mit” und im
”Doppelvierer”.

Da es nur zwei solcher Medaillen gibt, kann die DDR nun nur noch maximal eine davon erhalten haben.
Das wiirde jedoch zu einer nicht-ganzzahligen Gesamtpunktzahl fithren, die DDR hat aber 36 Punkte. In
den Disziplinen ”Vierer mit” und "Doppelvierer” ist fiir sie nur noch méglich, eine Gold- oder eine Bron-
zemedaille zu erhalten. Da bekannt ist, dass die DDR beim "Doppelvierer” besser als beim ”"Vierer mit”
abschnitt, erhielt sie folglich beim ”Vierer mit” die Bronze- und beim Doppelvierer die Goldmedaille.

Hier erhielt die DDR also 9 + 6 = 15 Punkte. Sie erhielt also in den restlichen drei Disziplinen insgesamt
37—15 = 22 Punkte. Die maximale mogliche Punktzahl liegt hier mit drei Goldmedaillen bei 124+6+6 = 24.
Da die DDR im "Doppelzweier” besser war als beim ”Einer”, kann sie im ”Einer” keine Goldmedaille, son-
dern maximal eine Silbermedaille erhalten haben, als Maximalpunktzahl ergibt sich folglich: 12+6+5 = 23.

Da die DDR in den drei Disziplinen jedoch nur 22 Punkte hat, muss sie in (mindestens) einer Disziplin
schlechter abgeschnitten haben als ”Achter” Gold, "Doppelzweier” Gold, "Einer” Bronze. Bei ”Achter” sind
die Punktabstufungenen zwei Punkte, hier kann also nicht genau ein Punkt verloren werden. Es muss also
"Doppelzweier” oder "Einer” genau eine Medaille schlechter sein. Wenn im ”"Doppelzweier” eine Silberme-
daille erzielt wiirde, so wire die DDR hier genauso gut gewesen wie im "Einer”, da dies nicht der Fall ist,
muss im ”Einer” eine Bronzemedaille erzielt worden sein.

Es ergibt sich also fiir die DDR::

Einer: Bronze 4

Doppelzweier: Gold 6

Vierer mit: Bronze 6

Doppelvierer: Gold 9

Achter: Gold 12

Insgesamt: 3 Goldmedaillen, 2 Bronzemedaillen, 37 Punkte

Fiir die UdSSR sind nun noch, wenn man die Unméglichkeit einer Goldmedaille in den Disziplinen, in denen
die DDR diese bereits hat, beriicksichtigt, maximal 6 +5+ 9+ 7,5+ 10 = 37,5 Punkte mdglich. Da sie nur
36,5 Punkte hat und nur in den Disziplinen "Einer” und "Doppelzweier” die Punktabstufung 1 vorhanden
ist, muss sie entweder im ”Einer” oder im "Doppelzweier” genau eine Medaille schlechter gewesen sein. Hatte
sie im ”Einer” nur die Silbermedaille, so wére sie hier genauso gut wie im "Doppelzweier”; das ist aber nicht
der Fall. Folglich hat die UdSSR im "Doppelzweier” die Bronzemedaille erhalten.

Es ergibt sich also fiir die UdSSR:
Einer: Gold 6
Doppelzweier: Bronze 4
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Vierer mit: Gold 9

Doppelvierer: Silber 7,5

Achter: Silber 10

Insgesamt: 2 Goldmedaillen, 2 Silbermedaillen, 1 Bronzemedaille, 36,5 Punkte

Aufgeschrieben und gelost von Annika Heckel

Losung 081312:

Aus den gegebenen 15 Punkten lassen sich genau (135) voneinander verschiedene Punkttripel bilden. Die
Punkte eines jeden solchen Tripels sind genau dann die Ecken eines Dreiecks, wenn sie nicht auf ein und
derselben Geraden liegen.

a) Im gegebenen Fall befinden sich jedoch genau 5 der Punkte auf BC, 6 auf CA und 7 auf AB. Aus
diesen sind dabei jeweils (g), (g) bzw. (;) der (135) Tripel gebildet. Daher ist die gesuchte Anzahl Z

der Dreiecke
15 5 6 7
7 = — — — = .
(7)- () - () - (5) =

b) Auf Grund der gleichen Uberlegungen erhilt man jetzt
g k+m+n+3\ (k+2\ (m+2\ (n+2
B 3 3 3 3
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (12)

Losung 081313:

Man fallt das Lot AM von A auf die Tetraederkante C'D. Dann ist AM ~ BM, da beide Strecken Hohen
einer Seitenfliche ein und desselben regelméfigen Tetraeders sind. Weiter ist mit o = | ASB|, wenn BQ
Tetraederhohe ist,

a =360°—90° — 90° — |<QM B|,
also

cosa = cos(180° — |[$QM B|) = —% =-1,

woraus (@ = arccos (f%) folgt. Zur Erinnerung eines Naherungswertes mit Hilfe einer Tafel benutze man die

Relation o = 180° — arccos % Man findet dann cos(70,6°) < % < cos(70,5°), so dafl 180° — 70,5° = 109, 5°

ein Ndherungswert der geforderten Art ist.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (12)
Losung 081314:

a) Es gilt:

also 0 < § < £

8x3*
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b) Entsprechend ergibt sich, wenn man {/2? + y durch x + 3% ersetzt, fiir den Fehler

Y

d=x+ 32 Vo3 +y
die Eingabelung
22923 + 7))
0<d< ————=

0= 81z8 7

denn es gilt
3
(r+50) — @ +y) (92° + y)y®

5:

2 2 2)3 °
(4 )"+ (ot o) Y Tu (V5 7y) 20

c) Vb6 =+49+7= 7—1—777 —0=75—-0mit 0 < < ;% = %, also 0 < 0 < 0,0179. (Eine genauere
Rechnung zeigt, dafl 0 < 6 < 0,0167 ist.)

R\'J/Sh: V64 + 16d:ﬁ4;+ %—%2—5 ) :) 2 —fmit 0<d < 162(&%;16) = 13- < 0,029. (Eine genauere
echnung zeigt, dafl § < 0, ist.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (12)
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8. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081325:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081326:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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8. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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8. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 081346:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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9. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 091311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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9. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 091321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091323:

Aus (1) und (2) folgt: s =az —y=bz+y = az — bz =2y = y = 5%z (4) undf: %;*b)z: athy (5).
Hieraus ergibt sich fiir (3): cz = 2% +y? = [(%42)? + (%52)%]2? und weiter: cz = Z-(a? + b + 2ab+ a? + b —
2ab) = % (a® + b%) (6)

1. Fall: z=0= mit (4) und (5) 2 =0,y=0

2. Fall: 2 # 0 = mit (6) z = afﬁ und weiter mit (4) und (5): x = a‘;ﬂ; -cund y = ﬁ e

Die Probe bestétigt die Richtigkeit beider Losungen.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 091324:
Es gelten folgende Feststellungen:

I. Verbleibt nach einem Zug eines Spielers genau eine Kugel in der Schachtel, so hat dieser Spieler
gewonnen.

II. Es sei z eine Zahl mit der FEigenschaft, dafl ein Spieler den Gewinn erzwingen kann, wenn der Gegner
am Zug ist und genau z Kugeln in der Schachtel liegen. Dann ist auch k£ + 1 + z eine Zahl mit dieser
Eigenschaft; denn befinden sich genau k 4+ 1 + z Kugeln n der Schachtel und ist der Gegner am Zug,
so muf} dieser eine Anzahl a Kugeln mit

1<a<k (1)

entnehmen, und entnimmt der erstgenannte Spieler hierauf genau k + 1 — a Kugeln (was zuléssig ist,
da wegen (1) auch 1 < k+ 1 —a < k gilt), so verbleiben nach diesem Zug genau z Kugeln in der
Schachtel.
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mk+1)+1, m=0,1,2,.., (2)

ITI. Aus I. und II. folgt: Jede Zahl z der Form

hat die genannte Eigenschaft. Insbesondere folgt hiermit als eine Losung zu b): Ist n eine Zahl der
Form (2), d.h., 1a8t n bei Division durch k¥ + 1 den Rest 1, so kann der nachziehende Spieler den
Gewinn erzwingen.

IV. Ferner folgt als eine Losung zu a) : Ist n von der Form
mk+1)+r, m=0,1,2,.., 1<r<k+1,

d.h., 148t n bei Division durch k+1 einen von 1 verschiedenen Rest, so kann der anziehende Spieler den
Gewinn erzwingen. Er kann namlich im ersten Zug r — 1 Kugeln entnehmen (was wegen 0 <r—1<k
zuldssig ist), und hiernach ist die Anzahl z der verbliebenen Kugeln von der Form (2).

V. Da die unter III. und IV. angegebenen Losungen der Aufgaben a) und b) alle {iberhaupt vorhandenen
Moglichkeiten erschépfen, sind sie auch jeweils die einzigen Losungen der betreffenden Aufgabe.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (0)
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9. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 091331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 091336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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9. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 091341:

Die Gruppe der 30 Teilnehmer teilt man in drei Untergruppen a, b und ¢ ein, wobei die Gruppenmitglieder
jeweils eine, zwei oder drei Sprachen sprechen. (Entsprechend miissen dann a, b und ¢ natiirliche Zahlen klei-
ner gleich 30 sein.) Damit ergeben sich aus dem Aufgabentext die folgenden Gleichungen und Ungleichungen
unmittelbar

30=a+b+c (1)
a=c (2)
2a < b < 3a (3)

Setzt man nun (2) in (1) ein, so erhdlt man eine Gleichung fiir b
b= 30 — 2a,
mit der sich aus (3) ergibt
2a < 30 —2a < 3a. (4)
Betrachtet man nun die beiden Teile von (4) getrennt, so ergeben sich zwei Bedingungen fir a

a<T75
6<a

aus denen man unmitelbar
a="1T (5)

schluBfolgern kann.
Im zweiten Teil der Aufgabenstellung findet man noch Informationen tiber die Untergruppe der Teilnehmer,
die nur eine Sprache sprechen

a =ar +ap + ar (6)
ar > ap > AR (7)
3ar > ap (8)

wobei ap, ap und ag fiir diejenigen Teilnehmer stehen, die nur Franzosisch, nur Deutsch und nur Russisch
sprechen. Durch Einsetzen sieht man, daf sich die Bedingungen (6), (7) und (8) nur gleichzeitig erfiillen
lassen fiir positive ar, ap und agr, wenn

aRr = 1 (9)
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gilt, womit aber unmittelbar

ap = 2 (11)

folgt.

Zum Abschlufl seien die Ergebnisse (5), (9), (10) und (11) noch einmal in Worte gefait (wobei auch (2)
verwendet wird): Es sprechen zwei Teilnehmer nur Deutsch, einer nur Russisch und vier nur Franzosisch.
Alle drei Sprachen beherrschen sieben Teilnehmer. Die Probe bestétigt die Losung, der Losungsweg zeigt
die Eindeutigkeit der gefundenen Losung.

Aufgeschrieben und gelost von Arnd Hibsch

Losung 091342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 091346:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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10. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 101311:

Nach 3. folgt, dass 1 oder 2 Einzelviter anwesend waren, also sind 16 oder 17 Viter (von den anwesenden
18) mit der Mutter da (4). Nach 2. folgt, dass hochstens 7 Miitter alleine da waren, von den insgesamt
24 Mittern sind also mindestens 17 Miitter mit dem Vater da (5). Nach diesen beiden Aussagen (4) und
(5) folgt, dass genau 17 Elternpaare da sind, somit also noch ein Einzelvater und 7 Einzelmiitter (6). Nach
1. sind von 18 Schiilern beide Eltern da, d.h 17 Elternpaare (6) gehoren zu 18 Kindern, also befindet sich
darunter ein Geschwisterpaar (7). Jetzt bleibt noch ein Einzelvater fiir 2 Kinder nach 3. und (4), also sind
die Kinder auch Geschwister. Also gibt es in der Klasse 2 Geschwisterpaare, also 4 Kinder, die Geschwister
in der Klasse haben.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Matthias Lésche

Losung 101312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 101313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 101314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 338



http://www.olympiade-mathematik.de E%

10. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 101321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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10. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 101331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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10. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 101341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 101346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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11. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 111311:

Die Ausgangssituation:

Zweitsprache: B=Bulgarisch, P=Polnisch, U=Ungarisch, R=Russisch, D=Deutsch
Nationalitat: b=Bulgare, p=Pole, u=Ungar, r=Russe, d=Deutscher)
A:BPURDbpurd

B.BPURDDbpurd

CCBPURDbBpurd

D:BPURDbpurd

E:bpurd

B spricht keine slawischen Sprachen, also kein B, P und R und ist auch kein b, p, r. =B: U D ud

Mit (6) ist klar, daB8 D und B weder der Bulgare noch der Ungar sind. Wenn B nicht der Ungar ist, dann
ist er der Deutsche (d) und spricht als Zweitsprache ungarisch (U). =B: Ud =D: BPURDprd

D und B sprechen beide eine Sprache, also D entweder Deutsch als Zweitsprache, da er der Deutsche nicht
mehr sein kann oder Ungarisch als Zweitsprache, da er auch der Ungar nicht ist. =D: UD pr

Nach (5) muss C der Ungar sein, da er neben Ungarisch auch die Sprache von E spricht und nicht der
Deutsche ist.

Somit spricht D als Fremdsprache Deutsch. A, C und E sprechen also kein Deutsch. A, D und E sprechen
als Zweitsprache kein Ungarisch (nach (1a)).

=A:BPRbpr

=C:BPRu

=D:Dpr

=E:bpr

Der Ungar, also C, spricht nach (6) kein Bulgarisch. =C: P R u
Die Fremdsprache von C ist nach (5) die Muttersprache von E, also ist E nicht der Bulgare. Damit steht A

als Bulgare fest. =A: PR b
=E:pr

Nach (6) ist die Fremdsprache des Bulgaren somit die Muttersprache von D und damit Polnisch oder
Russisch. Mit (3) und (1a) muss A damit auch Russisch sprechen. Russisch als Zweitsprache ist somit fiir
C ausgeschlossen. =A: R b

=C:Pu

Da C als Fremdsprache Polnisch spricht und sich nach (5) mit E verstindigen kann, steht E als Pole fest.
Die Muttersprache fiir D ist damit Russisch.

Losung;:
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A ist Bulgare und spricht Russisch. B ist Deutscher und spricht Ungarisch. C ist Ungar und spricht Polnisch.
D ist Russe und spricht Deutsch. E ist Pole.

Aufgeschrieben und gelost von Thomas Kugel

Losung 111312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 111313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 111314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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11. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 111321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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11. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 111331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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11. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 111341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 111346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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12. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 121311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 121312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 121313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 121314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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12. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 121321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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12. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 121331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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12. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 121341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 121346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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13. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 131311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 131312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 131313:

Angenommen, die Menge M kann so in in zwei elementfremde Teilmengen M; und My aufgeteilt werden,
daf die jeweiligen Elementesummen gleich grof sind, dann ergibt die Differenz dieser beiden Summen Null.
Jedes Element dieser Gleichung der Menge ; hat dann ein positives und das der Menge M, ein negatives
Vorzeichen und 148t sich wie folgt schreiben:

tatad®+a®E£..+£a" =0
Nach Division durch a? (was nicht Null sein kann, da a > 2 ist) erhilt man
i%ﬂiaia?i...ia”*“’ =0
+ltata?+..+a" 2 :$é
Die linke Seite ist die Summe mehrerer ganzzahliger (positiver oder negativer) Zahlen, die rechte Seite ist

auf jeden Fall nicht ganzzahlig (% ist fiir n > 2 nie ganzzahlig). Aus diesem offensichtlichen Widerspruch
folgt das Gegenteil der Annahme und mithin das zu Beweisende.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Adrian Hutter

Losung 131314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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13. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 131321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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13. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 131331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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13. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 131341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 131346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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1. Stufe (Schulolympiade)
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 141311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 141312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)

Losung 141313:

A

E B

Es sei definiert: a :== AB = CD, b:= BC = AD, h, als Hohe des Parallelogrammes bzgl. a und analog h;,
bzgl. b. Dann gilt fiir den Fliacheinhalt des Parallelogrammes: Axagcp = a-hg = b - hy.

Das Parallelogramm 148t sich in die griinen, roten und grauen Teilfiguren geméfl Zeichnung zerlegen. Der
gesuchte Flacheninhalt der grauen Figur ist somit die Differenz zwischen der Parallelogrammflache und der
Summe aller roten und griinen Dreiecksflachen.

Weiterhin gilt: AEBF' = AGCF' (SEF'B = <GF'C als Wechselwinkel, $EBF’ = < F'GC als Schei-
telwinkel an geschnittenen Parallelen, EB = CG = a/2). Die Hohen in den beiden Dreiecken sind al-
so gleich groB und also die Hohen bzgl. EB bzw. CG auch halb so grof wie h,. Damit ergibt sich:
Appr = % 5 h?“ = % ca-hy = % - Aapop- Analog kann nachgewiesen werden, dafl alle griinen Dreiecks-

flichen ein Achtel der Parallelogrammfléche einnehmen.

Im Dreieck ABC' gilt: EB’ liegt auf der Seitenhalbierenden von AB und AB’ auf der Seitenhalbieren-
den von BC. Da der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden in einem Dreieck selbige im Verhéltnis 1:2 teilt,
gilt, da der Abstand von B’ zu AB ein Drittel des Abstandes von C' zu AB betrigt. Damit ist die Ho-
he im Dreieck AEB’ bzgl. AE ein Drittel von h,. Fiir den Flicheinhalt in diesem Dreieck gilt folglich:

Aapp = % X %" = % ca-hg = % - Aapcp. Analoges gilt fir die restlichen roten Dreiecke.

Zusammenfassend erhélt man fiir den gesuchten Flicheinhalt: A = Aapcp — 4 - Arot — 4 - Agruen =
Aapep —4 - § - Aapop — 4+ 15 - Aapop = 25522 - Aapep = 37 - Aasop = ¢ - Aapep. Damit

ist die Behauptung bewiesen.
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q.e.d.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Felix Kaschura

Losung 141314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (12)
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 141321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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14. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 141331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 141341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 141346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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1. Stufe (Schulolympiade)
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 151311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 151321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151322:

Es sei ABCDS eine Pyramide, deren Grundfliche ABC'D ein Rechteck mit dem Flécheninhalt @ ist und
deren Spitze S sei. Die senkrecht auf der Grundflache stehenden Seitenflichen haben eine Pyramidenkante
gemeinsam, da sie sonst parallelen Ebenen angehoren wiirden, was bei einer Pyramide nicht moglich ist.
Diese zur Grundfldche senkrechte Pyramidenkante sei SD.

Daher sind fiir die zur Grundfliche nicht senkrechten Seitenflichen BC'S und ABS die Neigungswinkel
gleich den Winkeln <<SAD und <SCD. Auflerdem ist die Lédnge von SD gleich der Lange h der Hohe der
Pyramide.

0.B.d.A. gelte nun ¥SAD = «a, <SCD = (5. Ferner gilt

h=8D = AD -tan« (1)
=CD -tanf (2)
Q=AD-CD. (3)

Aus (1) und (2) ergibt sich durch Multiplikation und anschlieBendem Einsetzen von (3) und Radizieren:

h? =AD-CD -tana - tan

h=+Q tana-tang

Damit ergibt sich fiir das Volumen V' der Pyramide:
V=--Qh

Q- +/Q - tana - tan S.

W = W =

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (0)

Losung 151323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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Losung 151324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 151331:
FEine fiinfstellige natiirliche Zahl Z mit identischen Ziffern kann folgendermafien dargestellt werden

Z =z + 10z 4+ 100z 4 1000z 4+ 10000z = 11111z, (1)

wobei z eine einstellige natiirliche Zahl ist (0 < « < 10). Da analoge Beziehungen auch fiir drei- und vier-
stellige natiirliche Zahlen mit identischen Ziffern gelten,kann man die Divisionsaufgabe A folgendermafen
schreiben

11111z = 16 % 1111y + R, (2)
wobei
0 <z <10, 0 <y <10, 0< R< 1111y (3)

gilt und sowohl z als auch y eine einstellige natiirliche Zahl ist. Der Rest R ist eine natiirliche Zahl. Eine
zu (2) dquivalente Beziehung kann man auch fiir die Divisionsaufgabe A’ aufstellen

1111z = 16 * 111y + (R — 2000) (4)
wobei zusétzlich zu (3) auch
0 < (R — 2000) < 111y (5)

erfiillt sein mufl. Stellt man nun sowohl (2) als auch (4) nach R um und setzt die so gewonnen Beziehungen
gleich, so erhélt man

(11111 — 1111)2 = 16 % (1111 — 111)y + 2000. (6)

Diese Gleichung 148t sich unschwierig nach = auflésen

s 1
=y . 7
T=2yt (7)

Setzt man nun die 9 verschiedenen Werte fiir y ein [vergleiche (3)], so stellt man fest, dafl sich nur fir y = 3
und fiir y = 8 eine natiirliche Zahl fiir x ergibt. Da das Ergebnis fiir x bei y = 8 nicht einstellig ist, gibt es
nur ein mogliche Kombination: = 5, y = 3. Einsetzen in (2) ergibt unmittelbar

55555 = 16 * 3333 + R, => R = 2227, (8)

worit gezeigt wére, daf alle Forderungen aus (3) und (5) erfillt sind.
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Damit ist gezeigt, dafl es nur eine Divisionsaufgabe A gibt; der Dividend ist dabei durch 55555, der Divisor
durch 3333 gegeben.

Aufgeschrieben und geldst von Arnd Hibsch
Losung 151332:

a) e1=1+v2,ea=1-v2,e3=-1+v2,e4=-1-2,e5=3+22

b) Die Einheit e als Element der Menge N 1iBt sich schreiben als e = 2 + yv/2 mit x, y € Z. Es gelten
folgende Umformungen:

a+bvV2  a+bv2  (a+bv2) - (z—yv2)  az—2by+ (b — ay)v2
e az+yV2  (e+yv2)-(z—yv2) 2 — 2y

Der Zéhler ist ein Element aus M, da a, b, x, y ganzzahlig sind. Wenn nun der Nenner 1 oder -1
waére, hatte man eine Einheit. Es bleibt also nachzuweisen, dafl es unendlich viele solche Nenner gibt.
Dazu wird ein Beweis nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gefiihrt, wobei jedes x und y aus
vorherigen Werten von = und y entsteht:

Anf:n=0,z2=1,y=0=22-2y>=1= (-1 = (-1)"

Vor.: 22 —2y2 = (=1)" (1)
Tn+1 = Yn+1 T Yn (2)
Yn+1 = Yn + (3)

Beh.: 22, —2y2., = (-1)"*!

Bew.: 22— 2001 = (Ynt1 +Yn)® — 2y0 44
= Wn+Tn+yn)’ =2 (Yn +20)°
= 4y? + 22 + 4wy, — 22 — 202 — Az ,y,
= Qyi — :Ci
= — (a3 — 2y3)
=-1-(-1)"
= (-t

q.e.d.

Mit den Startwerten xg = 1 bzw. g = —1 und yo = 0 und den Vorschriften z,11 = ynt1 + yn bzw.
Yn+1 = Yn + T kommt man zu den gesuchten Einheiten, von denen es nun nachgewiesenermafien
unendlich viele gibt.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel
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Losung 151333:

Vor.: Az halbiert B;Cy und A2 X Xe
B3 halbiert A101 und BQY
Cg halbiert AlBl und CQZ

Beh.: X, Y und Z liegen auf dersel-
ben Gerade

Bew.: Es werden folgende zu den
parallelen Sehnen senkrechte
Geraden eingefiihrt:

f durch den Kreismittelpunkt,
g durch As, h durch Bgj, i
durch Cjs.

Allgemein werde der Abstand
eines Punktes P von einer Ge-
raden g durch d(gP) bezeich-
net.

a, b bzw. ¢ sind wie folgt de-
finiert: a := d(fAs), b =
d(fBg), c = d(ng) Da
der Durchmesser (hier durch
f reprisentiert) eines Krei- Z‘
ses senkrecht stehende Sehnen
halbiert, gilt ebenfalls

d(fA1) = a, d(fB1) = b, d(fC1) = c. Mit der Voraussetzung 148t sich nun der Abstand von Asz, Bs
und C3 zu f ausdriicken:

d(fAs) = 7(1”31);(1(]001) = ¢ und analog d(fBs) = %< bzw. d(fC3) = “5°
SchlieBlich ergeben sich nun fiir die Abstdnde der Punkte X, Y, Z zu f folgende Gleichungen:
d(fX) = d(gX) + d(fAs) = d(gA2) + d(fA3) = a+ d(f As) + d(f As)
:a+2-¥:a+b+c
d(fY) =d(hY) + d(hBs) = d(hBa) + d(fBs) = b+ d(fBs) + d(fBs)
a+c
=b+2. 5 =a+b+c
d(fZ) =d(iZ) + d(iCs) = d(iC2) + d(fC3) = c+ d(fC3) + d(fCs)

b
:c+2o7a—2i_ =a+b+c

Damit liegen die drei Punkte X, Y und Z auf derselben Seite einer Geraden (f) und haben denselben
Abstand zu ihr. Daraus folgt, dafl diese drei Punkte auf einer Geraden liegen (die parallel zu f verlauft).

q.e.d.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Felix Kaschura

Losung 151334:
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Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle:

Losung 151335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle:

Losung 151336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle:

Losung 151336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle:

(0)

(0)

(0)

(0)
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15. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 151341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 151346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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16. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 161311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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16. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 161321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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16. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 161331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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16. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 161341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 161346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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17. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 171311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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17. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 171321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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17. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 171331:

1. Untere Grenze:

4,;24% ist, da n eine natiirliche Zahl ist, immer positiv. Lat man n gegen unendlich laufen, gilt:
4n 4 0 0
440

A el A e

(ay) ist also eine Nullfolge. Da alle ihre Folgenglieder positiv sind, ist 0 die untere Grenze (die aber
niemals in der Folge vorkommt).

2. Obere Grenze:

Man subtrahiere a, 41 von a,:

4n B 4(n+1)
dn?2 4+ 121 4(n+1)2+121
_4n- (4n® 4+ 8n +125) — (4n +4) - (4n? + 121)
N (4n2 +121) - (4(n + 1)2 + 121)

16n? + 16n — 484
(4n2 +121) - ((2n + 2)%2 4+ 121)

Ap — Apy1 =

Der Nenner ist, weil n eine natiirliche Zahl ist, immer positiv.

Der Zahler wird mit gréfler werdendem n auch immer grofler. Die einzige zutreffende Nullstelle des
Zahlers liegt zwischen n =5 und n = 6

n=>5:16n2+16n—484 = —-4<0

n = 6: 16n? + 16n — 484 = 188 > 0

Fiir alle n < 5 ist also 16n%+16n—484 und damit a, —a,11 < 0 < a,41 > ay, fir n < 6. (a,,) steigt also
bis zu ag streng monoton. Fiir alle n > 5 ist 16n? + 16n — 484 und damit a,, — ant1 >0 apnt1 < ap.
(ay) fallt also bis ag streng monoton.

Folglich nimmt die Folge bei ag ihren grofiten Wert an. ag = 226% ist die obere Grenze der Folge.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Annika Heckel
Losung 171332:
Die Gleichung kann folgendermaflen umgeformt werden:

a4 d?t e +1=2% (x+1)+a*2® + (z+1)
=3 +1) - (z+1)+ a2®
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(x + 1) ist genau dann negativ, wenn z kleiner als -1 ist (r +1 <0 &z < —1)
(23 + 1) ist ebenfalls genau dann negativ, wenn x kleiner als -1 ist (23 +1 <0 2° < -1 & 2 < —1).

Folglich sind (z + 1) und (2% + 1) stets beide negativ oder beide grofier oder gleich 0. Also ist ihr Produkt
(x+1) - (23 + 1) stets groBer gleich 0.

a’z? ist als Quadratzahl stets grofer oder gleich 0.

Es gilt also (23 + 1) (x +1) + a?z? > 0, wobei der Gleichheitsfall nur eintritt, wenn sowohl (23 +1)- (z +1)
als auch a?z? gleich 0 ist.

Also muf} gelten:
(1) (z3+1)-(z+1) =0« z = —1 sowie
(2) a2 =0 a=0oder z =0 aus z = —1 (s.0.) folgt also a = 0

Folglich gibt es nur fiir a = 0 eine Losung, ndmlich x=-1.

Aufgeschrieben und gelost von Annika Heckel

Losung 171333:

Als Mittelpunkt (2.B. H) einer Seite bezeichne
ich den Punkt, in dem sich Winkelhalbierende,
Seitenhalbierende, Mittelsenkrechte bzw. Héhen
(was bei einem gleichseitigen Dreieck alles das
Gleiche ist) schneiden.

Als Raumhdhe bezeichne ich die Strecke vom
Mittelpunkt einer Seite zur gegeniiberliegenden
Tetraeder-Ecke. Diese Strecke tritt senkrecht aus
der Seite mit dem Mittelpunkt.

Als  Raummittelpunkt M bezeichne ich den

Punkt, in dem sich die 4 Raumhd&hen schneiden.

Die Punkte auf den Raumhohen haben denselben Abstand von 3 Seiten, der Raummittelpunkt sogar von 4
Seiten. Die Mittelpunkte von 4 der Kugeln liegen auf jeweils einer Raumhohe und haben denselben Abstand
von der dazugehorigen Ecke/Seite. Der Mittelpunkt der funften Kugel ist der Raummittelpunkt.

Zunéachst berechne ich die Seitenmittelpunkte. Dabei berechne ich eher Abstdnde als Punkte. Fiir die Sei-
tenhohe hg gilt h% + (%)2 =s2= hg = @s Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Mittelpunkt im Ver-

héiltnis 2 zu 1. Damit folgt fiir den Abstand einer Ecke zum Seitenmittelpunkt (z.B. AH) hsg = %hs = gs
und von der Kante (z.B. KH) hsg = $hs = %s .

Fiir dic Raumhéhe hg gilt nun: ©% + b2, = h% = hg = 22hg = L

Um die Abstinde des Raummittelpunktes M von den Ecken hrg (rote Linien) bzw. Seiten hrg zu be-
rechnen, betrachte ich das rechtwinklige Dreieck (z.B. AMHA) vom Raummittelpunkt M zu einem Sei-

tenmittelpunkt (z.B. H) zu einer Ecke (z.B. A) dieser Seite und zuriick. Es gilt h%p = h%g + h%p und

hre + hrs = hgr. Es ergibt sich hrg = 1—263. Der Umkugelradius hrpg ist gleich %s.

Nun versucht man eine Kugel in eine Ecke zu platzieren, d.h. bei einem gegeben Radius r die Kugel auf
einer Raumhohe so weit zur Ecke hin zu schieben, bis die Kugel alle 3 Seiten beriihrt. Die Beriihrpunke
liegen dabei auf den Seitenhohen. Ist die Bedingung (Beriihrung) fiir eine Seite erfillt, gilt sie auch fiir die
anderen zwei.

Fiir den Winkel «, den die Raumhohe mit einer der drei moglichen Seitenhéhen einschliefft, gilt sina =
hsi — % Fiir den Abstand z, den der Mittelpunkt der Kugel (in 2D tibertragen ein Kreis) von der Ecke

hs
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haben muss, gilt sina = £ (Radius und Seitenhdhe stehen senkrecht aufeinander), also z = 3r.

Damit alle 4 Kugeln die fiinfte Kugel in der Mitte beriihren, muss die Summe aus Abstand z der ersten

Kugel von einer Ecke plus deren Radius plus nochmals diesem Radius (fiir die Kugel im Raummittelpunkt)

V6

gleich der vollen Strecke von der Ecke bis zum Mittelpunkt sein: 51 = hrg = r = ¥7's

Wegen r < hprg befindet sich auch die fiinfte Kugel im Inneren des Tetraeders, womit alle Bedingungen
erfiillt sind.

Aufgeschrieben und gelést von Daniel Gutekunst

Losung 171334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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17. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 171341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 171346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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18. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 181311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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18. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 181321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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18. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 181331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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18. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 181341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 181346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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19. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 191311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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19. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 191321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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19. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 191331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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19. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 191341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 191346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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20. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 201311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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20. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 201321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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20. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 201331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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20. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 201341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 201346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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21. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 211311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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21. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 211321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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21. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 211331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211333:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211336A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211336B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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21. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 211341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 211346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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22. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 221311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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22. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 221321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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22. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 221331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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22. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 221341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 221346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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23. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 231311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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23. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 231321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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23. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 231331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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23. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 231341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 231346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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24. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 241311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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24. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 241321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 403



http://www.olympiade-mathematik.de E%

24. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 241331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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24. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 241341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 241346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 405
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25. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 251311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 406
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25. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 251321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 407
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25. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 251331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 408
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25. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 251341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 251346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 409
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26. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 261311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 410
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26. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 261321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
Losung 261322:

I. Wenn p, g, r ein Tripel ist, das die Bedingungen (1), (2) erfiillt, so folgt (p, g, r) ist nicht das Tripel
(2, 3, 5); denn dieses erfiillt wegen 22 + 3% + 52 = 38 nicht die Bedingung (2).

Ferner folgt: (p, q, r) ist kein Tripel mit p > 3 (also auch ¢ > 3, » > 3); denn jede Primzahl, die
grofler als 3 ist, 148t bei Division durch 3 entweder den Rest 1 oder den Rest 2, ihr Quadrat 143t also
in beiden Féllen den Rest 1;

Fiir jedes Tripel (p, ¢, 7) von Primzahlen p, g, r > 3 ist somit p? + ¢ + 72 durch 3 teilbar (und gréfer
als 3), also keine Primzahl.

Nach (1) verbleibt daher nur die Méglichkeit, da$ p, g, r das Tripel (3, 5, 7) ist.

II. Dieses Tripel erfiillt als Tripel dreier aufeinanderfolgender Primzahlen die Bedingung (1), und wegen
32 + 5% + 7% = 83 auch die Bedingung (2).

Mit I. und II. ist gezeigt, dafl genau das Tripel (3, 5, 7) die Bedingungen (1) und (2) erfiillt.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (25)

Losung 261323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 411
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26. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 261331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 412



http://www.olympiade-mathematik.de E%

26. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 261341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 261346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 413
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27. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 271311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 414
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27. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 271321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 415
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27. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 271331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 416
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27. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 271341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 271346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 417
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28. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 281311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 418
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28. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 281321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 419
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28. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 281331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 420
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28. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 281341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 281346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 421
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29. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 291311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 422
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29. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 291321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 423
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29. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 291331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 424
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29. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 291341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 291346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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30. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 301311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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30. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 301321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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30. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 301331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 428



http://www.olympiade-mathematik.de E%

30. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 301341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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31. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 311311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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31. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 311321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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31. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 311331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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31. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 311341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 311346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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32. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 321311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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32. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 321321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 321331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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32. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 321341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 321346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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33. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 331311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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33. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 331321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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33. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 331331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331333A:
2

Es gibt nur m* verschiedene Werte fiir Paare (x,,, ,41) aufeinanderfolgender Folgenglieder, aber unendlich
viele Folgenglieder. Daher gibt es nach dem Schubfachprinzip ein n und ein k& mit k& > 0, so dass x, =
Ttk und Tpy1 = Tpgkt1 gilt. (Es gibt sogar ein n fiir das es unendlich viele solcher ks gibt.) Fir zwei
aufeinanderfolgende Folgenglieder x;, ;41 ldsst sich das Vorgéngerglied eindeutig bestimmen mit z;_; =
(xj+1 — ;) mod m, also gilt auch z,_1 = Tp4k—1, Tn—2 = Tptk—2 USW. bis zu g = zy.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 331333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331335:

Das eine 2n-Eck besitze b blaue und 2n — b rote Dreiecke und das andere 2n-Eck jeweils n blaue und rote
Dreiecke. Bei allen 2n Drehungen gibt es zusammengenommen n - b Ubereinstimmungen blauer Dreiecke
und n - (2n — b) Ubereinstimmungen roter Dreiecke. Das sind zusammen 2n? Ubereinstimmungen. Bei
2n moglichen Drehungen bedeutet dies nach dem Schubfachprinzip, dass es bei wenigstens einer Drehung
mindestens n Ubereinstimmungen gibt.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 331336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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33. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 331341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 331346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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34. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 341311:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341312:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341313:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341314:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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34. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Regionalrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 341321:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341322:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341323:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341324:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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34. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 341331:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341332:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341333A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341333B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341334:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341335:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341336:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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34. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 12
Losungen

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufihren.

Losung 341341:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341342:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341343:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341344:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341345:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341346A:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 341346B:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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