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Gewidmet meinen Kindern Cosima, Elias und Adrian

Vorwort
Im vorliegenden Band befinden sich Texte vergangener Mathematikolympiaden, die ich vor einigen Jahren
zum Üben gern selbst besessen hätte. Als Schüler träumte ich von einer kompletten Sammlung aller Aufgaben
und Lösungen, allerdings wurde dieser Traum erst viele Jahre später wahr. Zu DDR-Zeiten war es äußerst
schwer, an diese Dokumente zu gelangen, aber selbst jetzt gibt es nur wenig öffentlich zugängiges Material
aus jener Zeit.

Die einst von der Aufgabenkommission erfundenen Texte wurden mir größtenteils von Herrn Umlauft zur
Verfügung gestellt, wofür ich ihm sehr danke. Ebenso möchte ich aber auch stellvertretend für all die
Menschen, die zur Erweiterung meiner Sammlung beigetragen und mich bei meinem Unterfangen begleitet
haben, folgende Namen nennen: O. Döhring, H. Thielemann, H. Winkelvoss, E. Specht, E. Keller, G. Thiel,
B. Mulansky, H. Ocholt, M. Worel, R. Labahn, S. Ryl, H.-G. Gräbe.

Ein herzlicher Dank gilt meiner Familie, ganz besonders natürlich meinem Mann, der mir stets mit viel
Verständnis für meine zeitraubenden Interessen zur Seite steht. Außerdem möchte ich meinen Eltern und
Schwiegereltern danken, die sich immer wieder gern um die Kinder kümmern und mir damit kleine Freiräume
verschaffen.

Copyright
Im Zeitalter des Internets möchte ich alle Interessenten an meiner Sammlung teilhaben lassen. Daher darf
dieses Dokument nichtkommerziell genutzt und unverändert weitergegeben werden - sowohl in digitaler
als auch in ausgedruckter Form. Es bleibt aber bitte zu berücksichtigen, daß die Original-Aufgabentexte
geistiges Eigentum ihrer Erfinder bleiben. Leider ist im Laufe der Zeit nicht mehr nachvollziehbar, wer dies
im konkreten Fall war.

Hinweise
Die Numerierung der Aufgaben erfolgt nach dem Schema: jjkksa, wobei jj der Aufgabenjahrgang, kk
die Klassenstufe, s die Olympiadestufe und a die Aufgabennummer darstellt. Bei Wahlaufgaben folgt der
Aufgabennummer noch ein A oder B.

Die Texte entsprechen den Originaltexten der jeweiligen Olympiaden - es wurden daher weder auf die neue
deutsche Rechtschreibung Rücksicht genommen noch ideologische Phrasen umformuliert.

Dresden, 31. März 2014 Manuela Kugel

1.-34. Olympiade - Klasse 12 3



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
1. Mathematik-Olympiade 1961/62

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 011211:
Ist die Summe 2139 + 3921 durch 45 teilbar? Die Antwort ist zu begründen!

Aufgabe 011212:
Bei der Planung unserer sozialistischen Volkswirtschaft werden in zunehmendem Maße mathematische Me-
thoden angewandt. Das gilt ganz besonders für das Transportwesen, bei dem es darauf ankommt, mit
möglichst geringen Kosten eine optimale Leistung zu erreichen. Man nennt die angewandte Methode, die
erstmalig 1939 von Prof. L. W. Kantorowitsch in Leningrad vorgeschlagen wurde, die Methode der linearen
Programmierung. Das folgende Beispiel, das sehr stark vereinfacht wurde, da in Wirklichkeit die Verhält-
nisse viel komplizierter sind, zeigt das Prinzip der Methode:

Zwei Ziegeleien produzieren 10 Millionen bzw. 15 Millionen Ziegel. Sie sollen zwei Baustellen versorgen, die
einen Bedarf von 18 Millionen bzw. 7 Millionen Ziegel haben. Die Entfernungen betragen:

1. Ziegelei zur 1. Baustelle 25 km,

1. Ziegelei zur 2. Baustelle 24 km,

2. Ziegelei zur 1. Baustelle 26 km,

2. Ziegelei zur 2. Baustelle 20 km.

Zu welchen Baustellen müssen die von der 1. bzw. 2. Ziegelei produzierten Ziegel transportiert werden,
damit die Gesamttransportkosten möglichst gering sind? Dabei wird angenommen, daß die Transportkosten
der Entfernung proportional sind.

Aufgabe 011213:
Wieviel verschiedene dreistellige Zahlen lassen sich mit den Ziffern

a) 1 und 2, b) 1, 2 und 3, c) 1, 2, 3 und 4

bilden, wobei die Ziffern auch mehrfach benutzt werden dürfen?

Versuchen Sie, eine Gesetzmäßigkeit zu finden!

d) Welche Lösung erhält man für vierstellige Zahlen?

e) Was läßt sich für vierstellige Zahlen vermuten, wenn man n Ziffern zur Verfügung hat? Versuchen Sie,
diese Vermutung zu beweisen!
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Aufgabe 011214:

Es ist ein Dreieck ABC aus AC = b, AB = c und �BMA = ω zu konstruieren, wobei M die Mitte der
Strecke BC ist. Es sei ω < 90◦.

Man beweise, daß die Aufgabe dann und nur dann lösbar ist, wenn b · tan ω
2 ≤ c < b ist. In welchem Falle

tritt Gleichheit auf?

Aufgabe 011215:
Zur Berechnung der Länge l eines Treibriemens wird in der Praxis die Näherungsformel

l = π
D + d

2
+ 2a+

(D − d)2

4a

benutzt. Dabei ist

d der Durchmesser der treibenden Scheibe,
D der Durchmesser der getriebenen Scheibe und
M1M2 = a der Abstand der beiden Achsen.

Für die folgenden beiden Beispiele soll die Länge des Treibriemens genau und nach der Näherungsformel
berechnet werden.

Wie groß ist in den beiden Beispielen der relative Fehler (in Prozent), der bei Anwendung der Näherungs-
formel entsteht?

a) d = 140 mm, D = 220 mm, a = 500 mm,

b) d = 60 mm, D = 220 mm, a = 200 mm.
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OJM
1. Mathematik-Olympiade 1961/62

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 011221:
Im internationalen Postverkehr sind für Briefsendungen und Päckchen in rechteckiger Form (Form eines
Quaders) die folgenden Höchst- und Mindestmaße vorgeschrieben:

Höchstmaße: Länge, Breite und Höhe zusammen 90 cm, größte Länge jedoch nicht
mehr als 60 cm;

Mindestmaße: Länge 10 cm, Breite 7 cm.

a) Welches Höchstvolumen kann eine Sendung haben? Wie groß sind in diesem Falle Länge, Breite und
Höhe? (Begründung!)

b) Welches Mindestvolumen kann eine Sendung haben? Wie groß sind in diesem Falle die Kanten? (Be-
gründung!)

Aufgabe 011222:
Wenn die drei natürlichen Zahlen x, y und z der Bedingung x2 + y2 = z2 genügen, ist ihr Produkt x · y · z
stets durch 60 teilbar.

Beweisen Sie diese Behauptung!

Aufgabe 011223:
Fünf Gefäße enthalten je 100 Kugeln. Dabei enthalten einige Gefäße nur Kugeln von 10 g Masse, während
die anderen Gefäße nur Kugeln von 11 g Masse enthalten.

Wie kann man durch eine einzige Wägung mit Waagschalen und geeigneten Wägestücken feststellen, welche
Gefäße Kugeln von 10 g und welche Gefäße Kugeln von 11 g enthalten? (Dabei dürfen aus den Gefäßen
Kugeln herausgenommen werden.)

Aufgabe 011224:
Gegeben sind drei parallele Geraden g1, g2 und g3, die untereinander ungleiche Abstände haben.

Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck, dessen Punkte A, B, C auf den Geraden liegen! Begründen Sie
die Konstruktion!
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OJM
1. Mathematik-Olympiade 1961/62

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 011231:
Zwei Ziegeleien produzieren 6 Millionen bzw. 12 Millionen Ziegel. Sie sollen vier Baustellen versorgen, die
einen Bedarf von 5,2; 3,0; 5,7 bzw. 4,1 Millionen Ziegel haben. Die Entfernungen (in km) zwischen den zwei
Ziegeleien und den vier Baustellen sind aus der folgenden Tabelle ersichtlich:

Baustelle 1 2 3 4

Ziegelei 1 28 30 37 21
Ziegelei 2 26 36 18 20

Wieviel Ziegel müssen von der 1. bzw. 2. Ziegelei zu den einzelnen Baustellen transportiert werden, da-
mit die Gesamttransportkosten möglichst gering sind? Es wird angenommen, daß die Transportkosten der
Entfernung proportional sind. Die Baustelle 3 soll dabei nur von der Ziegelei 2 beliefert werden.

Aufgabe 011232:
Aus Aluminiumblech von 2 mm Stärke sollen 10 000 Werkstücke nach der beigefügten Zeichnung 1 gestanzt
werden. (Sämtliche Innenwinkel sind gleich groß, a = 34 mm, b = 8 mm.)

Zeichnung 1

s1 s1

s

b

a

ab

b

1

Zeichnung 2

s2

s

s2

2

a) Wie lang und wie breit muß der Blechstreifen sein, aus dem gestanzt wird? Dabei ist zu beachten, daß
die Stegbreite (Abstand der Teile voneinander bzw. vom Rand) s1 = 2 mm betragen muß. Wieviel
Quadratmeter Blech werden verbraucht? Wieviel Quadratmeter beträgt der Abfall?

b) Es wird der Verbesserungsvorschlag gemacht, nach Zeichnung 2 zu stanzen, um Material zu sparen.
Wie lang und wie breit muß nunmehr der Blechstreifen genommen werden? Wieviel Quadratmeter
Blech wird verbraucht? Wieviel Quadratmeter beträgt der Abfall? Wieviel Prozent beträgt die Mate-
rialersparnis gegenüber dem unter a) angegebenen Verfahren? (Stegbreite hier s2 = 3 mm.)
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Aufgabe 011233:
Einem Würfel von der Kantenlänge a werden ein Tetraeder und ein Oktaeder einbeschrieben.

a) Wie verhalten sich die Volumina der 3 Körper zueinander?

b) Dem Tetraeder wird noch eine Kugel einbeschrieben. Begründen Sie, daß diese Kugel gleichzeitig das
Oktaeder berührt, und drücken Sie das Volumen dieser Kugel als Funktion von a aus!

Aufgabe 011234:
Bemerkung 011334 = 011135

Gegeben sei eine Strecke AB = a = 6 cm. M sei der Mittelpunkt der Strecke. Schlagen Sie mit AM um M

den Halbkreis über AB! Halbieren Sie AM und MB und schlagen Sie über beiden Strecken mit AM
2 die

beiden Halbkreise, die innerhalb des großen Halbkreises liegen!

Es ist der Mittelpunkt des Kreises zu konstruieren, der den großen Halbkreis von innen und die beiden
kleinen Halbkreise von außen berührt! Die Konstruktion ist zu begründen!

Aufgabe 011235:

Es ist zu beweisen, daß x+ y ≤ a
√

2, wenn x2 + y2 = a2 und a ≥ 0 ist!
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OJM
1. Mathematik-Olympiade 1961/62

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 011241:
Bei 27 000 Düngungsversuchen mit Phosphordüngemitteln stellte man die folgenden mittleren Ernteerträge
für Kartoffeln fest:

Düngergabe bezogen auf P2O5 (dt/ha) Ernteertrag (dt/ha)
0,0 237
0,3 251
0,9 269

Die zwischen der Düngergabe x (in dt/ha) und dem Ernteertrag y (in dt/ha) bestehende Beziehung kann
durch die folgende Relation angenähert wiedergegeben werden:

y = a− b · 10−kx

wobei a, b und k Konstanten sind.

a) Berechnen Sie mit Hilfe der oben angegebenen Werte diese Konstanten!

b) Berechnen Sie den Ernteertrag für eine Düngergabe von 0,6 dt/ha und 1,2 dt/ha!

c) Stellen Sie die prozentuale Abweichung der errechneten Werte von den im Versuch ermittelten Werten
261 dt/ha bzw. 275 dt/ha fest!

Aufgabe 011242:
Es seien u, v und w beliebig gewählte positive Zahlen, kleiner als 1.

Man soll zeigen, daß unter den Zahlen u(1− v), v(1− w), w(1− u) stets mindestens ein Wert nicht größer
als 1

4 vorkommt.

Aufgabe 011243:

1000 m

600 m

1420

300
300

300
500

Mit einer Rollenschere sollen aus Blechen
von 1 420 mm Breite rechteckige Bleche,
und zwar mit einer Breite von 500 mm und
einer Gesamtlänge von 1 000 m sowie mit
einer Breite von 300 mm und einer Gesamt-
länge von 1 800 m geschnitten werden. Bis-
her wurde nach der beigefügten Zeichnung
geschnitten, in der die graue Fläche den
Abfall darstellt, der ziemlich groß ist.

Eine sozialistische Brigade macht den Vorschlag, so zu schneiden, daß der Abfall erheblich geringer wird.
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a) Wieviel Prozent beträgt der Abfall, wenn wie bisher geschnitten wird?

b) Wie muß die Brigade schneiden, damit der Abfall möglichst gering wird, und welche Gesamtlänge der
Ausgangsbleche ist in diesem Fall erforderlich?

c) Wieviel Prozent beträgt jetzt der Abfall?

Aufgabe 011244:
Gegeben sei ein konvexes ebenes Viereck.

Es ist zu beweisen, daß für den Quotienten q aus dem größten und dem kleinsten aller Abstände zweier
beliebiger Eckpunkte voneinander stets gilt:

q ≥
√

2.

Aufgabe 011245:
Gegeben sind eine Ebene P und zwei feste Punkte A und B, die nicht in dieser Ebene liegen. Man bezeichnet
mit A′ und B′ zwei Punkte der Ebene P und mit M und N die Mittelpunkte der Strecken AA′, BB′.

a) Bestimmen Sie den geometrischen Ort des Mittelpunktes der Strecke MN , wenn sich die Punkte A′
und B′ willkürlich in der Ebene P bewegen!

b) In der Ebene P wird ein Kreis O betrachtet. Bestimmen Sie den geometrischen Ort L des Mittelpunktes
der Strecke MN , wenn die Punkte A′ und B′ sich auf dem Kreise O oder in dessen Innern befinden!

c) Wird A′ fest auf dem Kreise O oder in dessen Innern angenommen und B′ beweglich im Innern
oder Äußern von O, so soll der geometrische Ort des Punktes B′ bestimmt werden, so daß der oben
bestimmte Ort L derselbe bleibt.

Anmerkung: Bei b) und c) sollen folgende Fälle betrachtet werden:

1. A′ und B′ sind verschieden,

2. A′ und B′ fallen zusammen.
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OJM
2. Mathematik-Olympiade 1962/63

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 021211:
Das „Haus des Lehrers“ in Berlin ist ein monolithischer Stahlbetonskelettbau. Der (idealisierte!) Horizontal-
querschnitt durch das Erdgeschoß zeigt die wichtigsten aus Stahlbeton gefertigten Teile.
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Die Höhe des Erdgeschosses beträgt 6,00 m, die vier eingezeichneten 2,00 m breiten Zugänge zum Treppen-
haus sind jeweils 2,15 m hoch. Sämtliche Achsmaße betragen 4,80 m.

Berechnen Sie den Bedarf an Beton für das gesamte Erdgeschoß! Dabei bleibt die Bewehrung unberücksich-
tigt.

Aufgabe 021212:
Eine Fischereiproduktionsgenossenschaft möchte wissen, wieviel Fische einer bestimmten Sorte sich ungefähr
in einem kleinen See befinden. Zu diesem Zwecke werden 30 Fische dieser Sorte gefangen, gekennzeichnet
und in den See zurückgegeben. Am nächsten Tage werden 52 Fische derselben Sorte gefangen, unter denen
4 das Kennzeichen haben.

Wieviel Fische der Sorte befanden sich ungefähr in dem See? (Begründung!)

Aufgabe 021213:
Beweisen Sie, daß die Funktion

y =
|x− 1|√

x2 − 2x+ 2

die folgenden Eigenschaften hat:

a) sie ist für alle reellen Zahlen definiert,

b) sie ist für alle x ≥ 1 wachsend,

c) sie hat den Wertevorrat 0 ≤ y < 1,

d) ihr Bild ist achsensymmetrisch! Bestimmen Sie die Symmetrieachse und beweisen Sie die Symmetrie-
eigenschaften der Kurve!
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Aufgabe 021214:
Es sind sämtliche Lösungen der Gleichung

cos2 x · cos2 2x · cos2 3x+ sin2 x · sin2 2x · sin2 3x

= cos2 x · cos2 2x+ cos2 x · cos2 3x+ cos2 3x · cos2 2x

für 0◦ ≤ x ≤ 360◦ zu bestimmen!

Aufgabe 021215:
Auf einer Kreislinie sind drei verschiedene Punkte A, B, C gegeben.

Es ist auf der gleichen Kreislinie ein weiterer Punkt D so zu konstruieren, daß ABCD sowohl Sehnenviereck
als auch Tangentenviereck ist! (Näherungslösungen z. B. mit Hilfe einer Hyperbel gelten nicht als Lösung.
Es dürfen nur Zirkel und Lineal benutzt werden.)

Aufgabe 021216:
Es ist zu beweisen, daß es genau ein Paar natürlicher Zahlen x und y gibt, für das die Zahl N = x4 + 4y4

eine Primzahl ist!
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OJM
2. Mathematik-Olympiade 1962/63

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 021221:
Der Begründer des Verfahrens der Linearoptimierung, Prof. Dr. L. W. Kantorowitsch führt folgendes Beispiel
an:

In einem Betrieb stehen für Fräsarbeiten zur Verfügung:

a) 3 Fräsmaschinen,

b) 3 Fräsmaschinen mit Revolverkopf-Spannvorrichtung,

c) 1 Automat.

Es sollen in gleicher Anzahl zwei Sorten Werkstücke angefertigt werden. Die Produktion je Arbeitstag
beträgt für die oben angegebenen Maschinen je Maschine:

a) 10 Stück Sorte 1 oder 20 Stück Sorte 2,

b) 20 Stück Sorte 1 oder 30 Stück Sorte 2,

c) 30 Stück Sorte 1 oder 80 Stück Sorte 2.

Wieviel Werkstücke können mit diesen Maschinen unter den aufgeführten Bedingungen maximal gefertigt
werden?

Aufgabe 021222:

A

B

D
E

F

d

a

b

1

2

α

β

Ein Lichtstrahl, der in einem Medium 1 die Geschwindigkeit c1 hat, wird
an der Grenzschicht gebrochen und hat im Medium 2 die Geschwindig-
keit c2.

Beweisen Sie, daß die für den Weg ADB (siehe Abbildung) benötigte
Zeit ein Minimum wird, wenn

sinα

sinβ
=
c1
c2

ist!
Aufgabe 021223:

a) Beweisen Sie, daß für jedes ebene Dreieck gilt:

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ ≥ 3

4
.

b) In welchem Falle tritt Gleichheit ein?
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Aufgabe 021224:

Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt C. Man wähle einen Punkt E außerhalb AB
so, daß CE = CB ist!

Auf der Strecke CE bzw. auf ihrer Verlängerung über E hinaus ist ein Punkt D so zu konstruieren, daß
CA = CD ist!

a) Welches ist der geometrische Ort für alle Schnittpunkte M der Stecken AD und BE bzw. ihrer
Verlängerungen?

b) Die Behauptung ist für jede mögliche Lage der Punktes C zu beweisen.

Anmerkung: Zur Eigenschaft eines geometrischen Ortes gehört auch der Nachweis, daß jeder seiner Punkte
die Bedingungen der Aufgabe erfüllt.

Aufgabe 021225:
Beweisen Sie, daß für alle positiven reellen Zahlen a und b stets

a

b
+
b

a
≥ 2

ist!

Anmerkung: Achten Sie auf die richtige Reihenfolge der Beweisschritte!
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OJM
2. Mathematik-Olympiade 1962/63

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 021231:
Für welche Werte von x gilt

1√
1 + x

− 1√
1− x

≥ 1 ?

Aufgabe 021232:
Konstruieren Sie ein (konvexes) Viereck aus seinen Diagonalen, dem Winkel zwischen ihnen und zwei Seiten!

Begründen Sie die Konstruktion und diskutieren Sie die verschiedenen Möglichkeiten!

Aufgabe 021233:
Beweisen Sie folgende Behauptung!

Wenn eine positive ganze Zahl durch 99 teilbar ist, dann ist die Summe ihrer Ziffern nicht kleiner als 18.

Aufgabe 021234:
Geben Sie (für alle positiven Winkel x) für

1

sin2 x
− 1

cos2 x
≥ 8

3

alle Lösungen an!

Aufgabe 021235:

Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt M .

Man konstruiere über derselben Seite der Strecke AB die Quadrate AMDE undMBGH! Die Mittelpunkte
der beiden Quadrate seien R und S.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken RS?

Aufgabe 021236:

Gegeben sei ein Würfel ABCDA′B′C ′D′ mit AA′ ‖ BB′ ‖ CC ′ ‖ DD′. Der Punkt X durchläuft mit
konstanter Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats ABCD in dieser Reihenfolge, der Punkt Y durchläuft
mit derselben Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats A′D′C ′B′ in dieser Reihenfolge. Beide Punkte
beginnen ihre Bewegungen im gleichen Augenblick von den Punkten A und A′ aus.

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte Z der Strecken XY !
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OJM
2. Mathematik-Olympiade 1962/63

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 021241:

a) Beweisen Sie, daß der Rest bei der Division einer beliebigen Primzahl durch 30 entweder 1 oder eine
Primzahl ist!

b) Gilt das auch bei der Division einer Primzahl durch 60? Begründen Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 021242:
Für welche Zahlen x des Intervalls 0 < x < π gilt

tan 2x

tanx
− 2 cot 2x

cotx
≤ 1 ?

Aufgabe 021243:
Es ist zu beweisen: Wenn mindestens zwei unter den reellen Zahlen a, b, c von Null verschieden sind, so gilt
die Ungleichung

a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
≥ 3

2
.

Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 021244:
Gegeben sei ein Rechteck mit den Seiten 2a und 2b, wobei a > b ist. Von diesem Rechteck sollen vier
kongruente rechtwinklige Dreiecke (an jeder Ecke ein Dreieck, dessen Katheten auf den Rechteckseiten
liegen) so abgeschnitten werden, daß die Restfigur ein Achteck mit gleich langen Seiten bildet.

Die Seite des Achtecks ist durch a und b auszudrücken und aus a und b zu konstruieren. Außerdem ist
anzugeben, unter welchen Bedingungen die Aufgabe lösbar ist.

Aufgabe 021245:
Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenlänge a. Eine Strecke PQ von der Länge p, wobei p < a ist, bewegt
sich so, daß ihre Endpunkte stets auf den Seiten des Quadrats liegen.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken PQ?
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Aufgabe 021246:
Gegeben sei eine Pyramide ABCD, deren Grundfläche ABC ein Dreieck ist. Durch einen Punkt M der
Kante DA werden in der Ebene der Flächen DAB bzw. DAC die Geraden MN bzw. MP so gezogen, daß
N auf DB und P auf DC liegen und ABNM sowie ACPM Sehnenvierecke sind.

a) Beweisen Sie, daß auch BCPN ein Sehnenviereck ist!

b) Beweisen Sie, daß die Punkte A,B,C,M,N, P auf einer Kugel liegen!

1.-34. Olympiade - Klasse 12 17



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
3. Mathematik-Olympiade 1963/64

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 031211:

Von den Punkten A und B einer Strecke AB, deren Länge nicht direkt gemessen werden kann, werden zwei
weitere Punkte C und D, deren gegenseitiger Abstand bekannt ist, angepeilt. Man mißt folgende Winkel:

�DAB = 80◦, �CAB = 30◦, �ABC = 60◦, �ABD = 20◦.

Die Länge der Strecke CD beträgt 2 km. Wie kann man die Länge der Strecke AB ermitteln?

a) Lösen Sie die Aufgabe durch Konstruktion! Fertigen Sie eine Konstruktionsbeschreibung und eine
Begründung an!

b) Lösen Sie die Aufgabe auf rechnerischem Wege! (Es genügt hierbei die Angabe der Formeln, eine
zahlenmäßige Berechnung wird nicht verlangt.)

Aufgabe 031212:
Beim Eichen eines Dynamometers wurden die Größen der Belastung P gemessen, die erforderlich waren,
um den Zeiger bis zu bestimmten Teilstrichen der Skala ausschlagen zu lassen. Man erhielt die folgenden
Werte:

Zahl der Teilstriche Belastung in kp
N P

0 0
5 4,87
10 10,52
15 17,24
20 25,34

Die Belastung P kann durch die folgende ganze rationale Funktion von N dargestellt werden:

P (N) = a1N + a2N
2 + a3N

3 + a4N
4.

a) Es sind die Koeffizienten a1, a2, a3, a4 zu berechnen!

b) Welchen Wert hat die Funktion für N = 25? Vergleichen Sie mit dem durch Messung gefundenen Wert
P = 35,16!

Aufgabe 031213:
Man bestimme alle reellen Werte von x1, x2, x3, die den Gleichungen

x2 + x3 = px1,

x1 + x3 = px2,

x1 + x2 = px3
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genügen, und ihre Abhängigkeit von der reellen Zahl p (Parameter)!

Aufgabe 031214:
Man beweise:

Bezeichnen α, β, γ die Winkel eines Dreiecks, so gelten

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ + 2 cosα cosβ cos γ = 1 und
sin2 α = sin2 β + sin2 γ − 2 sinβ sin γ cosα.

Aufgabe 031215:
Gegeben seien ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und ein Punkt P im Innern des Kreises.

Welches ist der geometrische Ort für die Mitten der durch P verlaufenden Sehnen?

Aufgabe 031216:
Es ist

26

65
=

26

65

/

/
=

2

5
.

Man darf also bei diesem Bruch die Ziffern 6 „kürzen“. Für welche Brüche mit zweistelligen Zählern und
Nennern ist ein solches „Kürzen“ irgendeiner Ziffer des Zählers gegen eine Ziffer des Nenners gestattet, ohne
daß sich die dargestellte rationale Zahl ändert?
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OJM
3. Mathematik-Olympiade 1963/64

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 031221:
Geben Sie ohne Benutzung einer Tafel der Kubikzahlen alle zweistelligen Zahlen an, deren dritte Potenzen
mit den Ziffern der ursprünglichen Zahl in derselben Anordnung beginnen!

Aufgabe 031222:
Gegeben sei eine Strecke AB. Ein Schnittpunkt der um A bzw. B mit
AB geschlagenen Kreisbogen sei D (siehe Abbildung). E sei der Mittel-
punkt von AB. Über AE und EB als Durchmesser seien die Halbkreise
geschlagen.

Berechnen Sie ME, wobei M der Mittelpunkt des Kreises ist, der beide
Halbkreise und die Kreisbogen AD und BD berührt!

A B

D

EF G

M

Aufgabe 031223:
Bestimmen Sie die Menge aller Paare (x, y) von reellen Zahlen x, y, die die folgenden Gleichungen befriedigen:

cos
x+ y

2
· cos

x− y
2

=
1

2
, cosx · cos y =

1

4
.

Aufgabe 031224:

Es sei AD die Höhe eines Dreiecks ABC. Ein Kreis, der die Seite BC in D berührt, möge die Seite AB in
M und N und die Seite AC in P und Q schneiden.

Man beweise, daß

AM +AN

AC
=
AP +AQ

AB
ist!

Aufgabe 031225:
Zwei Hirten verkaufen eine Anzahl von Tieren, von denen jedes genausoviel Groschen einbringt, wie die
Anzahl der Tiere beträgt. Den Erlös verteilen sie folgendermaßen:

Der erste Hirt erhält 10 Groschen, der zweite 10 Groschen, dann wieder der erste 10 Groschen, der zweite
10 Groschen usw. Nachdem der erste zum letzten Mal 10 Groschen erhalten hat, verbleibt ein Rest, der
kleiner als 10 Groschen ist. Von diesem Rest kaufen sie ein Messer.

Wieviel kostet das Messer?
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OJM
3. Mathematik-Olympiade 1963/64

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 031231:
Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an, die folgende Eigenschaft besitzen!

Bildet man ihre dritte Potenz und streicht bei dieser Zahl alle Ziffern mit Ausnahme der letzten beiden, so
erhält man wieder die ursprüngliche Zahl.

Aufgabe 031232:
Beweisen Sie folgenden Satz:

Ein Dreieck mit den Winkeln α, β und γ ist genau dann rechtwinklig, wenn

cos 2α+ cos 2β + cos 2γ = −1 ist.

Aufgabe 031233:
Bestimmen Sie – in Abhängigkeit von der reellen Zahl p – alle reellen Werte x, y, die die folgenden Glei-
chungen befriedigen:

xy +
x

y
= 3p(x2 + y2) xy − x

y
= p(x2 + y2) !

Aufgabe 031234:
Für welche reellen Zahlen x ist

a)
1

x
+

1

x+ 1
>

2

x+ 1
2

, b)
1

x
+

1

x+ 1
=

2

x+ 1
2

, c)
1

x
+

1

x+ 1
<

2

x+ 1
2

?

Aufgabe 031235:
Gegeben sei ein Würfel ABCDA′B′C ′D′ mit AA′ ‖ BB′ ‖ CC ′ ‖ DD′. Ferner sei eine Strecke XY gegeben,
wobei XY = AB und X ein Punkt der Strecke AA′ sowie Y ein Punkt der Fläche ABCD sind.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY ?

Aufgabe 031236:
Gegeben seien zwei verschiedene parallele Geraden a und b. Auf a liegt der Punkt A und auf b der Punkt
B. Konstruieren Sie alle Kreise k1 = (M1; r1) und k2 = (M2; r2) mit den folgenden Eigenschaften:

a) Der Kreis k1 berührt a in A, und M1 liegt auf derselben Seite von a wie b.

b) Der Kreis k2 berührt b in B, und M2 liegt auf derselben Seite von b wie a.

c) Die Kreise k1 und k2 haben genau einen Punkt gemeinsam.

d) Es ist r1 = 2r2.
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OJM
3. Mathematik-Olympiade 1963/64

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 031241:
Beweisen Sie, daß für alle positiven ganzrationalen Zahlen a und b stets

a+ b

2
≥ a+b
√
ab · ba

ist! Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 031242:
Man bestimme alle reellen Werte x, die die folgende Gleichung befriedigen:

sin 3x · cos
(
π
3 − 4x

)
+ 1

sin
(
π
3 − 7x

)
− cos

(
π
6 + x

)
+m

= 0.

Dabei ist m eine gegebene reelle Zahl.

Aufgabe 031243:
Gegeben sein ein (nicht notwendig regelmäßiges) Tetraeder, dessen Seitenflächen sämtlich flächengleich sind.

Beweisen Sie, daß dann folgende Punkte zusammenfallen:

a) der Mittelpunkt der einbeschriebenen Kugel, das heißt der alle vier Seitenflächen innerlich berührenden
Kugel,

b) der Mittelpunkt der Umkugel, das heißt der durch die vier Eckpunkte gehenden Kugel!

Aufgabe 031244:

Es bezeichne an die letzte Ziffer der Zahl n(n
n) (n sei eine natürliche Zahl 6= 0).

Beweisen Sie, daß die Zahlen an eine periodische Folge bilden und geben Sie diese Periode an!

Aufgabe 031245:

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit β = 45◦. Auf der Seite BC liege ein Punkt P , wobei BP : PC = 1 : 2
(innere Teilung) und �APC = 60◦ sind.

Jemand behauptet, man könne allein mit elementaren geometrischen Sätzen ohne Benutzung der ebenen
Trigonometrie die Größe des Winkels γ ermitteln.
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Aufgabe 031246:
Welche der folgenden vier Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

a) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.

b) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.

c) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.

d) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
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OJM
4. Mathematik-Olympiade 1964/65

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 041211:
Aus einer vierstelligen Tafel entnehmen wir die folgenden Näherungswerte:

3
√

636 000 ≈ 86, 00 und
3
√

389 000 ≈ 73, 00

Daher ist z = 3
√

636 000− 3
√

389 000 ≈ 13.

Ohne Benutzung einer weiteren Tafel soll entschieden werden, ob z größer, kleiner oder gleich 13 ist.

Aufgabe 041212:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Der Flächeninhalt eines Sehnenvierecks ist

F =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d),

wobei a, b, c, d die Längen der Seiten des Sehnenvierecks sind und s = a+b+c+d
2 gesetzt wird.

Aufgabe 041213:

E F

H G

BA

D C

S

Gegeben sei ein Quader ABCDEFGH mit den Kanten AD und
AE von der Länge a und der Kante AB von der Länge a

√
3. Der

Schnittpunkt der Diagonalen der Grundfläche ABCD sei S.

a) Es ist der Radius der durch die Punkte A, D, H, E und S
gehenden Kugel durch a auszudrücken.

b) Es ist zu beweisen, daß die durch die Punkte S, F und G
gehende Ebene die Kugel berührt.

Aufgabe 041214:
Ohne Benutzung einer Zahlentafel oder eines Rechenstabes ist das Produkt

x = cos 20◦ · cos 40◦ · cos 60◦ · cos 80◦

zu berechnen.
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Aufgabe 041215:
In einer IL 18 der Interflug, die nach Berlin fliegt, sitzen fünf Fluggäste in einer Reihe nebeneinander. Ihre
Berufe sind: Journalist, Feinmechaniker, Lehrer, Kapitän und Ingenieur. Sie gehören den folgenden Nationen
an: Polen, DDR, Ungarn, Zypern und UdSSR. Sie sind verschieden alt (21, 24, 32, 40 und 52 Jahre). Die
Fluggäste treiben verschiedene Sportarten (Handball, Schwimmen, Volleyball, Leichtathletik und Fußball).
Ihre Reiseziele sind: Berlin, Leipzig, Dresden, Karl-Marx-Stadt und Rostock.

Aus Gesprächen entnehmen wir folgende Angaben:

(1) Der Ingenieur sitzt ganz links.

(2) Der Volleyballspieler hat den mittleren Platz.

(3) Der Pole ist Journalist.

(4) Der Feinmechaniker ist 21 Jahre alt.

(5) Der Lehrer treibt Schwimmsport.

(6) Der Kapitän reist nach Rostock.

(7) Der Handballspieler stammt aus der DDR.

(8) Der Reisende aus der Sowjetunion fliegt nach Leipzig.

(9) Der nach Berlin fliegende Reisende ist 32 Jahre alt.

(10) Der Leichathlet hat das Reiseziel Karl-Marx-Stadt.

(11) Der Fluggast aus der DDR sitzt neben dem Fluggast aus Ungarn.

(12) Der 52jährige sitzt neben dem Reisenden, der nach Dresden fliegt.

(13) Der 24jährige sitzt neben dem Reisenden, der nach Leipzig fliegt.

(14) Der Ingenieur sitzt neben dem Zyprioten.

a) Wie alt ist der Kapitän?

b) Welche Staatsangehörigkeit besitzt der Fußballspieler?

Weisen Sie nach, daß die Angaben ausreichen, um beide Fragen eindeutig zu beantworten!
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OJM
4. Mathematik-Olympiade 1964/65

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 041221:
Von einem Würfel mit der Kantenlänge a werden alle Ecken durch ebene Schnitte so abgetrennt, daß aus
allen Seitenflächen des Würfels kongruente regelmäßige Vielecke entstehen.

Es ist der Rauminhalt des Restkörpers zu berechnen. Unterscheiden Sie die folgenden Fälle!

a) Es entstehen regelmäßige Vierecke.

b) Es entstehen regelmäßige Achtecke.

b) Gibt es noch andere Möglichkeiten?

Aufgabe 041222:
Es ist zu beweisen, daß alle Zahlen der Form

73n + 1 049 · 58n

- wobei n eine ungerade natürliche Zahl ist - durch 1965 teilbar sind.

Aufgabe 041223:
Es ist zu zeigen, daß für alle reellen Zahlen a und c die Ungleichung a4 − 4ac3 + 3c4 ≥ 0 richtig ist.

Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 041224:
Lösen Sie das Gleichungssystem

sinx+ sin y

sinx− sin y
=

5

3

x+ y = 90◦!

(Es soll eine Näherungslösung mit ganzzahligen Gradzahlen angegeben werden.)

Aufgabe 041225:
In einem spitzwinkligen Dreieck ABC ist der Punkt P zu konstruieren, von dem aus alle Seiten des Dreiecks
unter gleich großen Winkeln erscheinen (d.h. �BPA ∼= �CPB ∼= �CPA).

Aufgabe 041226:
Bestimmen Sie in der xy-Ebene die Menge aller Punkte, deren Koordinaten den beiden Ungleichungen
x2 + y2 < r2 und | y − x |> r

2 genügen (r > 0)!
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OJM
4. Mathematik-Olympiade 1964/65

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 041231:
In einem mathematischen Zirkel einigen sich sechs Teilnehmer auf eine reelle Zahl a, die der siebente Teilneh-
mer, der vorher das Zimmer verlassen hatte, bestimmen soll. Nach seiner Rückkehr erhält er die folgenden
Auskünfte:

1) a ist eine rationale Zahl.

2) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 14 teilbar ist.

3) a ist eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 13 ist.

4) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 7 teilbar ist.

5) a ist eine reelle Zahl, die folgende Ungleichung erfüllt. 0 < a3 + a < 8 000.

6) a ist eine gerade Zahl.

Er erfährt, daß von den Auskünften 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6 jeweils eine wahr und eine falsch ist.

Wie lautet die Zahl a! Wie hat der siebente Teilnehmer die Zahl ermittelt?

Aufgabe 041232:

Es sei f(x) = ax+b
cx+d mit reellen Zahlen a, b, c, d als Koeffizienten (c 6= 0).

Für welche reellen Zahlen x wird durch die Zuordnung x → y = f(x) eine Funktion definiert? Ohne
Anwendung der Differentialrechnung ist anzugeben, welchen Bedingungen die Koeffizienten a, b, c, d genügen
müssen, damit diese Funktion in jedem ihrer Definitionsbereiche streng monoton abnehmend ist.

Aufgabe 041233:
Gegeben sind in der Ebene eine Gerade g und zwei Punkte A und B, die nicht auf g, jedoch in derselben
durch g bestimmten Halbebene liegen.

Durch Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) ist ein Punkt P auf g zu finden, von dem aus die Strecke AB
unter einem möglichst großen Winkel erscheint, d.h. für den �APB ≥ �AQB für alle Q ∈ g gilt.

Aufgabe 041234:
Für welche reellen Zahlen x ist die Gleichung

tan2 x+ cot2 x = 6

erfüllt?
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Aufgabe 041235:
Gibt es eine natürliche Zahl z, die auf zwei verschiedene Weisen in der Form

z = x! + y!

dargestellt werden kann, wobei x und y von Null verschiedene natürliche Zahlen sind und x ≤ y ist?

Aufgabe 041236:
Gegeben sind im dreidimensionalen Anschauungsraum drei Kreise, die einander paarweise in drei verschie-
denen Punkten berühren, d.h., je zwei Kreise haben genau einen gemeinsamen Punkt und in diesem Punkt
eine gemeinsame Tangente.

Es ist zu beweisen, daß unter diesen Voraussetzungen die drei Kreise entweder in einer Ebene oder auf der
Oberfläche einer Kugel liegen.
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OJM
4. Mathematik-Olympiade 1964/65

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 041241:
Geben Sie alle reellen Lösungen der Gleichung

√
p+ x+

√
p− x = x

an, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!

Aufgabe 041242:
Es ist zu entscheiden, durch welche der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 109, 151, 491 die Zahl

z = 19631965 − 1963 teilbar ist.

Aufgabe 041243:
Im dreidimensionalen Raum sind zwei Parallelogramme ABCD und A′B′C ′D′ gegeben. Jedes Parallelo-
gramm sei nicht entartet, d.h., seine 4 Eckpunkte sollen nicht auf ein und derselben Geraden liegen. Die
durch die Parallelogramme bestimmten Ebenen brauchen nicht voneinander verschieden zu sein. Die Strecken
AA′, BB′, CC ′ und DD′ seien in demselben Verhältnis geteilt; die Teilpunkte seien A′′, B′′, C ′′, D′′.

Welche Aussagen kann man über die aus den Punkten A′′ , B′′ , C ′′, D′′ gebildete Figur machen?

Aufgabe 041244:
Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Punkte der Ebene, für die die Summe der Entfernungen von den
Seiten eines in dieser Ebene gegebenen regelmäßigen Fünfecks oder ihren Verlängerungen fünfmal so groß
wie der Radius des dem Fünfeck einbeschriebenen Keises ist!

Aufgabe 041245:
Ermitteln Sie alle Zifferntripel (x, y, z) mit x, y, z 6= 0, mit denen√

(xxx...x)− (yyy...y) = (zzz...z) (1)

(xxx...x): 2n Ziffern; (yyy...y): n Ziffern; (zzz...z): n Ziffern

für mindestens zwei voneinander verschiedene positive natürliche Zahlen n erfüllt ist! Geben Sie sodann alle
Zahlen n an, für die (1) mit den ermittelten Tripeln gilt!

Aufgabe 041246:
Es ist folgender Satz zu beweisen:

Sind α, β und γ die Winkel eines Dreiecks, dann gilt:

cosα+ cosβ + cos γ ≤ 3

2
.

Wann gilt das Gleichheitszeichen?
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 051211:

Ein Winkelstahl (gleichschenkliger L-Stahl)
hat den in der Abb. angegebenen Querschnitt.
Dabei ist b = 50 mm, d = 5 mm, r = 2r1 =
7 mm.

a) Wie groß ist seine Masse bei einer Län-
ge von 5 m? (Dichte des Stahls ρ =
7, 85 g

cm3 )?

b) Wie groß ist der prozentuale Fehler, wenn
man zur Vereinfachung der Rechnung
die Rundungen vernachlässigt und an-
nimmt, daß die Querschnittsfläche aus
zwei rechteckigen Flächen besteht?

r

1r
d

1

b

d
r

c) Wie groß ist der maximale prozentuale Fehler, der bei der zu b) durchgeführten Näherungsrechnung
entsteht, wenn b = 50 mm und r = 7 mm konstant sind und d zwischen 5 mm und 9 mm liegt?

Aufgabe 051212:
Vier kongruente Kugeln berühren eine Ebene auf ein und derselben Seite. Ferner berührt jede Kugel zwei
der anderen, und jede der Kugeln berührt einen und denselben geraden Kreiskegel, dessen Grundkreis in
der gegebenen Ebene liegt.

Es ist der Radius des Grundkreises des Kegels in Abhängigkeit vom Radius der Kugeln und von der Höhe
des Kegels darzustellen (Fallunterscheidung).

Aufgabe 051213:
Jemand benutzt, um die Teilbarkeit natürlicher Zahlen durch 7 zu untersuchen, die folgende ”Siebenerregel”:

Von der (mindestens zweistelligen) zu untersuchenden Zahl z wird die letzte Ziffer gestrichen. Von der
erhaltenen Zahl wird sodann das Doppelte der gestrichenen Zahl subtrahiert. Die so entstandene Zahl z1
ist dann und nur dann durch 7 teilbar, wenn z durch 7 teilbar ist. Indem er das Verfahren gegebenenfalls
wiederholt anwendet, kann er so von jeder natürlichen Zahl z feststellen, ob sie durch 7 teilbar ist.

Man untersuche, ob diese ”Siebenerregel” richtig ist.
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Aufgabe 051214:
Klaus und Dieter vereinbaren das folgende Spiel:

Klaus nimmt 6 Bindfäden gleicher Länge in eine Hand, so daß an jeder Seite der Faust sechs Bindfadenenden
herausragen. Dieter wird aufgefordert, die Enden auf jeder Seite paarweise zusammenzuknüpfen. Stellt sich
beim Öffnen der Hand heraus, daß die Bindfäden einen einzigen Ring bilden, so hat Dieter gewonnen,
anderenfalls gewinnt Klaus.

Wer von beiden hat die größeren Gewinnchancen? Stellen Sie dazu folgende Überlegungen an!

a) Wieviel verschiedene Möglichkeiten m, die Bindfadenenden zu verknüpfen, gibt es überhaupt?

b) In wieviel Fällen r erhält man einen einzigen Ring?

c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit w, daß ein einziger Ring entsteht?

Bemerkung: w ist definiert als r
m , wobei m und r in a) und b) erklärt sind.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 31



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
5. Mathematik-Olympiade 1965/66

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 051221:
Aus einer Kugel vom Radius r wird ein Kugelsektor herausgeschnitten, der sich aus einem Kegel der Höhe
h und dem zugehörigen Kugelsegment zusammensetzt.

a) Welche Länge h hat die Höhe des Kegels, wenn der Flächeninhalt der herausgeschnittenen Kugelkappe
gleich einem Drittel des Oberflächeninhaltes der Kugel ist?

b) Welche Länge h hat die Höhe des Kegels, wenn das Volumen des Kugelsektors gleich einem Drittel
des Volumens der Kugel ist?

Aufgabe 051222:
Man ermittle sämtliche nicht negativen ganzen Zahlen n, für die die Zahl z = 5n − 4n durch 61 teilbar ist.

Aufgabe 051223:
Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine reelle Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Ist die Funktion f an der Stelle x definiert, so ist sie auch an den Stellen x+ a und x− a definiert.

(2) Für alle x, für die die Funktion f definiert ist, gilt

f(x+ a) =
1 + f(x)

1− f(x)
.

a) Es ist zu beweisen, daß die Funktion f periodisch ist, d. h., daß es eine von Null verschiedene reelle
Zahl b gibt, so daß f(x) = f(x+ kb) für alle x, für die die Funktion f definiert ist, und für alle ganzen
Zahlen k gilt.

b) Geben Sie eine Funktion an, die die obigen Eigenschaften hat!

Aufgabe 051224:
Man ermittle alle reellen Zahlen x, y, für die die Gleichung

sin(x+ y) = sinx+ sin y erfüllt ist.
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Aufgabe 051225:
Man ermittle sämtliche reellen Zahlen x, für die das Polynom

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

a) seinen kleinsten Wert annimmt (Wie groß ist dieser?) und

b) seinen größten Wert annimmt, wenn x auf das Intervall 1 ≤ x ≤ 4 beschränkt wird (Wie groß ist
dieser?).

Aufgabe 051226:
Kann ein von einem regelmäßigen Tetraeder begrenzter Körper bei parallelem und senkrecht auf die Bild-
ebene auftreffendem Licht auf dieser einen quadratförmigen Schatten werfen?
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 051231:
Es ist zu beweisen, daß die Zahl z = 2n + 1 für keine natürliche Zahl n ≥ 0 Kubikzahl ist.

Aufgabe 051232:

A’

C’

B’

D’

S’ Die in der Abb. im Grundriß gegebene vierseitige Pyramide soll durch eine
Ebene derart geschnitten werden, daß die Schnittfläche ein Parallelogramm ist.

a) Konstruieren Sie an dem gegebenen Grundriß die geforderte Schnittfläche
und die Spurgerade der zugehörigen Schnittebene!

b) Wie verändert sich die Konstruktion, wenn die Grundfläche ein Trapez
ist?

c) Wie verändert sich die Konstruktion, wenn die Grundfläche ein Paralle-
logramm ist?

Aufgabe 051233:

a) Man ermittle sämtliche Funktionen y = f(x), die für alle reellen Zahlen definiert sind und der Glei-
chung

a · f(x− 1) + b · f(1− x) = cx

(a, b, c reelle Zahlen) genügen, falls |a| 6= |b| gilt.

b) Man diskutiere ferner den Fall |a| = |b|.

Aufgabe 051234:
Die Paare (xn, yn) reeller Zahlen xn, yn (n = 0, 1, 2, ...) seien wie folgt definiert:

x0 = 1,

y0 = 0,

xn+1 = xn + 2yn,

yn+1 = xn + yn

für n ≥ 0.

Man beweise, daß für alle natürlichen Zahlen n die Gleichung

x2n − 2y2n = (−1)n gilt.
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Aufgabe 051235:
Der Flächeninhalt des ebenen (nicht notwendig konvexen) Vierecks ABCD sei S, die Längen der Seiten
AB, BC, CD, DA seien (in dieser Reihenfolge) a, b, c, d.

Man beweise, daß stets gilt

S ≤ a+ c

2
· b+ d

2
,

und untersuche, wann das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 051236:
Man beweise, daß für jede natürliche Zahl n ≥ 1 die folgenden Beziehungen gelten:

(1) sinx+ sin 3x+ ...+ sin(2n− 1)x = sin2 nx
sin x für alle reellen x mit sinx 6= 0.

(2) sinx+ sin 3x+ ...+ sin(2n− 1)x = 0 für alle reellen x mit sinx = 0.
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 051241:
Man ermittle alle reellen Zahlen a, b und alle ganzen Zahlen n ≥ 1, für die

(a+ b)n = an + bn gilt.

Aufgabe 051242:
An einem Tanzabend hat jeder der anwesenden Herren mit mindestens einer der anwesenden Damen getanzt
und jede der anwesenden Damen mit mindestens einem der anwesenden Herren. Kein Herr hat mit jeder
der anwesenden Damen und keine Dame mit jedem der anwesenden Herren getanzt.

Es ist zu beweisen, daß es unter den Anwesenden zwei solche Damen und zwei solche Herren gegeben hat, daß
an dem Abend jede der beiden Damen mit genau einem der beiden Herren, und jeder der beiden Herren mit
genau einer der beiden Damen getanzt hat. (Es wird vorausgesetzt, daß der Tanzabend nicht ohne Damen
und Herren stattgefunden hat, d.h., die Menge, die aus allen anwesenden Damen und Herren besteht, ist
nicht leer.)

Aufgabe 051243:
Unter allen Strecken MN , die das Dreieck ∆ABC in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegen, ist die Anzahl und
die Länge aller derjenigen zu ermitteln, die möglichst kurz sind.

Aufgabe 051244:
Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (x1, x2, x3, x4), für die das folgende Gleichungssystem
erfüllt ist:

x1x2 + x1x3 + x2x3 + x4 = 2 (1)
x1x2 + x1x4 + x2x4 + x3 = 2 (2)
x1x3 + x1x4 + x3x4 + x2 = 2 (3)
x2x3 + x2x4 + x3x4 + x1 = 2 (4)

Aufgabe 051245:

Man beweise, daß tan 7◦30′ =
√

6 +
√

2−
√

3− 2 gilt

Aufgabe 051246:
Man beweise den folgenden Satz:

Wenn der Schnitt jeder Ebene, die mit der Fläche F mehr als einen Punkt gemeinsam hat, ein Kreis ist,
dann ist F eine Kugel(fläche).
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 061211:

Die Cheops-Pyramide in Ägypten hat die Form einer Pyramide mit der quadratischen Grundfläche ABCD.
Die Spitze S liegt 140 m über dem MittelpunktM der Grundfläche. Die Seitenlänge der Grundfläche beträgt
231 m. Wir wollen einmal annehmen, daß folgendes möglich ist:

Ein Tourist besteigt die Pyramide derart, daß er von A ausgehend auf geradem Wege senkrecht zur Kante
BS gelangt. Nachdem er diese Kante im Punkt B1 erreicht hat, geht er weiter auf geradem Wege senkrecht
zur Kante CS bis zu dieser Kante im Punkt C1, von dort entsprechend weiter zum Punkt D1 auf Kante
DS und zum Punkt A1 auf der Kante AS.

a) Wie lang wäre der von ihm von A bis zum Punkt A1 zurückgelegte Weg?

b) In welcher Höhe über der Grundfläche befände sich der Tourist im Punkt A1?

c) Welche Winkel würden die geraden Teilwege mit der Ebene der Grundfläche bilden?

Aufgabe 061212:
In einer Ebene sind fünf Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Je zwei dieser
Punkte sind entweder durch eine rote oder eine blaue Strecke so verbunden, daß keine drei von diesen
Strecken ein Dreieck derselben Farbe bilden.

a) Beweisen Sie:

(1.) Von jedem der fünf gegebenen Punkte gehen genau zwei rote und genau zwei blaue Strecken aus.

(2.) Die roten Strecken bilden einen geschlossenen Streckenzug, der alle fünf gegebenen Punkte ent-
hält. Dasselbe gilt für die blauen Strecken.

b) Ermitteln Sie die Anzahl aller (voneinander verschiedenen) Möglichkeiten, die gegebenen fünf Punkte
unter den Bedingungen der Aufgabe durch rote und blaue Strecken zu verbinden!

Aufgabe 061213:
In einer quaderförmigen Schachtel mit den inneren Abmessungen 10 cm, 10 cm und 1 cm sind gleich große
Kugeln von 1 cm Durchmesser einzulegen. Jemand behauptet, man könne mehr als 105 dieser Kugeln in
der Schachtel unterbringen.

Stellen Sie fest, ob diese Behauptung richtig ist!

Aufgabe 061214:
Geben Sie alle n-stelligen natürlichen Zahlen an, die gleich der n-ten Potenz ihrer Quersumme sind!
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 061221:
Beweisen Sie folgenden Satz:

Sind α, β, γ die Gradmaße der Winkel eines beliebigen ebenen Dreiecks, so gilt stets:

cotα · cotβ + cotβ · cot γ + cot γ · cotα = 1.

Aufgabe 061222:
In einer Ebene seien die vier Punkte P,Q,R, S (P 6= Q,R 6= S, PQ nicht senkrecht auf RS) gegeben.

Es ist zu zeigen, daß man dann stets vier Geraden p, q, r, s mit P auf p, Q auf q, R auf r und S auf s so
konstruieren kann, daß ihre sämtlichen Schnittpunkte die Ecken eines Quadrates bilden.

Aufgabe 061223:
Beweisen Sie folgende Behauptung!

Ist s = a1 + a2 + · · ·+ an durch 30 teilbar, dann ist auch p = a51 + a52 + · · ·+ a5n durch 30 teilbar.

(a1, a2, . . . , an seien n ganze Zahlen.)

Aufgabe 061224:
Es sei M der Mittelpunkt der Kugel K1, und P sei ein Punkt außerhalb K1. Ferner sei K2 die Kugel mit
dem Mittelpunkt P und dem Radius von der Länge MP , und IF sei der Flächeninhalt des innerhalb K1

liegenden Teiles von K2.

Beweisen Sie, daß IF von der Lage des Punktes P unabhängig ist!

Aufgabe 061225:
Es seien n, p, r, s natürliche Zahlen. Ferner sei

u =
(r + s · √p)n + (r − s · √p)n

2
, v =

(r + s · √p)n − (r − s · √p)n

2 · √p
, t = r2 − s2p , z = u2 − tn .

Man beweise:

a) u und v sind natürliche Zahlen.

b) Die (somit ganze) Zahl z ist durch v2 ohne Rest teilbar.
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Aufgabe 061226:

a) Geben Sie alle Tripel reeller Zahlen (x, y, z) an, die das Gleichungssystem

2x + 3y + z = 1
4x − y + 2z = 2
8x + 5y + 3z = 4

(1)

erfüllen!

b) Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich von dem Gleichungssystem (??) in genau einem Koeffizi-
enten unterscheiden und unendlich viele Lösungen besitzen!

(Als ”Koeffizienten” seien hier sowohl die auf der ”linken Seiten” stehenden ”Vorzahlen” der Variablen
als auch die ”absoluten Glieder” auf den ”rechten Seiten” bezeichnet.)

Geben Sie auch in diesen Fällen alle Tripel reeller Zahlen an, die die jeweiligen Gleichungssysteme
erfüllen!

c) Bilden Sie ein Gleichungssystem, das sich von (??) in genau zwei Koeffizienten unterscheidet, das aber
von keinem Tripel reeller Zahlen erfüllt wird!
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 061231:
In ein und derselben Ebene seien n Punkte (n > 2) so verteilt, daß es zu jedem von ihnen unter den übrigen
nur einen nächstgelegenen gibt. Zu jedem dieser n Punkte werde der von ihm ausgehende und in dem ihm
nächstgelegenen Punkt endende Vektor und nur dieser gezeichnet.

Man ermittle die größtmögliche Anzahl derjenigen unter diesen Vektoren, die dann in einem und demselben
der n Punkte enden können.

Aufgabe 061232:
Gegeben sei die Kantenlänge a eines Würfels. Eine seiner Seitenflächen sei das Quadrat ABCD, der Mit-
telpunkt der gegenüberliegenden Seitenfläche sei M .

Wie groß ist der Abstand den Geraden BC und AM?

Anmerkung: Unter dem Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden g und h versteht man die Länge
derjenigen Strecke XY , die folgende Eigenschaften hat: X liegt auf g, y liegt auf h, XY ⊥ g, XY ⊥ h.

Aufgabe 061233:

Es sind alle diejenigen reellen Zahlen x in den Intervallen 0 < x <
π

2
und

π

2
< x < π anzugeben, für die

f(x) = sinx+ cosx+ tanx+ cotx positiv ist und alle diejenigen reellen Zahlen x, in denselben Intervallen,
für die f(x) negativ ist.

Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den f(x) in den obigen Intervallen annimmt, und wenn ja, welcher
Wert ist dies?

Aufgabe 061234:

Man ermittle alle und nur diejenigen reellen Zahlen x, die der Gleichung
[

5 + 6x

8

]
=

15x− 7

5
genügen.

Dabei bedeutet [a] die größte ganze Zahl, die nicht größer als a ist; z.B. ist
[

13

2

]
= 6; [−6, 5] = −7 und

[6] = 6.

Aufgabe 061235:
Es seien n Schüler mit Nummern versehen und in der Reihenfolge 1, 2, 3, . . . , n nebeneinander aufgestellt.
Ein Umordnungsbefehl besteht darin, daß jeder Schüler entweder einmal seinen Platz mit einem anderen
tauscht oder auf seinem Platz bleibt.

Man gebe zwei Befehle an, durch deren Hintereinanderausführung die Anordnung n, 1, 2, 3, . . . , n−1 entsteht.
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Aufgabe 061236:
Die Zahl sin 10◦ genügt einer algebraischen Gleichung dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten.

Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten eindeutig bestimmte) Gleichung auf
und ermittle ihre beiden anderen Wurzeln.
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 061241:
In einer Ebene ε seien ein Quadrat ABCD und ein in seinem Innern gelegenen Punkt P gegeben. Ein Punkt
Q durchlaufe alle Seiten des Quadrates.

Beschreiben Sie die Menge aller derjenigen Punkte R in ε, für die das Dreieck ∆PQR gleichseitig ist!

Aufgabe 061242:
Es sei n 6= 0 eine natürliche Zahl. Eine Zahlenfolge werde kurz eine Folge ”Fn” genannt, wenn n untereinander
verschiedene Zahlen z1, z2, . . . , zn existieren, so daß folgende Bedingungen erfüllt sind:

(1) Jedes Glied der Folge ist eine der Zahlen z1, z2, . . . , zn.

(2) Jede der Zahlen z1, z2, . . . , zn kommt mindestens einmal in der Folge vor.

(3) Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder der Folge sind voneinander verschiedene Zahlen.

(4) Keine Teilfolge der Folge hat die Form {a, b, a, b} mit a 6= b.

Bemerkung: Als Teilfolge einer gegebenen Folge {x1, x2, x3, . . . } oder {x1, x2, x3, . . . , xs} bezeichnet
man jede Folge der Form {xm1 , xm2 , xm3 , . . . } oder {xm1 , xm2 , xm3 , . . . , xmt} mit natürlichen Zahlen
m1 < m2 < m3 < . . . .

Beantworten Sie folgende Fragen:

a) Gibt es bei fest gegebenen n beliebig lange Folgen Fn?

b) Wenn Frage a) für ein n zu verneinen ist:

Welches ist die größtmögliche Anzahl von Gliedern, die (bei gegebenem n) eine Folge Fn haben kann?

Aufgabe 061243:
Man beweise folgenden Satz:

Ist n > 2 eine natürliche Zahl, sind a1, . . . , sn positive reelle Zahlen und wird
n∑
i=1

ai = s gesetzt, so gilt

n∑
i=1

ai
s− ai

>
n

n− 1
.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 42



http://www.olympiade-mathematik.de

Aufgabe 061244:
Gegeben ist eine natürliche Zahl n > 3. Es sei V = P1P2 . . . Pn ein ebenes regelmäßiges n-Eck.

Geben Sie die Gesamtanzahl aller voneinander verschiedenen stumpfwinkligen Dreiecke ∆PkPlPm (wobei
Pk, Pl, PM Ecken von V sind) an!

Aufgabe 061245:
Ermitteln Sie zu jeder natürlichen Zahl n die Anzahl A(n) aller ganzzahligen nichtnegativen Lösungen der
Gleichung 5x+ 2y + z = 10n!

Aufgabe 061246:
Man beweise folgenden Satz:

Liegen die n paarweise voneinander verschiedene Punkte Pi, i = 1, 2, . . . , n,; n > 2, so im dreidimensionalen
Raum, daß jeder von ihnen von ein und demselben Punkt Q einen kleineren Abstand hat als von jedem
anderen der Pi, dann ist n < 15.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 43



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
7. Mathematik-Olympiade 1967/68

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 071211:
Vier Personen A, B, C, D legten gemeinsam eine positive ganze Zahl fest. Jeder der vier gibt über diese
Zahl die folgenden drei Auskünfte, von denen jeweils mindestens eine wahr und mindestens eine falsch ist:

A: 1. Die Zahl ist durch 4 teilbar;
2. sie ist durch 9 teilbar;
3. das 11fache der Zahl ist kleiner als 1 000.

B: 1. Die Zahl ist durch 10 teilbar;
2. sie ist größer als 100;
3. das 12fache der Zahl ist größer als 1 000.

C: 1. Die Zahl ist eine Primzahl;
2. sie ist durch 7 teilbar;
3. sie ist kleiner als 20.

D: 1. Die Zahl ist nicht durch 7 teilbar;
2. sie ist kleiner als 12;
3. das 5fache der Zahl ist kleiner als 70.

Wie lautet die Zahl?

Aufgabe 071212:
Die Rentabilität des Einsatzes von Rohbraunkohle oder Braunkohlenbriketts wird auch durch die Transport-
kosten beeinflußt. Die folgende Tabelle zeigt die Kosten (in M je Mill. kcal) einschließlich der Transportkosten
für Rohbraunkohle bzw. Braunkohlenbriketts, und zwar für Transportentfernungen von 0 km, 100 km und
200 km.

Transportentfernung Kosten in M je Mill. kcal
in km Rohbraunkohle Braunkohlenbriketts

x y z

0 4,0 8,0
100 8,6 9,2
200 12,1 10,0

Allgemein lassen sich die Kosten für die Entfernungen bis etwa 400 km durch eine Funktion vom Typ
y = a0 + a1x+ a2x

2 darstellen.
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Ermitteln Sie die Koeffizienten a0, a1, a2 in beiden Fällen! Entscheiden Sie, für welche Transportentfernungen
bis 400 km der Einsatz von Rohbraunkohle billiger ist!

Aufgabe 071213:

Die Abb. zeigt ein regelmäßiges Neuneck mit seinem
Umkreis. Um die Eckpunkte A, B, C, D, E, F , G,
H und K dieses Neunecks sind in der aus der Abb.
ersichtlichen Weise Kreisbögen gezeichnet, deren Ra-
dien ebenso lang wie die Neuneckseiten sind.

Untersuchen Sie, ob die in der Figur mit L,M und N
bezeichneten Schnittpunkte dieser Kreisbögen Eck-
punkte eines gleichseitigen Dreiecks sind! L

M

N

K

H

G

E

D

C

B

A

F

Aufgabe 071214:
Zur Verfügung stehen eine Holzkugel, ein Zirkel, mit dem man sowohl auf einer (genügend groß gedachten)
ebenen Fläche als auch auf der Kugeloberfläche zeichnen kann, Bleistift, ein starr geradliniges (ohne Län-
genskale) Lineal und (ebenes) Zeichenpapier.

Man konstruiere den Radius der Holzkugel!
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7. Mathematik-Olympiade 1967/68

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 071221:
Es seien xk und yk ganzrationale Zahlen, die die Bedingungen 0 6 xk 6 2 und 0 6 yk 6 2 erfüllen.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller (nicht entarteten) Dreiecke mit Eckpunkten Pk(xk; yk), wobei xk, yk
die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten von Pk bedeuten!

Anmerkung: Dabei gelten zwei Dreiecke ∆1 und ∆2 genau dann als gleich, wenn jede Ecke von ∆1

auch Ecke von ∆2 ist.

b) Geben Sie die Maßzahlen der Flächeninhalte aller dieser Dreiecke an!

Aufgabe 071222:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Gegeben seien gewisse Gegenstände, von denen jeder eine bestimmte Farbe und eine bestimmte Form hat.
Wenn es unter diesen Gegenständen zwei von verschiedener Farbe und zwei von verschiedener Form gibt,
dann befinden sich unter den Gegenständen mindestens zwei solche, die sich sowohl in der Farbe als auch
in der Form unterscheiden.

Aufgabe 071223:
Beweisen Sie, daß für alle nicht negativen reellen Zahlen a, b, c

a3 + b3 + c3 > a2
√
bc+ b2

√
ac+ c2

√
ab gilt!

Aufgabe 071224:
Beweisen Sie, daß das Produkt von vier aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen nicht das Quadrat
einer positiven ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 071225:
Es sind alle geordneten Paare reeller Zahlen (x, y) anzugeben, für die das Gleichungssystem

x · (ax2 + by2 − a) = 0 (1)
y · (ax2 + by2 − b) = 0 (2)

erfüllt ist. Dabei sind a und b reelle Zahlen mit a 6= 0, b 6= 0 und a 6= b.

Aufgabe 071226:
Gegeben sei eine regelmäßige sechsseitige Pyramide. Man lege einen ebenen Schnitt durch die Pyramide,
der durch die Mittelpunkte zweier nicht benachbarter und nicht paralleler Seiten der Grundfläche und durch
den Mittelpunkt der Höhe der Pyramide verläuft.

Es ist das Verhältnis des Flächeninhalts der dabei entstehenden Schnittfigur und des Flächeninhalts einer
Seitenfläche der Pyramide zu ermitteln.
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7. Mathematik-Olympiade 1967/68

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 071231:
Drei gleich große Holzkugeln mit einem Radius der Länge r, die sich paarweise berühren, liegen auf einer
ebenen Tischplatte.

Wie groß ist der Radius einer vierten Kugel, die alle drei Kugeln und die Tischplatte gleichzeitig berührt?

Aufgabe 071232:
Es ist das Produkt

sin 5◦ sin 15◦ sin 25◦ sin 35◦ sin 45◦ sin 55◦ sin 65◦ sin 75◦ sin 85◦

in einen Ausdruck umzuformen, der aus natürlichen Zahlen lediglich durch Anwendung der Rechenope-
rationen des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit natürlichen
Wurzelexponenten gebildet werden kann.

Beispiel: sin 30◦ sin 60◦ =
1

4

√
3

Aufgabe 071233:

Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl 77
77 − 77

7

?

Aufgabe 071234:
Es sei y = f(x) eine für alle reellen Zahlen x definierte Funktion, die für alle derartigen x folgende Gleichung
erfüllt

f(x+ 1) = (x+ 1) · f(x) (1)

Außerdem sei y = g(x) eine ebenfalls für alle reellen x definierte Funktion. Für alle x sei f(x) von 0
verschieden.

Beweisen Sie!

Die Funktion ϕ(x) = f(x) · g(x) erfüllt genau dann für alle reellen x die Gleichung

ϕ(x+ 1) = (x+ 1)ϕ(x), (2)

wenn g(x) eine periodische Funktion mit der Periodenlänge 1 ist.
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Aufgabe 071235:
In einer Weberei wird Garn von genau sechs verschiedenen Farben zu Stoffen von je genau zwei verschiedenen
Farben verarbeitet. Jede Farbe kommt in mindestens drei verschiedenen Stoffsorten vor. (Dabei gelten zwei
Stoffsorten dann und nur dann als gleich, wenn in ihnen dieselben zwei Farben auftreten.)

Beweisen Sie, daß man drei verschiedene Stoffsorten derart finden kann, daß in ihnen alle sechs Farben
auftreten!

Aufgabe 071236:
Beweisen Sie, daß es stets möglich ist, von 6 Punkten einer Ebene, wobei keine 3 Punkte kollinear (d.h. auf
derselben Geraden gelegen) seien, 3 Punkte derart auszuwählen, daß diese die Ecken eines Dreiecks bilden,
das einen stumpfen Winkel von mindestens 120◦ enthält!
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7. Mathematik-Olympiade 1967/68

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 071241:
Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (x1, x2, x3, x4), für die das folgende Gleichungssystem
erfüllt ist:

x1 + ax2 + x3 = b (1)
x2 + ax3 + x4 = b (2)
x3 + ax4 + x1 = b (3)
x4 + ax1 + x2 = b (4)

Dabei sind a und b reelle Zahlen (Fallunterscheidung!).

Aufgabe 071242:
Welche von allen Ebenen, die eine und dieselbe Körperdiagonale eines Würfels mit der Kantenlänge a
enthalten, schneiden aus den Würfel eine Schnittfigur kleinsten Flächeninhaltes heraus?

Berechnen Sie den Flächeninhalt solch einer Schnittfigur!

Aufgabe 071243:
Geben Sie alle Funktionen y = f(x) an, die jeweils in größtmöglichem Definitionsbereich (innerhalb des
Bereichs der reellen Zahlen) der Gleichung

a · f(xn) + f(−xn) = bx

genügen, wobei b eine beliebige reelle Zahl, n eine beliebige ungerade natürliche Zahl und a eine reelle Zahl
mit |a| 6= 1 ist!

Aufgabe 071244:
Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene natürliche Zahlen mögen eine geometrische Folge bilden, von der
die ersten fünf Glieder neunstellig, fünf weitere Glieder zehstellig, vier Glieder elfstellig und zwei Glieder
zwölfstellig sind.

Man beweise, daß es genau eine Folge mit diesen Eigenschaften gibt.

Aufgabe 071245:
Es ist zu beweisen, daß für alle reellen Zahlen x des Intervalls 0 < x < π die Ungleichung

sinx+
1

2
sin 2x+

1

3
sin 3x > 0 erfüllt ist.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 49



http://www.olympiade-mathematik.de

Aufgabe 071246:
Es ist folgender Satz zu beweisen:

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn mindestens zwei seiner Winkelhalbierenden gleich lang
sind.
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8. Mathematik-Olympiade 1968/69

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 081211:
Bei den Europameisterschaften der Ruderinnen im August 1966 erhielten in der Länderwertung die DDR
als erfolgreichstes Land, 37 Punkte und die UdSSR 36,5 Punkte. Beide Länder erhielten in jeder der 5
Disziplinen Einer, Doppelzweier, “Vierer mit”, Doppelvierer und Achter genau je eine der drei pro Disziplin
vergebenen Medaillen.

Wieviel Goldmedaillen, wieviel Silbermedaillen und wieviel Bronzemedaillen erhielt jedes der beiden Länder?

Die Punktbewertung ergibt sich aus der folgenden Tabelle.

Goldmedaille Silbermedaille Bronzemedaille

Einer bzw. Doppelzweier 6 5 4
“Vierer mit” bzw. Doppelvierer 9 7,5 6

Achter 12 10 8

Es ist ferner bekannt, daß die DDR beim Doppelzweier besser als beim Einer und beim Doppelvierer besser
als beim “Vierer mit” abschloß. Die UdSSR schnitt beim Einer besser als beim Doppelzweier ab.

Aufgabe 081212:

a) Auf den Seiten AB, BC und CA des Dreiecks ∆ABC liegen die von den Eckpunkten und paarweise
untereinander verschiedenen Punkte A1, A2, A3 bzw. B1, B2, B3, B4 bzw. C1, C2, C3, C4, C5.

Geben Sie die Anzahl aller Dreiecke an, die aus allen diesen Punkten (einschließlich der Eckpunkte A,
B, C) gebildet werden können! Zwei Dreiecke gelten genau dann als gleich, wenn jede Ecke des einen
Dreiecks auch Ecke des anderen ist.

b) Geben Sie die Anzahl aller verschiedenen Dreiecke an, wenn es sich entsprechend um die Punkte A1,
..., Ak bzw. B1, ..., Bm bzw. C1, ..., Cn handelt (k, m, n gegebene natürliche Zahlen)!

Aufgabe 081213:
In einem regelmäßigen Tetraeder ABCD schneiden sich die Höhen in einem Punkt S.

Berechnen Sie die Größe α des Winkels �CSD!

Aufgabe 081214:
Quadratwurzeln berechnet man häufig mit der folgenden Näherungsformel:√

a2 + b ' a+
b

2a
.

Dabei sind a und b positive reelle Zahlen.
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a) Es ist zu beweisen, daß für den Fehler δ = a+ b
2a −

√
a2 + b dieses Näherungswertes stets 0 < δ < b2

8a3

gilt.

b) Stellen Sie eine analoge Näherungsformel für 3
√
a3 + b auf, und geben Sie eine Abschätzung für den

Fehler!

Bei der praktischen Anwendung wird b relativ klein gewählt. Wie läßt sich die Abschätzung vereinfa-
chen, wenn man etwa a, b ganzzahlig voraussetzt, und zwar so, daß a3 + b zwischen den Kubikzahlen
a3 und (a+ 1)3 liegt?

c) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Formeln Näherungswerte für
√

56 und 3
√

80!
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8. Mathematik-Olympiade 1968/69

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 081221:
Geben Sie alle Primzahlen p an, für die sowohl p+ 10 als auch p+ 14 Primzahlen sind!

Aufgabe 081222:
In einer dreiseitigen Pyramide sei die Grundfläche ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlänge a, die Spitze S
liege in der Höhe h über dem Schnittpunkt M der Seitenhalbierenden des Grunddreiecks.

Welchen Wert hat der Quotient h
a , wenn der Neigungswinkel zweier Seitenflächen der Pyramide gegenein-

ander 90◦ beträgt?

Aufgabe 081223:
Man gebe zwölf reelle Zahlen a1, ..., a6, b1, ..., b6 so an, daß für jede reelle Zahl x die Gleichung

x12 + 1 = (x2 + a1x+ b1)(x2 + a2x+ b2)(x2 + a3x+ b3)

·(x2 + a4x+ b4)(x2 + a5x+ b5)(x2 + a6x+ b6)

gilt!

Aufgabe 081224:
Es sind, alle reellen Zahlen x anzugeben, für die die Gleichung

|x+ 1| · |x− 2| · |x+ 3| · |x− 4| = |x− 1| · |x+ 2| · |x− 3| · |x+ 4|

erfüllt ist.

Aufgabe 081225:

Man beweise 3
√

4− 3
√

3 < 3
√

3− 3
√

2, ohne die Wurzeln auszurechnen.

Aufgabe 081226:
Ein Trapez ABCD, dessen Grundseiten die Längen a und b (a > b) haben und dessen beide anderen
(nichtparallelen) Seiten, genügend verlängert, einen Winkel der Größe α einschließen mögen, habe einen
Inkreis.

Berechnen Sie aus den Größen a, b und α den Durchmesser d dieses Inkreises!
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8. Mathematik-Olympiade 1968/69

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 081231:
Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die Gleichung

2x

a(x+ a)
+

1

x− 2a
=

4x+ 6− a
a(x+ a)(x− 2a)

erfüllen!

Dabei sei a eine reelle Zahl. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 081232:

a) Man untersuche, ob die Zahlenfolge an =
√

25n2 + 7n+ 1− 5n, streng monoton fallend ist.

b) Beweisen Sie, daß alle Glieder an dieser Folge größer als 0,7 sind.

Aufgabe 081233:
Es sei P1P2 eine Strecke in einer Ebene ε und g die Gerade, die diese Strecke enthält.

a) Von einem Punkt Q auf g, der nicht auf P1P2 liegt, werden an alle die Kreise in ε, die P1P2 als Sehne
besitzen, die Tangenten gelegt.

Beweisen Sie! Die Berührungspunkte dieser Tangenten liegen auf einem Kreis um Q.

b) Es seien Q1 und Q2 zwei verschiedene Punkte auf g, die nicht auf der Strecke P1P2 liegen.

Beweisen Sie! Die beiden Kreise um Q1 und Q2, die für diese Punkte die Bedingung des Aufgabenteiles
a) erfüllen, haben keinen Punkt gemeinsam.

Aufgabe 081234:
Durch die Verbesserung der Lebensbedingungen und des Gesundheitsschutzes konnte in der DDR die Tuber-
kulose mit großem Erfolg bekämpft werden. Während im Jahre 1950 noch 92 760 Erkrankungen an aktiver
Tuberkulose auftraten, ging diese Zahl in den folgenden 16 Jahren auf 13 777 im Jahre 1966 zurück.

a) Um wieviel Prozent nahm jährlich die Anzahl der Erkrankungen ab, wenn man eine gleichbleibende
jährliche prozentuale Abnahme voraussetzt (was, abgesehen von geringen Schwankungen, der Wirk-
lichkeit entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum 1950 bis 1966 die sogenannte Halbwertzeit, d.h. diejenige Zeit,
in der die Anzahl der Fälle auf die Hälfte gesenkt wurde (Angabe in Jahren mit einer Stelle nach dem
Komma)?

1.-34. Olympiade - Klasse 12 54



http://www.olympiade-mathematik.de

c) Mit wieviel Erkrankungsfällen ist im Jahre 1970 zu rechnen, wenn man weiter eine gleichbleibende
jährliche prozentuale Abnahme voraussetzt?

Aufgabe 081235:

Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide und die ihr umbeschriebene Kugel. Über diese Pyramide und diese
Kugel werden die folgenden Aussagen gemacht:

(1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso lang wie der Durchmesser der Kugel.

(2) Die Längen der beiden anderen Grundkanten verhalten sich wie 3 : 4.

(3) Das Volumen der Pyramide beträgt 40 cm3.

(4) Alle Kanten der Pyramide sind einander paarweise gleich lang.

(5) Die Grundfläche der Pyramide ist ein rechtwinkliges Dreieck.

(6) Die Höhe der Pyramide ist ebenso lang wie der Radius der Kugel.

Es sei bekannt, daß von den obigen sechs Aussagen eine Aussage falsch und die übrigen Aussagen wahr sind.

Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

Aufgabe 081236:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, für die die Gleichung

sin6 x+ cos6 x = a (sin4 x+ cos4 x)

mindestens eine reelle Lösung hat. Ferner sind sämtliche Lösungen für a = 5
6 anzugeben.
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OJM
8. Mathematik-Olympiade 1968/69

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 081241:
Jeder nichtnegative periodische Dezimalbruch repräsentiert eine rationale Zahl, die auch in der Form p/q
dargestellt werden kann (p und q natürliche Zahlen und teilerfremd, p ≥ 0, q > 0). Nun seien a1, a2, a3 und
a4 Ziffern zur Darstellung von Zahlen im dekadischen System. Dabei sei a1 6= a3 oder a2 6= a4.

Beweisen Sie!

Die Zahlen z1 = 0, a1a2a3a4 = 0, a1a2a3a4a1a2a3a4...

z2 = 0, a4a1a2a3

z3 = 0, a3a4a1a2

z4 = 0, a2a3a4a1

haben in der obigen Darstellung p/q stets gleiche Nenner.

Aufgabe 081242:
In einer Ebene ε liege ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Als “Spiegelung am Kreis k”
bezeichnet man die folgende Abbildung, durch die jedem Punkt P 6= M aus ε ein Punkt P ′ aus ε zugeordnet
wird:

(1) P ′ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl.

(2) Es ist MP ·MP ′ = r2.

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im Innern von k gegebenen Punkt P 6= M den Spiegelpunkt P ′!

b) Es sei ein weiterer Kreis k1 beliebig gegeben, jedoch so, daß M außerhalb von k1 liegt.

Konstruieren Sie k′1, d.h. die Menge aller Spiegelpunkte P ′ der Punkte P von k1!

Aufgabe 081243:
Eine Menge M von Elementen u, v, w heißt eine Halbgruppe, wenn in ihr eine Operation definiert ist, die
jedem geordneten Paar (u, v) von Elementen ausM eindeutig ein Element w ausM zuordnet (man schreibt
u⊗ v = w) und wenn diese algebraische Operation assoziativ ist, d.h. wenn für alle Elemente u, v, w aus M
gilt:

(u⊗ v)⊗ w = u⊗ (v ⊗ w).

Es sei nun c eine positive reelle Zahl, und es sei M die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen, die kleiner
als c sind. Für je zwei Zahlen u, v aus M werde definiert:

u⊗ v =
u+ v

1 +
uv

c2

.

Man untersuche
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a) ob M eine Halbgruppe ist;

b) ob diese Halbgruppe regulär ist, d.h. ob aus u ⊗ v1 = u ⊗ v2 stets v1 = v2 und aus v1 ⊗ u = v2 ⊗ u
ebenfalls v1 = v2 folgt.

Aufgabe 081244:
Lösen Sie das Gleichungssystem:

| log2(x+ y)|+ | log2(x− y)| = 3

xy = 3 !

Aufgabe 081245:
Beweisen Sie, daß für alle reellen Zahlen x gilt:

sin 5x = 16 sinx · sin
(
x− π

5

)
· sin

(
x+

π

5

)
· sin

(
x− 2π

5

)
· sin

(
x+

2π

5

)
.

Aufgabe 081246:
Es seien n eine positive ganze Zahl, h eine reelle Zahl und f(x) ein Polynom (ganze rationale Funktion) mit
reellen Koeffizienten vom Grade n, das keine reellen Nullstellen besitzt.

Man beweise, daß dann auch das Polynom

F (x) = f(x) + h · f ′(x) + h2 · f ′′(x) + · · ·+ hn · f (n)(x)

keine reellen Nullstellen hat!
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OJM
9. Mathematik-Olympiade 1969/70

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 091211:
Bei einer Abendveranstaltung tanzte jeder der anwesenden Herren mit genau drei Damen, und zwar mit
jeder genau einmal. Als alle Teilnehmer nach dem Tanz noch in gemütlicher Runde beieinander saßen und
den Abend überblickten, wurde festgestellt, daß jede der anwesenden Damen mit genau zwei Herren, und
zwar mit jedem genau einmal, getanzt hatte. Ferner bemerkte man, daß je zwei der Herren im Verlaufe des
Abends genau eine gemeinsame Tanzpartnerin gehabt hatten.

Es ist die Anzahl aller bei dieser Veranstaltung anwesenden Damen und Herren zu ermitteln.

Aufgabe 091212:

a) Es sind alle reellen Lösungen der Gleichung x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) =
9

16
zu ermitteln.

b) Ferner sind alle reellen Zahlen a anzugeben, für die die Gleichung x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = a keine,
genau eine, genau zwei, genau drei, genau vier bzw. mehr als vier verschiedene reelle Lösungen in x
hat.

Aufgabe 091213:

Es sind alle natürlichen Zahlen a anzugeben, für welche die Gleichung aa
a

= (aa)
a erfüllt ist.

Anmerkung: aa
a

bedeutet a(a
a).

Aufgabe 091214:
In einem ebenen Gelände kann das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r über einer Sehne AB der
Länge AB = s < 2r (der gesuchte Kreisbogen sei der kleinere der beiden von A und B begrenzten Bögen
eines Kreises vom Radius r) nach folgender Näherungsmethode ausgeführt werden:

In beliebigen Teilpunkten T im Innern der Strecke AB werden Senkrechte nach der Seite des gesuchten
Kreisbogens errichtet und auf diesen von T aus Strecken der Länge TP ′ = z′ = ab

2r abgetragen (AT = a,
TB = b). Der gesuchte Punkt P des Kreisbogens auf der Geraden durch T und P ′ habe von T den Abstand
TP = z. Ferner sei, wie in der Vermessungstechnik vorausgesetzt wird, s 6 1

5r.

Es ist zu beweisen, daß dann der rela-

tive Fehler δ =
|z − z′|
z

stets kleiner als
0,0051, d.h. 5,1 h ist.

A B

P

T

P ′r
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OJM
9. Mathematik-Olympiade 1969/70

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 091221:
Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge a1, a2, ... , an, ... durch die (independente) Darstellung

an = c2n
2 + c1n+ c0, (1)

wobei c0, c1, c2 reelle Zahlen sind. Als erste Differenzenfolge bezeichnet man die Folge D(1)
n = an+1 − an

und als zweite Differenzenfolge die Folge D(2)
n = D

(1)
n+1 −D

(1)
n , (n = 1, 2, 3, ...).

a) Es seien c0 = 1, c1 = −1, c2 = 1. Unter dieser Voraussetzung sind an, D
(1)
n , D(2)

n für n = 1, 2, 3, 4
und 5 zu berechnen.

b) Es ist allgemein zu beweisen, daß für (1) die Folge D(2)
n konstant ist.

Aufgabe 091222:
In einem Würfel mit den Eckpunkten A, B, C, D, E, F , G, H und der Kantenlänge a seien FB, FG und
FE die drei von F ausgehenden Kanten. Ferner sei ε die Ebene durch G, B, E.

Es ist zu beweisen, daß die Körperdiagonale FD senkrecht auf der Ebene ε steht und von ihr im Verhältnis
1 : 2 geteilt wird.

Aufgabe 091223:
Es sind alle reellen Lösungen des folgenden Gleichungssystems anzugeben:

x+ y = az (1)
x− y = bz (2)

x2 + y2 = cz (3)

Dabei sind a, b, c reelle Zahlen. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 091224:
Gegeben seien natürliche Zahlen k und n mit 0 < k < n. In einer Schachtel liegen (offen sichtbar, so daß ihre
Anzahl festgestellt werden kann) genau n Kugeln. Zwei Spieler spielen ein Spiel nach der folgenden Regel:

Die Spieler nehmen abwechselnd Kugeln aus der Schachtel heraus, und zwar sind jeweils mindestens eine
und höchstens k Kugeln zu entnehmen. Wer die letzte Kugel aus der Schachtel entnehmen muß, hat verloren.

Welche Beziehung zwischen k und n muß erfüllt sein, damit

a) der anziehende Spieler,

b) der nachziehende Spieler

den Gewinn erzwingen kann?
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9. Mathematik-Olympiade 1969/70

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 091231:

a) Es ist zu beweisen, daß die Zahl

z =
65 5333 + 65 5343 + 65 5353 + 65 5363 + 65 5373 + 65 5383 + 65 5393

32 765 · 32 766 + 32 767 · 32 768 + 32 768 · 32 769 + 32 770 · 32 771

ganzrational ist!

b) Die Zahl z ist zu berechnen!

Aufgabe 091232:
Vier Freunde, Axel, Bodo, Christian und Dieter, kauften sich ein Boot. Sie einigten sich, daß jeder von
ihnen eine der ersten vier Fahrten mit dem Boot durchführen solle. Bei der Festlegung der Reihenfolge
dieser Fahrten äußerten sie folgende Wünsche:

1. Für den Fall, daß Dieter als Erster fahren sollte, wollte Christian als Dritter fahren.

2. Wenn Axel oder Dieter als Zweiter fahren sollte, dann wollte Christian als Erster fahren.

3. Dann und nur dann, wenn Axel als Dritter fahren sollte, wollte Bodo als Zweiter fahren.

4. Falls Dieter als Dritter fahren sollte, so wollte Axel als Zweiter fahren.

5. Wenn Dieter als Letzter fahren sollte, dann wollten Christian als Dritter und Axel als Erster fahren.

Ermitteln Sie alle Möglichkeiten für die Reihenfolge, in der die ersten vier Fahrten durchgeführt werden
können, so daß diese Wünsche erfüllt sind!

Aufgabe 091233:
Gegeben sei in einer Ebene ε ein Kreis k mit dem Radius r und dem
Mittelpunkt M . Ein Punkt P1 der Ebene heiße Spiegelpunkt eines Punkts P
(P 6= M) bezüglich k, wenn P1 auf dem von M ausgehenden und durch P
verlaufenden Strahl liegt und MP ·MP1 = r2 ist.

Es sei k1 ein Kreis der gleichen Ebene ε, der k orthogonal schneidet, d.h.
die Tangenten der beiden Kreise in den Schnittpunkten stehen senkrecht
aufeinander.

k

M

r

P

P’

Welches ist der geometrische Ort aller Spiegelpunkte der auf k1 gelegenen Punkte P bezüglich k?
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Aufgabe 091234:
Beweisen Sie, daß das Produkt

p =
1

2
· 3

4
· 5

6
· · · · · 2n− 1

2n
· · · · · 2 499

2 500
(n natürliche Zahl)

kleiner als 0,02 ist!

Aufgabe 091235:
Die Ebene ε eines gegebenen Dreiecks ∆ABC wird in dessen Eckpunkten derart von drei Kugeln berührt,
daß die Kugeln außerdem paarweise einander von außen berühren.

Ermitteln Sie die Radien der drei Kugeln in Abhängigkeit von den Seitenlängen des gegebenen Dreiecks!

Aufgabe 091236:

a) Ermitteln Sie den Wertevorrat W der für alle reellen x durch y = sinx + cosx erklärten Funktion
(d.h. alle diejenigen y, zu denen ein x mit y = sinx+ cosx, x reell, existiert)!

b) Zeigen Sie, daß es eine ganzrationale Funktion g(y) mit folgender Eigenschaft gibt!

Gehört y zu W und ist x eine Zahl mit sinx+ cosx = y, so ist sin7 x+ cos7 x = g(y).
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OJM
9. Mathematik-Olympiade 1969/70

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 091241:
An einem internationalen Zeltlager nimmt eine Gruppe von 30 Freunden teil, von denen ein Teil Deutsch, ein
Teil Russisch und ein Teil Französisch beherrschen, und zwar beherrschen einige Freunde nur eine Sprache,
einige zwei Sprachen und einige sogar drei Sprachen.

Die Anzahl der Freunde, die genau zwei Sprachen beherrschen, ist mehr als doppelt so groß, jedoch weniger
als dreimal so groß wie die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache beherrschen. Die Anzahl der Teilneh-
mer, die alle drei Sprachen beherrschen, ist ebenso groß wie die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache
beherrschen.

Die Anzahl der Freunde, die nur Deutsch beherrschen, ist größer als die Anzahl derjenigen, die nur Russisch
beherrschen, aber kleiner als die Anzahl derjenigen, die nur Französisch beherrschen. Die Anzahl derjenigen,
die nur Deutsch beherrschen, ist kleiner als das Dreifache der Anzahl derjenigen, die nur Russisch beherr-
schen.

Geben Sie jeweils die Anzahl aller Teilnehmer dieser Gruppe an, die nur Deutsch, nur Russisch, nur Fran-
zösisch, alle drei Sprachen beherrschen!

Aufgabe 091242:
Gegeben sei eine Gerade g und eine Strecke AB, die nicht in ein und derselben Ebene liegen. Unter allen
Punkten C von g ist ein solcher zu finden, für den der Umfang des Dreiecks ∆ABC möglichst klein ist.

Aufgabe 091243:
Es ist zu beweisen, daß für jedes ganzzahlige n > 1 die Funktion f mit

f(x) = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
höchstens eine reelle Nullstelle haben kann.

Aufgabe 091244:
Die Eckpunkte eines regelmäßigen n-Ecks mit dem Mittelpunkt M seien der Reihe nach mit P1, P2, . . . , Pn
bezeichnet.

a) Es ist zu beweisen: Die Strecken MPk (k = 1, 2, . . . , n) können parallel zu sich selbst so verschoben
werden, daß sie nach der Verschiebung die Seiten eines regelmäßigen n-Ecks bilden.

b) Es ist zu beweisen (z.B. mit Hilfe des Satzes unter a)), daß folgende Beziehungen für alle natürlichen
Zahlen n größer als 2 gültig sind:

cos
2π

n
+ cos

4π

n
+ · · ·+ cos

2πn

n
= 0 (1)

sin
2π

n
+ sin

4π

n
+ · · ·+ sin

2πn

n
= 0 (2)
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Aufgabe 091245:
Es sind alle reellen Zahlen λ anzugeben, für die die Gleichung

sin4 x− cos4 x = λ(tan4 x− cot4 x)

a) keine, b) genau eine, c) genau zwei, d) mehr als zwei

reelle Lösungen im Intervall 0 < x <
π

2
hat.

Aufgabe 091246:
Es ist zu beweisen, daß für jedes Quadrupel positiver reeller Zahlen a, b, c, d die Beziehung

3

√
abc+ abd+ acd+ bcd

4
6

√
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

6

gilt, und es ist zu untersuchen, in welchen Fällen Gleichheit eintritt.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 63



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
10. Mathematik-Olympiade 1970/71

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 101211:
In einer Klassenelternversammlung waren genau 18 Väter und genau 24 Mütter anwesend, von jedem Schüler
und jeder Schülerin dieser Klasse wenigstens ein Elternteil.

Von genau 10 Jungen und genau 8 Mädchen waren jeweils beide Eltern da, von genau 4 Jungen und genau
3 Mädchen jeweils nur die Mutter, während von genau einem Jungen und genau einem Mädchen jeweils nur
der Vater anwesend war.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Kinder in dieser Klasse, die in derselben Klasse Geschwister haben!
(Es gibt in dieser Klasse keine Kinder, die Stiefeltern oder Stiefgeschwister haben.)

Aufgabe 101212:
In ein reguläres Tetraeder mit der Kantenlänge a seien 4 Kugeln von gleichem Radius so einbeschrieben,
daß jede von ihnen die drei anderen von außen und drei der Tetraederflächen (von innen) berührt.

Ermitteln Sie den Radius r dieser Kugeln in Abhängigkeit von a!

Anmerkung: Für jedes reguläre Tetraeder gilt: Die vier Höhen des Tetraeders schneiden sich in einem Punkt
und teilen einander im Verhältnis 3 : 1, wobei der längere Abschnitt von der Ecke bis zum Schnittpunkt
reicht.

Aufgabe 101213:
Beweisen Sie!

Für alle positiven reellen Zahlen a und b mit a+ b = 1 gilt:
(
a+

1

a

)2

+

(
b+

1

b

)2

>
25

2
.

Aufgabe 101214:
Es seien a, b, c reelle Zahlen; für jede reelle Zahl x sei ferner f(x) = ax2 + bx+ c gesetzt.

a) Man beweise, daß folgender Schluß richtig ist:

Voraussetzung: f(0), f(1) und f(−1) sind ganze Zahlen.

Behauptung: Für jede ganze Zahl x ist f(x) ebenfalls eine ganze Zahl.

b) Man untersuche, ob ein richtiger Schluß entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten Schlusses
durch die Voraussetzung ersetzt wird, f(0), f(2) und f(−1) seien ganze Zahlen.

c) Man gebe mindestens drei weitere Tripel (p, q, r) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft an, daß ein rich-
tiger Schluß entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten Schlusses durch die Voraussetzung
ersetzt wird, f(p), f(q) und f(r) seien ganze Zahlen.
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10. Mathematik-Olympiade 1970/71

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 101221:
Es sind alle geordneten Paare (x, y) reeller Zahlen anzugeben, für die das Gleichungssystem

x2 + y2 = 1 (1)

x6 + y6 =
7

16
(2)

erfüllt ist.

Aufgabe 101222:

Der Binominalkoeffizient
(
a
k

)
wird für jede beliebige reelle Zahl a und jede natürliche Zahl k > 1 durch

(
a
k

)
=
a · (a− 1) · (a− 2) . . . [a− (k − 2)] · [a− (k − 1)]

k!

definiert.

a) Untersuchen Sie, ob auch in jedem hier genannten Fall für a und k die für ganzzahlige a > k aus dem

Pascalschen Dreieck bekannte Beziehung
(
a
k

)
+

(
a

k + 1

)
=

(
a+ 1
k + 1

)
gilt!

b) Zeigen Sie, daß für k > 2

(
1

2
k

)
=

(2k − 3)!

22k−2 · k! · (k − 2)!
· (−1)k+1 gilt!

Aufgabe 101223:
Die ersten Zeilen eines (beliebig fortsetzbaren) dreieckigen Zahlenschemas lauten

Zeile 0 1
Zeile 1 1 1 1
Zeile 2 1 2 3 2 1
Zeile 3 1 3 6 7 6 3 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Die allgemeine Vorschrift zur Bildung dieses Zahlenschemas lautet:

Die einzige Zahl in der Zeile 0 sei die Zahl 1. Jede weitere Zahl sei gleich der Summe aus der unmittelbar
über ihr stehenden Zahl und deren beiden Nachbarzahlen, wobei links und rechts von den Rändern fehlende
Zahlen durch Nullen ersetzt zu denken sind.
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Es ist für jede natürliche Zahl n zu beweisen, daß in diesem Schema die Summe sn aller Zahlen der Zeile n
den Wert 3n hat.

Aufgabe 101224:
Es sei ABCD ein konvexes Tangentenviereck und S der Schnittpunkt seiner Diagonalen, und es seien
AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = e, BD = f und δ die Größe des Winkels �BSA.

Beweisen Sie, daß dann ac− bd = ef · cos δ gilt!
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 101231:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Sind α, β, γ die Größen der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks, so gilt:

sin2 γ > sin 2α · sin 2β.

Aufgabe 101232:
In einer Ebene ε liegt ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r. Als Spiegelung am Kreis k sei diejenige Vorschrift bezeichnet,
durch die jedem Punkt P 6= M in ε der folgendermaßen definierte Punkt
P ′ in ε zugeordnet wird:

(1) P ′ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden
Strahl.

(2) MP ·MP ′ = r2.

Gegeben sei ferner ein im Innern von k gelegener Kurvenzug P1P2P3P4P1

der folgenden Gestalt:

P1

2P

3P

4P

k

M

P1, P2 seien auf einem und demselben Strahl gelegen; P3, P4 auf einem und demselben anderen von M
ausgehenden Strahl. Es gelte MP1 = MP4 < MP2 = MP3. Der Winkel �P2MP3 sei kleiner als 180◦. Der
Kurvenzug bestehe aus den Strecken P1P2, P3P4 und P4P1 sowie aus dem im Innern des Winkels �P2MP3

gelegenen Bogen
_

P2P3 des Kreises um M durch P2.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug P1P2P3P4P1 an k (Beschreibung und Begründung einer Konstruktion unter
ausschließlicher Verwendung von Zirkel und Lineal.)

Aufgabe 101233:

Es sei f die für alle reellen Zahlen x durch f(x) =
1− x2

x6 + 4
definierte Funktion.

Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funktionswerten f(x) ein größter und ein kleinster Wert vorkommen.
Diese Werte sind gegebenenfalls zu ermitteln.

Aufgabe 101234:
Es sind alle ganzrationalen Funktionen y = f(x) anzugeben, die für alle reellen x die Gleichungen f(t ·x) =
t · f(x) erfüllen. Dabei sei t eine beliebig gegebene und dann festgehaltene zu denkende reelle Zahl.
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Aufgabe 101235:
Es seien zwei nicht in ein und derselben Ebene liegende (also zwei windschiefe) Geraden g1 und g2 gegeben.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P , zu denen es Punkte P1 auf g1 und P2 auf g2 mit der
Eigenschaft gibt, daß P die Strecke P1P2 in ein und demselben Verhältnis von innen teilt.

Anmerkung: Eine Gerade g ist zu einer Ebene ε genau dann parallel, wenn es in ε eine Gerade gibt, die zu
g parallel ist.

Aufgabe 101236:
Es sei M1 die Menge aller Punkte, deren Koordinaten x, y in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem die folgenden Ungleichungen erfüllen (x, y reell):

y ≥ 0 (1)
y − 2x ≤ 1 (2)
y + 2x ≤ 1 (3)

Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei Bn die Menge aller Punkte, für deren Koordinaten die folgenden
Ungleichungen gelten:

2n − 3

2n
< y <

2n − 1

2n
(4)

− 3

2n+1
< x <

3

2n+1
(5)

a) Stellen Sie M1, B1, B2, B3, B4 graphisch dar.

b) Es ist zu beweisen, daß es einen Punkt P ∈M1 gibt, der in keiner der Punktmengen Bn enthalten ist.

c) Es sei M2 die Punktmenge, für die (1), (2), (3) und

y ≤ 1− 1

1 000
(6)

gilt.

Es ist zu beweisen, daß es ein n1 gibt mit der Eigenschaft, daß jedes Element von M2 auch Element
der Vereinigungsmenge B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn1

ist.

Ermitteln Sie die kleinste Zahl n1, die diese Bedingung erfüllt?
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 101241:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, zu denen es reelle Zahlen x gibt, so daß

√
a+ x und

√
a− x reell

sind und die Ungleichung
√
a+ x+

√
a− x > a erfüllt ist.

Wie lauten die Werte von x in Abhängigkeit von a?

Aufgabe 101242:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn h eine reelle Zahl ist und wenn eine ganzrationale Funktion f vom Grade n mit reellen Koeffizienten
keine reellen Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe von der ganzrationalen Funktion F , die durch

F (x) = f(x) + h · f ′(x) + h2 · f ′′(x) + · · ·+ hn · f (n)(x) definiert ist.

Aufgabe 101243:
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Haben je drei von vier in der gleichen Ebene liegenden konvexen Vielecksflächen jeweils einen Punkt ge-
meinsam, so gibt es einen Punkt, der jeder der vier Vielecksflächen angehört.

Aufgabe 101244:
Zwei Personen A und B spielen folgendes Spiel:

In dem Gleichungssystem

x+ a1y = b1 (1)
a2y + b2z = a3 (2)
b3x+ a4z = b4 (3)

wählt zunächst A für den Koeffizienten a1, dann B für den Koeffizienten b1, dann wieder A für a2, dann B
für b2 u.s.w., zum Schluß B für b4 je eine beliebige ganze Zahl.

A hat genau dann gewonnen, wenn das System (1), (2), (3) genau eine ganzzahlige Lösung (x, y, z) hat.

a) Kann A so spielen, d.h., kann er die Koeffizienten a1, . . . , a4 jeweils nach der Wahl von b1, . . . , b3 durch
B so auswählen, daß er gewinnt?

b) Kann A von vornherein für die Koeffizienten a1, . . . , a4 solche Werte angeben, daß er unabhängig von
der Wahl der Koeffizienten durch B (in jedem Falle) gewinnt?
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Aufgabe 101245:
Es seien A0A1 . . . An (n > 2) ein ebener konvexer Polygonzug der Länge s mit A0 6= An. Die Punkte
A1, . . . , An−1 mögen auf ein und derselben Seite der Geraden g durch A0 und An liegen.

Anmerkung: Ein ebener Polygonzug A0A1 . . . An heiße konvex, wenn der durch die Strecke A0An geschlossene
Polygonzug eine konvexe Fläche begrenzt.

Es ist zu beweisen, daß der Flächeninhalt F der bei Rotation des Polygonzuges um g entstehenden Fläche
nicht größer als π · s

2

2 ist, daß also F 6 π · s
2

2 gilt.

Aufgabe 101246A:
Definition: Eine Menge M von Elementen u, v, w, . . . heißt genau dann eine Gruppe, bezüglich der alge-
braischen Operation A, wenn die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

a) Jedem geordneten Paar [u, v] von Elementen aus M ist vermöge der Operation A ein Element w aus
M zugeordnet (man schreibt u ◦ v = w).

b) Die algebraische Operation A ist assoziativ, d.h., für alle Elemente u, v, w aus M gilt: (u ◦ v) ◦ w =
u ◦ (v ◦ w).

c) Zu je zwei Elementen u und v aus M existiert mindestens ein Element x aus M , so daß u ◦ x = v gilt,
und mindestens ein Element y aus M , so daß y ◦ u = v gilt.

Es sei nun P die Menge aller Polynome ersten Grades f(x) = a0 + a1x, wobei a0, a1 rationale Zahlen sind
und a1 6= 0 gilt.

Ferner sei in P eine algebraische Operation A wie folgt definiert: Sind f(x) und g(x) Polynome aus P , so
ist f(x) ◦ g(x) = g[f(x)].

Es ist zu entscheiden, ob P eine Gruppe bezüglich A ist.

Aufgabe 101246B:
In einem ebenen Gelände erfolge das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r, falls außerdem eine Tan-
gente t an diesen Kreisbogen und ihr Berührungspunkt A bekannt sind, dadurch, daß in beliebigen Punkten
P ′ von t (mit AP ′ = x < r) Senkrechte auf t errichtet und auf ihnen (nach der Seite von t, auf der der
Kreisbogen liegt) Strecken P ′P so abgetragen werden, daß die Punkte P Punkte des gesuchten Kreisbogens
sind. Dabei gelte P ′P = y < r.

a) Man beweise, daß dann y = x2

2r−y gilt!

b) In der Praxis genügt es oft, Näherungswerte für y zu ermitteln. Das geschieht
auf folgende Weise:

Einen ersten Näherungswert y1 erhält man aus der Gleichung y1 = x2

2r .
Falls dessen Genauigkeit nicht ausreicht, wird ein zweiter Näherungswert y2 aus
der Gleichung y2 = x2

2r−y1 ermittelt.

t

A

P’
P

x

r

Analog kann weiter verfahren werden, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

Untersuchen Sie, ob es eine kleinste natürliche Zahl n mit der Eigenschaft gibt, daß für alle positiven
reellen Zahlen x 6 1

nr der relative Fehler δ = |y−y1|
r des Näherungswertes y1 = x2

2r nicht größer als
0,001 ausfällt, daß also δ 6 0,001 gilt.
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 111211:
Fünf Soldaten A, B, C, D, E aus fünf sozialistischen Staaten treffen sich auf einem Meeting bei einem ge-
meinsamen Manöver der befreundeten Armeen. An dem Manöver nehmen nur Angehörige der bulgarischen,
polnischen, ungarischen, sowjetischen Streitkräfte und der Nationalen Volksarmee der DDR teil. Ferner ist
folgendes bekannt:

(1) Jeder der Soldaten A, B, C und D beherrscht außer der Sprache seines Staates als “Zweitsprache”
noch genau eine der folgenden Sprachen: Bulgarisch, Polnisch, Ungarisch, Russisch, Deutsch.

(1a) Diese vier Zweitsprachen sind paarweise voneinander verschieden.

(2) E beherrscht keine Fremdsprache.

(3) A beherrscht eine Sprache, die außer ihm auch der Sowjetsoldat beherrscht.

(4) B beherrscht keine slawische Sprache, also weder Bulgarisch noch Polnisch noch Russisch.

(5) Der NVA-Angehörige kann sich genau dann mit E verständigen, wenn einer der drei anderen Soldaten,
nämlich C, als Übersetzer fungiert.

(6) Der Bulgare kann sich mit dem Ungarn nur über zwei der anderen Soldaten, und zwar D und B,
verständigen.

Es ist für jeden dieser Soldaten festzustellen, welchem Staat er angehört und welche Zweitsprache er - wenn
überhaupt - beherrscht.

Aufgabe 111212:

a) Es ist für jede der hier abgebildeten Figuren (I bis IV), die sämtlich durch Strecken oder Halbkreise
mit dem Radius r begrenzt sind und für die jedesmal ABCD ein Rechteck mit AB = CD = 2r und
AD = BC = b ist, folgende Untersuchung durchzuführen:

I II III IV

D D DC C C

A A AB B B

b b b bb

D

r r r r r r
A B

C

r r
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Gibt es Streckenverhältnisse b : r, für die der Umfang u der betreffenden Figur bei gegebenem Flä-
cheninhalt F am kleinsten ist? Wenn ja, so sind sämtliche derartigen Streckenverhältnisse anzugeben.

Ferner ist dieser Minimalumfang jeweils durch r auszudrücken, und es ist der Quotient aus dem Mini-
malumfang und der Quadratwurzel des Flächeninhalts zu berechnen.

b) Die Figuren I bis IV sind nach abnehmendemMinimalumfang bei konstantem Flächeninhalt zu ordnen.
Dabei wird auch der Fall b = 0 zugelassen, falls in diesem Falle der Minimalumfang der betreffenden
Figur erreicht wird.

Aufgabe 111213:
Es sind alle nichtnegativen reellen Zahlen k anzugeben, für die das Polynom f(x) = (x+ 1)4 − (kx)2

a) genau eine,

b) genau zwei voneinander verschiedene,

c) genau drei paarweise verschiedene,

d) genau vier paarweise verschiedene,

e) keine

reelle(n) Nullstelle(n) hat.

Aufgabe 111214:

In einem Dreieck 4ABC mit AB > BC > AC sei P ein im Inneren des Dreiecks gelegener Punkt.

Man beweise, daß dann stets PA+ PB + PC < AB +BC gilt.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 111221:
Gegeben seien zwei Würfel mit den Kantenlängen a bzw. b.

Gesucht ist ein gerades Prisma mit quadratischer Grundfläche, dessen Volumen gleich der Summe der
Würfelvolumina und dessen Höhenlänge gleich der Summe der Längen der Würfelkanten ist.

a) Man berechne die Seitenlänge c der quadratischen Grundfläche eines solchen Prismas.

b) Man gebe eine Konstruktion für eine Strecke der in a) ermittelten Länge c an.

Aufgabe 111222:
Beweisen Sie, daß für keine ganze Zahl n die Zahl 7n+ 3 Quadrat einer ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 111223:
Klaus bemerkt, daß die beiden Zeiger seiner Taschenuhr zwischen 6 Uhr und 7 Uhr zu genau zwei Zeitpunkten
einen Winkel von 110◦ bilden.

Ermitteln Sie die Anzahl der Minuten, die vom ersten bis zum zweiten der genannten Zeitpunkte vergangen
sind!

Aufgabe 111224:
Man betrachte in einer mit einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene die
Schar aller konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt M(

√
2;
√

3).

Es ist zu beweisen, daß keine Kreislinie dieser Schar mehr als einen Punkt (x, y) mit rationalen Zahlen x, y
als Koordinaten enthält.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 111231:
Gegeben seien in einer Ebene zwei sich schneidende Geraden g und h. Die Größe des einen ihrer vier
Schnittwinkel sei α ≤ 90◦.

a) Es ist zu beweisen: Zwei nacheinander ausgeführte Spiegelungen der Ebene, erst an g, dann an h, lassen
sich stets durch eine Drehung der Ebene ersetzen (d.h., sie sind einer Drehung der Ebene äquivalent).
Deren Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermitteln.

b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Drehung wie in a) ergibt, wenn man erst an h und dann an g
spiegelt.

Aufgabe 111232:
Man beweise, daß die Gleichung 4x + 6x = 9x keine rationalen Lösungen besitzt.

Aufgabe 111233:
21 leere Felder, die in Form eines Rechtecks von 3 Zeilen und 7
Spalten wie in der Abbildung angeordnet sind, sollen so mit den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt werden, daß jedes Feld mit genau
einer der angegebenen Zahlen belegt wird und dabei insgesamt
jede dieser Zahlen dreimal vorkommt. Dabei sollen die drei Zah-
len jeder Spalte paarweise voneinander verschieden sein, und von
den sechs Zahlen in je zwei Spalten dürfen höchstens zwei über-
einstimmen.
Man gebe eine Belegung der geforderten Art an und begründe, wie sich eine derartige Belegung finden läßt.

Aufgabe 111234:

a) Es seien a0 = −4 und a1 = 2 die ersten beiden Glieder einer unendlichen Folge {an}. Ferner sei an
für jede natürliche Zahl n > 2 das arithmetische Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.

Man zeige, daß die so definierte Folge {an} eine geometrische Folge ist, und berechne für sie
∞∑
n=0

an.

b) Es seien a0 und a1 die ersten beiden Glieder einer Folge {an}. Ferner sei an für jede natürliche Zahl
n > 2 arithmetisches Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.

Geben Sie in Form von Relationen zwischen a0 und a1 eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafür an, daß {an} eine geometrische Folge ist!
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Aufgabe 111235:
Es ist zu beweisen, daß

1

1− sin 2x
+

1

1− sin 2y
>

2

1− sin(x+ y)
(1)

für alle reellen Zahlenpaare (x, y) mit

0 < x <
π

4
und 0 < y <

π

4
(2)

erfüllt ist.

Ferner ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür anzugeben, daß in (1) unter der Nebenbedin-
gung (2) Gleichheit eintritt.

Aufgabe 111236A:
Eine MengeM von Elementen u, v, w, ... heißt eine Gruppe bezüglich einer Operation A, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfüllt sind:

a) Jedem geordneten Paar (u, v) von Elementen aus M ist vermöge der Operation A genau ein Element
w aus M zugeordnet (man schreibt u ◦ v = w).

b) Die Operation A ist assoziativ, d.h., für alle Elemente u, v, w aus M gilt: (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w).

c) Zu je zwei Elementen u und v aus M existiert mindestens ein Element x aus M , so daß u ◦ x = v gilt,
und mindestens ein Element y aus M , so daß y ◦ u = v gilt.

Es sei nun K die Menge aller geordneten Paare (a, b) reeller Zahlen a und b, für die a2 + b2 = 1 gilt. Ferner
sei in K eine Operation A wie folgt definiert:

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Man beweise, daß K eine Gruppe bezüglich A ist.

Aufgabe 111236B:
50 weiße und 50 schwarze Kugeln sind so in zwei äußerlich nicht unterscheidbare Urnen zu verteilen, daß
keine Urne leer bleibt und alle Kugeln verwendet werden.

Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die beiden Urnen vorzunehmen, wenn die Wahrscheinlichkeit, beim
(blindlings erfolgenden) einmaligen Wählen einer der beiden Urnen und Ziehen einer Kugel aus ihr eine
weiße Kugel zu ergreifen, so groß wie möglich ausfallen soll?

Hinweise:

1. In der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses als
Quotient aus der Anzahl g der für dieses Ereignis ”günstigen” Fälle und der Gesamtzahl m aller
möglichen Fälle definiert, also p = g

m gesetzt.

2. Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafür, aus einer Urne, die insgesamt u Kugeln und darunter w weiße
enthält, (blindlings) eine weiße Kugel zu ziehen, als p = w

u anzusetzen.

3. Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel p1
bzw. p2 betragen, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit für das zusammengesetzte Ereignis ”Auswahl
einer der beiden Urnen und Ziehen einer weißen Kugel aus der gewählten Urne” zu p = 1

2p1 + 1
2p2.
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 111241:
Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben, für die der Ausdruck

2x

|x− 3| − 5
+

1

x+ 2
(1)

existiert, und unter diesen alle x zu ermitteln, die folgende Ungleichung (2) erfüllen:

2x

|x− 3| − 5
+

1

x+ 2
> 1 . (2)

Aufgabe 111242:
Es sei

f(x) =


1

2 + tan2 x
für alle reellen x, für die x 6= π

2
+ kπ gilt (k = 0,±1,±, . . . )

0 für alle x =
π

2
+ kπ.

.

Man beweise, daß die für alle reellen x durch F (x) = f(x) + f(ax) definierte Funktion F genau dann
periodisch ist, wenn die Konstante a eine rationale Zahl ist.

Aufgabe 111243:
Es seien P1, P2, P3, Q die Eckpunkte eines nicht notwendig regelmäßigen Tetraeders. Die Strahlen aus Q
durch je zwei der Punkte Pi, Pj (i, j = 1, 2, 3) bilden einen Winkel, dessen Größe αij zwischen 0◦ und 180◦

liegt.

Man beweise, daß für diese Größen die Ungleichung α23 + α31 > α12 gilt.

Aufgabe 111244:

a) Man ermittle alle geordneten Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, die die Gleichung x3z+x2y+xz+y = x5+x3

erfüllen.

b) Man gebe unter den in a) gesuchten Tripeln alle diejenigen an, in denen von den drei Zahlen x, y, z
genau eine positiv, genau eine negativ und genau eine gleich Null ist.

Aufgabe 111245:
Man ermittle alle dreistelligen natürlichen Zahlen x, geschrieben im dekadischen Positionssystem, für die
gilt:

Fängt man an die Ziffernfolge der Zahl x rechts die Ziffernfolge der Zahl x + 1 an, so erhält man die
Ziffernfolge einer sechsstelligen Quadratzahl.
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Aufgabe 111246A:
Es sei n eine natürliche Zahl, für die 4 6 n 6 8 gilt. In der Ebene seien n Punkte so angeordnet, daß auf
jeder Geraden durch je zwei dieser Punkte wenigstens noch ein weiterer dieser n Punkte liegt.

Man beweise, daß dann eine Gerade existiert, auf der alle diese n Punkte liegen.

Aufgabe 111246B:
Als ”Abstand” zweier Funktionen f und g, die im gleichen Intervall definiert sind, bezeichne man den größten
aller in diesem Intervall auftretenden Werte |f(x) − g(x)|, falls ein solcher größter Wert existiert. Es seien
die im Intervall −2 6 x 6 2 durch f(x) = 2 − |x| und die im gleichen Intervall durch g(x) = −ax2 + 2 (a
eine positive reelle Zahl) definierten Funktionen f und g gegeben.

Man untersuche, ob es einen Wert a gibt, für den der ”Abstand” von f und g möglichst klein ist. Gibt es
ein solches a, so gebe man alle derartigen Werte a an.
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12. Mathematik-Olympiade 1972/73

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 121211:
Eine ”utopische Aufgabe”:

Als im dritten Jahrtausend u. Z. innerhalb von zwei Tagen nacheinander vier Kosmonauten von Planeten
anderer Sonnensysteme auf einem Kosmodrom der Erde landeten, war die Verständigung der Erdbewohner
mit ihnen, aber auch die der Kosmonauten untereinander zunächst schwierig. Zwar waren diese durch die
Farben Rot, Gelb, Schwarz und Blau ihrer Raumanzüge leicht zu unterscheiden, über ihre Herkunft aber war
nichts bekannt. Erst nach einiger Zeit konnte festgestellt werden, daß sie von vier verschiedenen Planeten
A, B, C und D zur Erde kamen.

Folgende Informationen konnte man erhalten:

Der rote und der schwarze Kosmonaut waren schon einmal auf einer kosmischen Reise zusammengetroffen
und kannten sich daher. Der von A kommende Kosmonaut war dagegen nicht mit dem von B und der von
C stammende Kosmonaut nicht mit dem von D bekannt. Der rote und der schwarze Kosmonaut konnten
sich gut verständigen, und bald konnten das auch der gelbe und der blaue Kosmonaut, während sich die
Kosmonauten von A und D nach wie vor nur schlecht verständigen konnten.

Nach langwierigen Berechnungen konnte festgestellt werden, daß der gelbe Kosmonaut älter war als der
blaue. Ferner war der vonD kommende Kosmonaut älter als der von B kommende und der von A stammende
älter als der von C stammende.

Beim Versuch festzustellen, welcher Kosmonaut von welchem Planeten kam, zeigte sich, daß die obigen
Angaben dazu noch nicht ausreichen. Immerhin konnte man ermitteln, daß für eine der vier Anzugfarben
nur noch der Kosmonaut von A oder der von D in Frage kam.

Auf Grund weiterer Informationen ergab sich, daß der von D stammende Kosmonaut diese Farbe trug.
Damit war zwar auch die Anzugfarbe des von B kommenden Kosmonauten ermittelt, aber bei den beiden
übrigen noch keine Klarheit darüber vorhanden, welche Anzugfarbe zu welchem Planeten gehörte. Erst
durch die zusätzliche Information, daß der Anfangsbuchstabe der (in deutscher Sprache bezeichneten) Farbe
des Raumanzugs des von A kommenden Kosmonauten im Alphabet hinter dem Anfangsbuchstaben der
Farbe des Raumanzugs des von C kommenden Kosmonauten steht, konnte die Herkunft der Kosmonauten
schließlich geklärt werden.

Von welchem Planeten stammte der rote, von welchem der gelbe, von welchem der schwarze und von welchem
der blaue Kosmonaut?

Aufgabe 121212:
Man beweise den folgenden Satz:

Gelten für die Maßzahlen a, b, c der mit gleicher Maßeinheit gemessenen Seitenlängen eines Dreiecks die
Bedingungen 1 < a <

√
2, 1 < b <

√
2, 1 < c <

√
2, so ist das Dreieck spitzwinklig.
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Aufgabe 121213:
Gegeben seien drei reelle Zahlen a, b und c.

Zu der Funktion y = x3 + ax2 + bx+ c (1)
soll eine Funktion y = x3 +mx+ n (2)

ermittelt werden, so daß der Graph von (2) in einem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem durch
eine Verschiebung des Graphen von (1) parallel zur x-Achse entsteht.

Man zeige, daß dies immer möglich ist und daß die Funktion (2) eindeutig bestimmt ist. Die dabei auftre-
tenden Zahlen m und n sind anzugeben.

Aufgabe 121214:
Es sind alle geordneten Paare (x, y) positiver ganzer Zahlen x und y (x 6 y )anzugeben, für die die Gleichung√
x+
√
y =
√

1980 erfüllt ist.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 121221:
Es seien u und v zwei ungerade natürliche Zahlen, für die u > v gilt.

a) Man beweise, daß dann x = u · v; y =
u2 − v2

2
und z =

u2 + v2

2
drei natürliche Zahlen sind, für die

x2 + y2 = z2 gilt, d. h. daß (x, y, z) ein pythagoreisches Zahlentripel bilden.

b) Geben Sie je eine hinreichende Bedingung dafür an, daß x > y bzw. x < y gilt!

Aufgabe 121222:
Es sind alle geordneten Paare (a, b) reeller Zahlen a, b anzugeben, für die das Polynom f(x) = x2 + ax+ b
ein Teiler des Polynom g(x) = x4 + ax2 + b ist.

Definition: Ein Polynom f(x) heißt genau dann Teiler eines Polynom g(x), wenn es ein Polynom h(x) gibt,
so daß f(x) · h(x) = g(x) gilt.

Aufgabe 121223:
Man beweise, daß für keine natürliche Zahl n die Zahl 6n+ 2 das Quadrat einer natürlichen Zahl ist.

Aufgabe 121224:
In einer Stadt soll ein Netz von mindestens zwei Autobuslinien eingerichtet werden. Dieses Liniennetz soll
folgenden Bedingungen genügen:

(1) Auf jeder Linie gibt es genau drei Haltestellen.

(2) Jede Linie hat mit jeder anderen Linie genau eine Haltestelle gemeinsam.

(3) Es ist möglich, von jeder Haltestelle aus jede andere Haltestelle mit einer Linie zu erreichen, ohne
zwischendurch auf eine andere Linie umsteigen zu müssen.

Man ermittle alle Möglichkeiten für die Anzahl der Autobuslinien eines solchen Netzes.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 121231:

Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die Ungleichung 0 < x <
π

2
und die Gleichung tanx + cotx = 4

erfüllen. (Eine Ausrechnung der Zahlenwerte als Dezimalbrüche wird nicht verlangt.)

Aufgabe 121232:
Im Raum seien vier Punkte P1, P2, P3 und P4 gegeben, die nicht in ein und derselben Ebene liegen.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Ebenen, die von diesen vier Punkten gleich weit entfernt sind.

Aufgabe 121233:
Drei Schulen, je eine aus Adorf, Bedorf und Cedorf, führten bei einem Kreissportfest einen Leichtathletik-
wettkampf durch. In jeder Disziplin stellte jede Schule genau einen Teilnehmer. Ein Reporter interviewte
nach dem Wettkampf einen Zuschauer:

Reporter: ”Wer hat den gesamten Wettkampf gewonnen?”

Zuschauer: ”Adorf gewann den Weitsprung, aber den gesamten Wettkampf gewann Bedorf, und zwar mit
22 Punkten. Adorf und Cedorf erreichten je 9 Punkte.”

Reporter: ”Wie wurden die Punkte verteilt?”

Zuschauer: ”In jeder der Disziplinen erhielt der Erste eine bestimmte Punktzahl, der Zweite eine kleinere,
der Dritte eine noch kleinere, aber mindestens einen Punkt. Diese Verteilung war für alle Dis-
ziplinen dieselbe. Alle Punktzahlen waren ganzzahlig.”

Reporter: ”In wieviel Disziplinen fand der Wettkampf insgesamt statt?”

Zuschauer: ”Ich weiß es nicht.”

Reporter: ”Wer hat das Kugelstoßen gewonnen?”

Zuschauer: ”Ich weiß es nicht, aber Kugelstoßen war dabei.”

Ermitteln Sie, ob die folgenden beiden Fragen auf Grund dieser (sämtlich als wahr vorausgesetzten) Aussa-
gen eindeutig beantwortet werden können, und geben Sie alle Antworten, die mit diesen Aussagen vereinbar
sind, an!

a) Welche der drei Schulen gewann das Kugelstoßen?

b) Welche Schule belegte beimWeitsprung den zweiten Platz? (Es sei bekannt, daß in jeder der Disziplinen
eine eindeutige Reihenfolge der Wettkampfteilnehmer ermittelt wurde.)
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Aufgabe 121234:
Es seien a und b natürliche Zahlen, für die 0 ≤ b < a gilt. Ferner sei durch zn = an+ b (n = 0, 1, 2, . . . ) eine
Folge natürlicher Zahlen gegeben. Ein Element zm dieser Folge habe mit a den größten gemeinsamen Teiler
d.

Es ist festzustellen, ob dann alle Elemente dieser Folge mit a den größten gemeinsamen Teiler d haben.

Aufgabe 121235:
Man untersuche, ob es regelmäßige n-Ecke gibt, bei denen die Differenz der Längen einer größten und einer
kleinsten Diagonale gleich der Seitenlänge des n-Ecks ist. Wenn ja, so gebe man alle natürlichen Zahlen n
(n ≥ 4) an, für die das gilt.

Aufgabe 121236A:
Es sei f eine Funktion, die für alle reellen Zahlen x definiert ist und die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Für alle x gilt f(x) = x · f(x+ 1).

(2) Es gilt f(1) = 1.

a) Man ermittle alle ganzen Zahlen n, für die f(n) = 0 gilt.

b) Es seien m und n beliebige ganze Zahlen, und es sei f(x+m) gegeben. Man berechne f(x+ n).

c) Man gebe eine spezielle Funktion f0 an, die die obigen Eigenschaften besitzt, und zeichne den Graph
dieser Funktion im Intervall −3 ≤ x ≤ 4.

Aufgabe 121236B:

Ist n eine natürliche Zahl, die größer als 1 ist, so seien auf einer Strecke AB Punkte P1, P2, P3, . . . , P2n−1
in dieser Reihenfolge so gelegen, daß sie die Strecke AB in 2n Teile gleicher Länge zerlegen.

a) Man gebe (als Funktion von n) die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß zwei aus den Punkten P1, P2,
P3, . . . , P2n−1 ausgewählte Punkte Pk, Pm mit 0 < k < m < 2n die Strecke AB derart zerlegen, daß
sich aus den drei Teilstrecken APk, PkPm, PmB ein Dreieck konstruieren läßt.

b) Man untersuche, ob diese Wahrscheinlichkeit für n → ∞ gegen einen Grenzwert konvergiert, und
ermittle, wenn dies der Fall ist, diesen Grenzwert.

Anmerkung: Die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit ist folgendermaßen definiert:

Jede Auswahl zweier Punkte Pk, Pm mit 0 < k < m < 2n sei als ein ”Fall” bezeichnet. Ein ”Fall” heiße
ein ”günstiger Fall”, wenn Pk und Pm so gewählt sind, daß sich aus den Strecken APk, PkPm und PmB ein
Dreieck bilden läßt. Ist z die Anzahl aller möglichen ”Fälle” und z1 die Anzahl aller ”günstigen Fälle”, so
wird die genannte Wahrscheinlichkeit als der Quotient z1

z definiert.
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 121241:
Man untersuche, ob unter allen Paaren (a, b) positiver reeller Zahlen solche existieren, für die

f(a, b) =
a4

b4
+
b4

a4
− a2

b2
− b2

a2
+
a

b
+
b

a

einen kleinsten Wert annimmt. Wenn ja, dann ist dieser kleinste Wert anzugeben.

Aufgabe 121242:
Es sind alle Paare (x, y) ganzer Zahlen anzugeben, für die die Gleichung

x(x+ 1)(x+ 7)(x+ 8) = y2 erfüllt ist.

Aufgabe 121243:
Ermitteln Sie die größte Anzahl von paarweise verschiedenen Gebieten, in die die Oberfläche einer Kugel
durch n auf dieser Oberfläche gezeichnete Kreise zerlegt werden kann!

Aufgabe 121244:
Es seien P1 und P2 zwei Punkte im Raum mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten (3; 4; 0) bzw.
(10; 8; 4).

Es ist zu untersuchen, ob es zwei Punkte P3 und P4 mit ganzrationalen Koordinaten gibt, so daß das Viereck
P1P2P3P4 ein Quadrat ist. Wenn ja, dann sind alle Möglichkeiten für P3 und P4 anzugeben.

Aufgabe 121245:
Jemand schrieb auf die sechs Flächen eines Würfels je eine reelle Zahl, wobei sich unter diesen 6 Zahlen 0
und 1 befanden. Danach ersetzt er jede dieser 6 Zahlen durch das arithmetische Mittel der vier Zahlen, die
zuvor auf den 4 benachbarten Flächen gestanden hatten. (Dabei merkte er sich jede alte, zu ersetzende Zahl
auch, nachdem sie ersetzt war, so lange, wie sie noch zur Mittelbildung für die Zahlen ihrer Nachbarflächen
herangezogen werden mußte.)

Mit den 6 so entstandenen neuen Zahlen wiederholte er diese Operation. Insgesamt führte er sie fünfund-
zwanzig mal durch. Zum Schluß stellte er fest, daß er auf jeder Fläche wieder die gleiche Zahl wie zu Beginn
stehen hatte.

Konnte er dieses Ergebnis bei richtiger Rechnung erhalten?

Aufgabe 121246A:
Man zeige , daß der Term

(14 + cosx) · sinx
9 + 6 · cosx
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im Intervall 0 ≤ x ≤ π
4 eine gute Näherung für den Term x darstellt, indem bewiesen wird, daß für alle x in

dem angegebenen Intervall der Betrag der Differenzen beider Terme kleiner als 10−4 ist.

Anmerkung: Es gilt π = 3,14159 + δ mit 0 < δ < 10−5 und
√

2 = 1,41421 + ε mit 0 < ε < 10−5.

Aufgabe 121246B:
In der Ebene seien zwei außerhalb voneinander gelegene, sich nicht berührende Kreise k1 und k2 sowie ein
außerhalb beider Kreise gelegener Punkt A gegeben. Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck ∆ABC so, daß
B auf k1 und C auf k2 liegen.

a) Man begründe und beschreibe eine Konstruktion solcher Dreiecke.

b) Man ermittle die größte Zahl, die als Anzahl der gesuchten Dreiecke ∆ABC in denjenigen Fällen
auftreten kann, in denen es nicht unendlich viele solcher Dreiecke gibt.
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 131211:
Es sei M die Menge aller natürlichen Zahlen von 1 bis 10 000 000 000.

Man untersuche, ob die Anzahl derjenigen Zahlen (aus M), bei deren dekadischer Darstellung die Ziffer 5
vorkommt, größer, gleich oder kleiner ist als die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren dekadischer
Darstellung keine 5 auftritt.

Aufgabe 131212:
Aus einem geraden Kreiskegelstumpf soll ein Kegelkörper herausgeschnitten werden, dessen Spitze der Mit-
telpunkt der (größeren) Grundfläche des Kegelstumpfes ist und dessen Grundfläche mit der Deckfläche des
Kegelstumpfes zusammenfällt.

Man ermittle diejenigen Werte des Verhältnisses des Radius der Grund- zum Radius der Deckfläche des
Kegelstumpfes, für die das Volumen des entstehenden Restkörpers sechsmal so groß ist wie das des ausge-
schnittenen Kegelkörpers.

Aufgabe 131213:
Es seien a und n natürliche Zahlen mit a ≥ 2 und n ≥ 2.

Man beweise: Die Menge M= {a, a2, ..., an} ist nicht die Vereinigung zweier solcher elementefremder nicht-
leerer Mengen M1 und M2, für die die Summe der in M1 enthaltenen Zahlen gleich der Summe der in M2

enthaltenen Zahlen ist.

Aufgabe 131214:
Gegeben seien k reelle Zahlen a1, a2, ... , ak (k natürliche Zahl, k ≥ 1), für die

(1) 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ak und

(2) a1 + a2 + ...+ ak = 1 gilt.

Man beweise, daß dann für alle natürlichen Zahlen n mit 0 < n ≤ k die Ungleichung

a1 + a2 + ...+ an
n

≤ 1

k
erfüllt ist.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 131221:
Es seien a0 und q reelle Zahlen mit a0 6= 0; q 6= 0; q 6= 1. Ferner sei {ai} eine geometrische Folge, für die
ai = a0 · qi (i = 0, 1, 2, 3, ...) gilt.

a) Man beweise, daß die Folgen

{bi} mit bi = ai+1 − ai und

{ci} mit ci = bi+1 − bi ebenfalls geometrische Folgen sind.

b) Es sind alle Werte von a0 und q (mit a0 6= 0; q 6= 0) anzugeben, für die die in a) definierten Folgen
{ai} und {ci} die Eigenschaft haben, daß ai = ci für alle natürlichen Zahlen i gilt.

Aufgabe 131222:
Jeder von 41 Schülern einer Klasse hatte an genau drei Leichtathletik-Wettkämpfen im Laufen teilzunehmen.
Dabei mußte jeder dieser Schüler je einmal auf den Bahnen 1, 2 und 3 antreten.

Schüler A meint, daß es in dieser Klasse allein auf Grund dieser Bestimmungen mindestens sieben Schüler
geben müsse, bei denen die Reihenfolge der Startbahnen übereinstimmte. Schüler B meint dagegen nach
einigem Nachdenken, daß es sogar acht solcher Schüler geben müsse.

Man überprüfe, ob jede dieser beiden Meinungen richtig ist.

Aufgabe 131223:
In einem beliebigen konvexen Viereck ABCD seien E der Mittelpunkt der Seite AB und F der der Seite
CD. Der Schnittpunkt von AF mit DE sei G, der von BF mit CE sei H genannt.

Es ist zu beweisen, daß der Flächeninhalt des Vierecks EHFG gleich der Summe der Flächeninhalte der
Dreiecke AGD und BHC ist.

Aufgabe 131224:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die Lösungen des Gleichungssystems

x3 + y2 + x+ 1 = 0 (1)
y3 + x2 + y + 1 = 0 (2)

sind.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 131231:
Die in vollen Lebensjahren gerechneten Altersangaben einer Familie sollen folgende Bedingungen erfüllen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie seine beiden Kinder zusammen. Vor einigen vollen Jahrzehnten
war er achtmal so alt wie sein Sohn, während gleichzeitig seine Tochter dreimal so alt war wie ihr Bruder.
Der Altersunterschied zwischen Vater und Tochter beträgt mehr als 20 Jahre und zwischen Vater und Sohn
weniger als 40 Jahre.

Man ermittle für das jetzige Alter von Vater, Sohn und Tochter alle Angaben, die diesen Bedingungen
entsprechen.

Aufgabe 131232:
Man beweise, daß die Ungleichung

n
√
an + bn <

m
√
am + bm

für alle positiven reellen Zahlen a, b und alle natürlichen Zahlen m, n mit n > m gilt.

Aufgabe 131233:
Es sei V = ABCD ein beliebiges (konvexes oder nichtkonvexes) nicht überschlagenes ebenes Viereck. Ferner
seien A′, B′, C ′, D′ diejenigen Punkte, für die die Vierecke ABA′D, ABCB′, C ′BCD, AD′CD Parallelo-
gramme sind.

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen folgende Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V nichtkonvex ist, liegen alle vier Punkte A′, B′, C ′, D′ außerhalb von V .

Aufgabe 131234:
Gegeben sei ein nicht notwendig regelmäßiges Tetraeder mit den Eckpunkten P1, P2, P3 und P4. Wir
betrachten 4 Kugeln Ki (i = 1, ..., 4) mit Pi als Mittelpunkt von Ki.

Man beweise, daß die Forderung, derartige Kugeln sollen sich paarweise von außen berühren, genau dann
erfüllbar ist, wenn

P1P2 + P3P4 = P1P3 + P2P4 = P1P4 + P2P3 gilt.
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Aufgabe 131235:

Die Maßzahlen der Seitenlängen eines Dreiecks ABC seien
√

2,
√

3 und
√

4.

Man beweise: Sind α, β und γ die Größen der Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die Gleichung

x sinα+ y sinβ + z sin γ = 0

als einzige Lösung im Bereich aller Tripel ganzer Zahlen das Zahlentripel (x; y; z) = (0;0;0).

Aufgabe 131236A:
Eine Menge G von Elementen u, v, w, ... heißt genau dann eine Gruppe, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfüllt sind:

(1) In G ist eine Operation definiert, d.h., jedem Paar (u,v) von Elementen u und v aus G ist eindeutig
ein Element w aus G zugeordnet, wofür man u ◦ v = w schreibt.

(2) Diese Operation ist assoziativ, d.h., für alle Elemente u, v, w aus G gilt (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w).

(3) Zu jedem Paar von Elementen u und v aus G existiert mindestens ein Element x aus G, so daß u◦x = v
gilt, und mindestens ein Element y aus G, so daß y ◦ u = v gilt.

Es sei P die Menge aller reeller Zahlen. Für je zwei Elemente a, b aus P ist durch a◦b = a
√
b2 + 1+b

√
a2 + 1

eine Operation definiert.

Man beweise, daß die Menge P mit dieser Operation eine Gruppe ist.

Aufgabe 131236B:
M sei die Menge aller Punkte P (x, y) eines ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems, wobei
x, y ganzrationale Zahlen seien, für die 0 ≤ x ≤ 4 und 0 ≤ y ≤ 4 gilt.

Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei beliebiger Auswahl zweier verschiedener Punkte aus
M der Abstand dieser beiden Punkte eine ganzrationale Maßzahl besitzt (Maßeinheit sei die Einheit des
Koordinatensystems).

Hinweis: Wenn n die Anzahl der verschiedenen Auswahlmöglichkeiten zweier Punkte und m die Anzahl
derjenigen Auswahlmöglichkeiten ist, bei denen der Abstand eine ganzrationale Maßzahl besitzt, so nennt
man den Quotienten m

n die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit. Dabei heißen zwei Auswahlmöglichkeiten
genau dann verschieden, wenn die bei ihnen ausgewählten (aus je zwei Punkten bestehenden) Mengen
verschieden sind.
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OJM
13. Mathematik-Olympiade 1973/74

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 131241:
Es seien in einer Ebene zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren ψ und ζ gegeben. Dann wird durch

cn = |ψ − nζ| für n = 1, 2, 3, ... (1)

eine Folge reeller Zahlen definiert. Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daß
die Folge (1)

a) streng monoton steigend,

b) streng monoton fallend ist.

c) Für den Fall, daß die Folge (1) nicht streng monoton ist, ist zu untersuchen, ob es eine natürliche Zahl
n0 gibt, so daß die Folge (1) die Monotonieintervalle 1 ≤ n ≤ n0 und n0 < n besitzt.

Aufgabe 131242:
Ist x eine reelle Zahl, so bezeichne [x] die größte ganze Zahl, die nicht größer als x ist. (So ist z.B. [π] = 3;
[0, 7] = 0; [−0, 7] = −1.)

a) Man zeige, daß es zwei rationale Zahlen a, b derart gibt, daß die Zahlen cn = an + b − [an + b],
(n = 1, 2, ...), eine nicht-konstante Zahlenfolge bilden und daß dabei alle cn 6= 0 sind.

b) Man beweise, daß für je zwei rationale Zahlen a, b die in a) definierte Zahlenfolge ein Minimum besitzt.

Aufgabe 131243:
Es seien n1 und n2 zwei positive ganze Zahlen; in einer Ebene seien eine Menge M1 aus 2n1 voneinander
verschiedenen Punkten sowie eine Menge M2 aus 2n2 voneinander und von jedem der Punkte aus M1

verschiedenen Punkten so gelegen, daß es keine Gerade gibt, die durch drei dieser 2n1 + 2n2 Punkte geht.

Man beweise, daß dann eine Gerade g mit folgender Eigenschaft existiert:

Zerlegt g die Ebene in die Halbebenen H und K (wobei g selbst weder zu H noch zu K gerechnet werde),
so liegen sowohl in H als auch in K jeweils genau die Hälfte aller Punkte aus M1 und genau die Hälfte aller
Punkte aus M2.

Aufgabe 131244:
Man ermittle alle Paare (f , g) von Funktionen, die für alle von -1; 0 und 1 verschiedenen reellen Zahlen x
definiert sind und für alle diese x die Gleichungen

x · f(x)− 1

x
· g(

1

x
) = 1 und (1)

1

x2
· f(x) = x2 · g(x) erfüllen. (2)
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Aufgabe 131245:

a) In einer Ebene sei P1P2...Pn ein beliebiges konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage:

Sind n Punkte Q1...Qn so im Innern oder auf dem Rand von E gelegen, daß Q1Q2...Qn ein zu E
kongruentes n-Eck ist, so ist jeder Punkt Qi eine Ecke von E.

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, für die die in a) genannte Aussage falsch ist?

c) Ist für jedes nichtkonvexe n-Eck E die in a) genannte Aussage falsch?

Aufgabe 131246A:
Erklärungen: Auf einem Schaltbrett sei eine Anzahl n von Knöpfen K1, ...,Kn zum Ein- und Ausschalten
von Stromkreisen S1, ..., Sn angebracht. Für jeden Knopf Ki werde durch einmaliges Drücken der Stromkreis
Si vom ausgeschalteten Zustand in den eingeschalteten Zustand bzw. umgekehrt vom eingeschalteten in den
ausgeschalteten Zustand überführt, unabhängig von den anderen Stromkreisen.

Unter einem ”Schaltbild” B sei die gleichzeitige Angabe der Zustände aller Stromkreise Si verstanden;
z.B. stellt die Ausgangsstellung, bei der alle Stromkreise Si ausgeschaltet sind, ein Schaltbild dar, das mit
B0 bezeichnet sei. Sind B und B′ Schaltbilder, so werde unter der ”Summe” B ⊕ B′ dasjenige Schaltbild
verstanden, das nach folgender Vorschrift entsteht:

Es sei B dadurch gekennzeichnet, daß genau die Stromkreise Sn1
, ..., Snp

eingeschaltet sind; es sei B′ dadurch
gekennzeichnet, daß genau die Stromkreise Sk1 , ..., Skp eingeschaltet sind.

Dann beginne man mit dem Schaltbild B0 und

(a) drücke die Knöpfe Kn1
, ...,Knp

, jeden genau einmal. Anschließend (ohne nach B0 zurückzugehen!)

(b) drücke man genau die Knöpfe Kk1 , ...,Kkq , jeden genau einmal.

Unter dem ”Produkt” B⊗B′ werde dasjenige Schaltbild verstanden, das nach folgender Vorschrift entsteht:

Man beginne mit dem Schaltbild B0, verfahre nach den Vorschriften (a), (b) und anschließend

(c) drücke man genau diejenigen Knöpfe, die bei mindestens einem der beiden Teilprozesse (a), (b) bereits
gedrückt worden waren, jedoch noch genau einmal.

Man beweise die folgenden beiden Aussagen:

(1) Sind B, B′, B′′ Schaltbilder, so gilt

(B ⊕B′)⊗B′′ = (B ⊗B′′)⊕ (B′ ⊗B′′).

(2) Sind B, B′ Schaltbilder, so gibt es genau ein Schaltbild B∗ mit der Eigenschaft B∗⊕B′ = B, nämlich
B∗ = B ⊕B′.

Aufgabe 131246B:

a) Man beweise folgende Behauptung:

Es gibt keine ganzrationale Funktion f , bei der für jedes x die beiden Ungleichungen

f(x) > f ′′(x), (1)
f ′(x) > f ′′(x) gelten. (2)

b) Entsteht eine richtige Behauptung, wenn man in der bei a) gemachten Behauptung die Ungleichung
(2) durch

f(x) > f ′(x) ersetzt? (3)
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OJM
14. Mathematik-Olympiade 1974/75

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 141211:
Am Ende einer größeren Abendgesellschaft zeigte es sich, daß keiner der anwesenden Herren mit weniger
als 10 und keiner mit mehr als 12 Damen getanzt hatte, während keine der Damen mit weniger als 12 und
auch keine mit mehr als 14 Herren zum Tanz gegangen war. Keiner der Herren hatte dieselbe Dame mehr
als einmal zum Tanz geführt. Hätte jeder der Herren mit jeder Dame genau einmal getanzt, so hätten 480
Tänze stattfinden müssen. Dabei zählt jeder Tanz, den ein Herr mit einer Dame ausführt, als ein Tanz.
(Wenn z.B. genau 15 Paare gleichzeitig tanzen, so soll das als 15 Tänze und nicht als 1 Tanz verstanden
werden.)

a) Man ermittle alle mit diesen Bedingungen vereinbaren Möglichkeiten für die Anzahl der Damen und
Herren, die insgesamt anwesend waren.

b) Man gebe (am einfachsten in der Form eines Rechteckschemas) eine der bei den gefundenen Anzahlen
möglichen Zusammenstellungen zu Tanzpaaren an, die den Bedingungen der Aufgabe genügt.

Aufgabe 141212:
Man beweise:

Wenn die Summe zweier natürlicher Zahlen m und n durch 7 teilbar ist, so ist die Summe m7 + n7 durch
49 teilbar.

Aufgabe 141213:
In einem beliebigen Parallelogram ABCD seien E, F , G, H die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD bzw.
DA.
Der Schnittpunkt von DE mit HB sei A′,
der von HB mit AF sei E′,
der von AF mit EC sei B′,
der von EC mit GB sei F ′,
der von GB mit FD sei C ′,
der von FD mit CH sei G′,
der von CH mit GA sei D′, und
der von GA mit DE sei H ′ (siehe Abbildung).

H

A E B

F

CGD

D’
G’

F’

B’
E’

A’

H’

C’

Man beweise, daß der Flächeninhalt des Achtecks A′E′B′F ′C ′G′D′H ′ ein Sechstel des Flächeinhalts des
Parallelogramms ABCD beträgt.
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Aufgabe 141214:
Für alle reellen Wertetripel (a, b, c) ist zu untersuchen, ob das Gleichungssystem

xy2z3 = a, (1)
x2y3z = b, (2)
x3yz2 = c (3)

1) keine,

2) genau eine,

3) genau zwei,

4) mehr als zwei, jedoch endlich viele,

5) unendlich viele

reelle Lösungen (x, y, z) hat. Ferner sind sämtliche vorhandenen Lösungen anzugeben.
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14. Mathematik-Olympiade 1974/75

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 141221:

Es sei xn n = 0, 1, 2, 3, ... diejenige Zahlenfolge, für die x0 = 1 und xn =
xn−1

xn−1 + 1
(n = 1, 2, 3, ...) gilt.

Man gebe die Glieder x1, x2 und x3 dieser Zahlenfolge an. Man gebe einen Term f(n) mit der Eigenschaft
f(n) = xn (n = 1, 2, 3, ...) an.

Aufgabe 141222:
Gegeben sei eine rechteckige Tabelle mit drei Zeilen und vier Spalten, also mit 12 Feldern. In einem dieser
Felder stehe die Zahl 0.

Man untersuche, ob es eine Möglichkeit gibt, alle übrigen Felder mit Hilfe der natürlichen Zahlen von 0 bis
9 derart auszufüllen, daß

(1) jede in der Tabelle vorkommende Zahl dort höchstens zweimal auftritt,

(2) die Summen der Zahlen in jeder der drei Zeilen gleich groß sind,

(3) die Summen der Zahlen in jeder der vier Spalten gleich groß sind, wobei diese (somit viermal auftre-
tende) Summe größer als 15 ist.

Aufgabe 141223:
Es sei ABCD ein Sehnenviereck und E der Schnittpunkt seiner Diagonalen AC und BD. Die Seite DA sei
nicht parallel zur Seite BC, so daß sich die diese Seiten enthaltenden Geraden in einem Punkt F schneiden.
Die Gerade g halbiere den Winkel �BEA und die Gerade h den Winkel �AFB.

Man beweise, daß dann g ‖ h ist.

Aufgabe 141224:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, für die das Gleichungssystem

x+ y + z = 0, (1)
x2 + y2 + z2 = 1, (2)
x4 + y4 + z4 = a (3)

a) keine reellen Lösungen (x, y, z)

b) genau eine reelle Lösung,

c) mehr als eine reelle Lösung hat.
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14. Mathematik-Olympiade 1974/75

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 141231:
In die 64 Felder eines Schachbretts sind die Zahlen 1, 2, ..., 64 so eingetragen, daß in der ersten waagerechten
Reihe von links nach rechts die Zahlen 1, 2, ..., 8, in der zweiten waagerechten Reihe von links nach rechts
die Zahlen 9, 10, ..., 16 u.s.w. in dieser Reihenfolge stehen.

Jemand soll nun acht Türme so auf Felder des Schachbretts stellen, daß keine zwei von ihnen einander
schlagen können. Danach soll er die Summe S der Zahlen bilden, die auf den von den Türmen besetzten
Feldern stehen. Es sind alle dabei möglichen Werte von S anzugeben.

Anmerkung: Zwei Türme können einander genau dann schlagen, wenn sie auf einer gemeinsamen waage-
rechten oder senkrechten Felderreihe stehen.

Aufgabe 141232:
Gegeben sei eine rationale Zahl c. Ferner sei M die Menge aller derjenigen Paare (a, b) aus rationalen Zahlen
a, b, für die a+ b = c gilt.

Beweisen Sie, daß unter allen Produkten a · b mit (a, b) ∈ M dasjenige am größten ist, das aus dem Paar
(a, b) mit a = b gebildet wurde!

Aufgabe 141233:
Im Innern eines Würfels ABCDEFGH mit den Seitenflächen
ABCD, ABFE, BCGF , CDHG, DAEH, EFGH und mit der
Kantenlänge a befindet sich ein gerader Kreiskegelkörper mit den
folgenden Eigenschaften:

a) Seine Spitze fällt mit dem Eckpunkt A des Würfels zusam-
men.

b) Seine Achse liegt auf der Raumdiagonalen AG des Würfels.

c) Seine Grundfläche hat mit einer der drei Seitenflächen des
Würfels, auf denen G liegt, genau einen Punkt gemeinsam.

E

B

F

A D

C

H

G

M

Man beweise: Ist α die Größe des Winkels zwischen einer Seitenlinie und der Achse und r der Radius der
Grundfläche des Kegelkörpers, so gilt

r =
a
√

3

cotα+
√

2
.
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Aufgabe 141234:
Es ist zu untersuchen, ob es eine Funktion y = loga(bx + c) mit a, b, c reell; a > 1 gibt, deren Graph in
einem x, y-Koordinatensystem durch die Punkte (2; 2), (-1; 0) und (0; 1) verläuft.

Man gebe, falls es eine solche Funktion gibt, alle reellen geordneten Zahlentripel (a, b, c) an, für die das
zutrifft.

Aufgabe 141235:
Es seien in der Ebene fünf Punkte F , G, H, I, K gegeben, von denen keine drei auf derselben Geraden
liegen.

Man begründe und beschreibe eine Konstruktion eines solchen Fünfecks ABCDE, daß F , G, H, I, K in
dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD, DE, EA des Fünfecks sind.

Man untersuche ferner, ob ein solches Fünfeck ABCDE durch die gegebenen Punkte F , G, H, I, K ein-
deutig bestimmt ist. Dabei wird nicht vorgeschrieben, daß das Fünfeck ABCDE konvex, nicht konvex oder
überschlagen ist; es soll auch zugelassen sein, daß Ecken miteinander zusammenfallen oder Seiten teilweise
ineinander oder in der Verlängerung voneinander liegen.

Aufgabe 141236A:

Ein in einem industriellen Prozeß eingebauter Meßkomplex M übermittelt an eine Übertragungseinheit
A1 genau eins der beiden Signale S1 oder S2, das dann von A1 zu einer Übertragungseinheit A2, von
A2 zu einer Übertragungseinheit A3 und von A3 zu einem Elektronenrechner R übermittelt wird. Jede
Übertragungseinheit Ai (i = 1, 2, 3) kann genau die Signale S1 oder S2 übermitteln. Die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß Ai statt des jeweils empfangenen Signals gerade das andere weitervermittelt, betrage 0,01. Es
sei nun bekannt, daß am Ende eines solchen Ablaufes durch A3 in den Rechner R das Signal S1 übertragen
wurde.

Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit dafür, daß M zu Beginn dieses Ablaufes an A1 ebenfalls S1

übermittelt hatte?

Hinweis: Wenn sich unter den Voraussetzungen V in einer großen Anzahl n von Fällen insgesamt g solche
befinden, bei denen ein Ereignis E eintritt bzw. eingetreten ist, so heißt die Zahl p = g

n die Wahrscheinlichkeit
für das Eintreten (bzw. Eingetretensein) von E unter den Voraussetzungen V .

Zur Lösung können außerdem folgende Sätze verwendet werden.

a) Additionsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung für unabhängige Ereignisse: Die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß von zwei einander ausschließenden Ereignissen E1 und E2 eins von beiden eintritt, ist gleich
der Summe p1 + p2 der Wahrscheinlichkeit p1 für das Eintreten von E1 und der Wahrscheinlichkeit
p2 für das Eintreten von E2.

b) Multiplikationsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Ereignis
E und ein Ereignis F eintreten, ist gleich dem Produkt p ·q der Wahrscheinlichkeit p für das Eintreten
von E und der Wahrscheinlichkeit q dafür, daß unter der Voraussetzung von E das Ereignis F eintritt.

Aufgabe 141236B:
Es sei p eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine für alle reellen Zahlen x definierte Funktion mit
der Eigenschaft

f(x+ p) =
f(x)

3f(x)− 1
für alle reellen x. (1)

a) Man beweise, daß jede derartige Funktion f (sofern es solche gibt) periodisch ist, d.h., daß es zu ihr
eine von Null verschiedene reelle Zahl q gibt, so daß

f(x+ q) = f(x) für alle reellen x gilt. (2)

1.-34. Olympiade - Klasse 12 95



http://www.olympiade-mathematik.de

b) Man gebe für einen speziellen Wert von p eine solche nicht konstante Funktion f an.

Hinweis: Man kann insbesondere untersuchen, ob eine Funktion vom Typ

f(x) =
a+ b · sin2 x

c+ d · sin2 x

bei geeigneten Werten der Konstanten a, b, c, d für alle reellen x definiert ist, die Eigenschaft (1) hat und
nicht konstant ist.
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14. Mathematik-Olympiade 1974/75

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 141241:
Man beweise, daß für alle reellen Zahlen a, b, c, d mit 0 < a ≤ b ≤ c ≤ d

a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a
≥ b

a
+
c

b
+
d

c
+
a

d
gilt. (1)

Aufgabe 141242:
Von einem Dreieck seien die Innenwinkel gemessen worden. Die Summe der dabei (als Näherungswerte der
wahren Innenwinkelgrößen) erhaltenen Messwerte u, v, w sei 180◦+δ mit δ 6= 0◦. Durch drei Korrekturwerte
x, y, z sollen die Messwerte so verändert werden, daß die Summe der dann entstehenden Werte u+x, v+y,
w + z gleich 180◦ ist.

Es ist zu beweisen, daß für alle unter diesen Bedingungen möglichen Korrekturwerte x, y, z der Wert
S = x2 + y2 + z2 genau dann am kleinsten ist, wenn x = y = z = − δ3 gilt.

Aufgabe 141243:
In einem Mathematikzirkel, in dem Eigenschaften von Funktionen f bei Kehrwertbildung untersucht werden,
vermutet ein Zirkelteilnehmer, allgemein gelte für Funktionen f , die in einem Intervall J definiert sind und
nur positive Funktionswerte haben, der folgende Satz:

(a) Ist f in J streng konkav, so ist 1
f in J streng konvex.

Ein anderer Zirkelteilnehmer meint, es gelte auch der folgende Satz:

(b) Ist f in J streng konvex, so ist 1
f in J streng konkav.

Man untersuche jeden dieser Sätze auf seine Richtigkeit.

Hinweise:

(1) Genau dann heißt f(x) in J streng konvex bzw. konkav, wenn für je drei Zahlen x1, x∗, x2 aus J mit
x1 < x∗ < x2 der auf der von den Punkten [x1; f(x1)] und [x2; f(x2)] begrenzten Sehne gelegenen
Punkt, dessen Abszisse x∗ ist, eine Ordinate hat, die größer bzw. kleiner als f(x∗) ist.

(2) Mit 1
f ist die durch die Festsetzung g(x) = 1

f(x) für alle Zahlen x des Intervalls J definierte Funktion
g bezeichnet.

Aufgabe 141244:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen x und y, für die die Gleichungen

24x2 − 25xy − 73x+ 25y − 35 = 0 und (1)
x2 − y2 − 2x− 2y − 7 = 0 gelten. (2)
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Aufgabe 141245:
Ist P ein Punkt im Innern eines regelmäßigen Tetraeders A1A2A3A4, so seien die Abstände, die P von den
vier Seitenflächen des Tetraeders hat, mit x1, x2, x3, x4 bezeichnet. Mit h sei der Abstand bezeichnet, den
A4 von der Fläche des Dreiecks A1A2A3 hat.

a) Man zeige, daß es genau einen Punkt P+ im Innern von A1A2A3A4 gibt, für den alle vier Abstände
x1, x2, x3, x4 den Wert h

4 haben.

b) Man beweise, daß für alle Punkte P im Innern des Tetraeders das Produkt x1x2x3x4 genau dann
seinen größten Wert annimmt, wenn P mit dem in a) genannten Punkt P+ zusammenfällt.

Aufgabe 141246A:
Es sei n eine natürliche Zahl mit n ≥ 2. Jemand schreibt n Briefe, von denen jeder für genau einen unter n
verschiedenen Adressaten vorgesehen ist, und steckt in jeden von n Umschlägen genau einen dieser Briefe,
ohne vorher die Adressen auf die Umschläge zu schreiben. Da er nun nicht mehr weiß, in welchem Umschlag
sich welcher Brief befindet, schreibt er willkürlich die n Adressen auf die n Umschläge (auf jeden Umschlag
genau eine Adresse).

Man beweise: Die Wahrscheinlichkeit qn dafür, daß bei keinem der Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag
den für ihn vorgesehenen Brief enthält, hat den Wert

qn = (−1)2 · 1

2!
+ (−1)3 · 1

3!
+ ...+ (−1)n · 1

n!
.

Hinweis: Man bezeichne jede überhaupt mögliche Verteilung der Briefe an die Adressaten (jeder Brief an
genau einen der Adressaten) einen ”möglichen Fall”. Unter diesen bezeichne man jede Verteilung, bei der
für keinen Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag den für ihn vorgesehenen Brief enthält, ein ”günstiger
Fall”. Die Anzahl aller ”möglichen Fälle” sei an genannt, die Anzahl aller ”günstigen Fälle” gn. Dann ist die
genannte Wahrscheinlichkeit qn definiert als qn = gn

an
.

Aufgabe 141246B:
In der Ebene sei der ”Abstand” zwischen zwei Punkten wie folgt definiert:

Sind P1 und P2 zwei beliebige Punkte, die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten
(x1; y1) bzw. (x2; y2) haben (x1, x2, y1, y2 seien reelle Zahlen), so sei ihr ”Abstand”

d(P1;P2) = max {|x1 − x2|, |y1 − y2|} .

Man ermittle die Menge M aller Punkte der Ebene, die bezüglich des so definierten Abstandes von den
Punkten A(0; 2) und B(1; 4) gleich weit entfernt sind.
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OJM
15. Mathematik-Olympiade 1975/76

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 151211:
An einer Schule wird häufig Tischtennis gespielt. Man zeige, daß es stets unter sechs beliebigen Schülern
dieser Schule entweder drei gibt, die bereits jeder gegen jeden gespielt haben, oder drei gibt, zwischen denen
noch kein Spiel ausgetragen worden ist.

Aufgabe 151212:
Man beweise, daß es zu drei beliebig ausgewählten Punkten einer Kugeloberfläche stets eine Halbkugel gibt,
auf der diese drei Punkte liegen.

Bemerkung: Eine Halbkugel(-fläche) werde stets einschließlich ihrer Randlinie verstanden.

Aufgabe 151213:
Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, für die

1

x+ y
+

1

x+ z
=

7

12
(1)

1

x+ y
+

1

y + z
=

8

15
(2)

1

x+ z
+

1

y + z
=

9

20
gilt. (3)

Aufgabe 151214:
Es sei M die Menge aller derjenigen siebenstelligen Zahlen (im dekadischen Positionssystem), in denen jede
der sieben Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 einmal auftritt.

Man beweise, daß keine der Zahlen aus M durch eine andere Zahl aus M teilbar ist.
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15. Mathematik-Olympiade 1975/76

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 151221:

a) Man untersuche, ob es natürliche Zahlen n derart gibt, daß in der nach dem binomischen Lehrsatz
gebildeten Entwicklung

(a+ b)n = c0a
n + c1a

n−1 · b+ c2a
n−2 · b2 + ...+ cnb

n (1)

die Koeffizienten c0, c1, c2 die Summe c0 + c1 + c2 = 79 haben.

Gibt es solche Zahlen n, so ermittle man sie.

b) Man untersuche, ob es natürliche Zahlen n derart gibt, daß aus (1) durch die Ersetzung a = x2, b = 1
x

eine Entwicklung (
x2 +

1

x

)n
= c0x

k0 + c1x
k1 + c2x

k2 + ...+ cnx
kn

entsteht, in der einer der Exponenten den Wert ki = 0 hat, d.h., in der ein von x freies Glied vorkommt.

Gibt es solche Zahlen, so ermittle man sie.

b) Man ermittle alle natürlichen Zahlen n, die sowohl die in a) als auch die in b) angegebenen Bedingungen
erfüllen.

Aufgabe 151222:
Gegeben sei eine Pyramide, deren Grundfläche ein Rechteck mit dem Flächeninhalt Q ist. Zwei der Seiten-
flächen stehen senkrecht auf der Grundfläche; die zwei restlichen schließen mit der Grundfläche Winkel der
Größe α bzw. β ein.

Man ermittle das Volumen der Pyramide in Abhängigkeit von Q, α und β.

Aufgabe 151223:
Die Forschungsabteilungen zweier volkseigener Betriebe sollen zu einer gemeinsamen Beratung genau je
sechs Mitarbeiter delegieren. An der Beratung sollen insgesamt 6 Mathematiker und 6 Ingenieure teilneh-
men. In der Forschungsabteilung des einen Betriebes arbeiten 5 Mathematiker und 7 Ingenieure, in der des
anderen 7 Mathematiker und 5 Ingenieure.

Man ermittle die Anzahl aller möglichen personellen Zusammensetzungen der Beratung unter den angege-
benen Bedingungen.
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Aufgabe 151224:
Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, für die das Gleichungssystem

x+ y + z = a (1)
x2 + y2 + z2 = a2 (2)
x3 + y3 + z3 = a3 (3)

erfüllt ist, wobei a eine reelle Zahl ist.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 151231:
Jemand löste eine Divisionsaufgabe A; bei dieser war eine natürliche Zahl, die (in dekadischer Darstellung)
mit fünf gleichen Ziffern geschrieben wird, durch eine vierstellige natürliche Zahl, die (in dekadischer Dar-
stellung) mit vier gleichen Ziffern geschrieben wird, zu dividieren.

Bei dieser Division ergab sich die Zahl 16 und ein gewisser Rest. Anschließend bildete jemand aus dieser
Aufgabe A eine neue Divisionsaufgabe A′, indem er sowohl im Dividenden als auch im Divisor je eine Ziffer
wegfallen ließ. Bei der Division der so erhaltenen Zahlen ergab sich wieder die Zahl 16 sowie ein um 2 000
kleinerer Rest als bei der Aufgabe A.

Man nenne (durch Angabe von Dividend und Divisor) alle Divisionsaufgaben A, die diese Eigenschaft auf-
weisen.

Aufgabe 151232:
Ist M eine Menge von reellen Zahlen, so soll eine reelle Zahl e 6= 0 aus dieser Menge als eine ”Einheit von
M” bezeichnet werden, wenn für jedes Element x aus M die Beziehung x

e ∈ M gilt.

(So besitzt z.B. die Menge aller ganzen Zahlen nur die Einheiten +1 und -1, während z.B. in der Menge
aller rationalen Zahlen jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist.)

Es sei nun M die Menge aller Zahlen a+ b
√

2, wobei a und b beliebige ganze Zahlen sind. In dieser Menge
sind z.B. +1 und -1 Einheiten.

a) Man gebe noch 5 weitere Einheiten von M an.

b) Man beweise, daß M unendlich viele verschiedene Einheiten enthält.

Aufgabe 151233:
Es seien A1A2, B1B2, C1C2 drei voneinander verschiedene parallele Sehnen eines Kreises k. Ferner seien X
bzw. Y bzw. Z die zu A2 bzw. B2 bzw. C2 bezüglch der Mittelpunkte der Sehnen B1C1 bzw. C1A1 bzw.
A1B1 symmetrisch liegende Punkte.

Man beweise, daß X, Y und Z auf ein und derselben Geraden liegen.

Aufgabe 151234:
Definition: Eine gebrochene rationale Funktion f heißt echt gebrochen, wenn sie sich in ihrem Definitions-
bereich in der Form

f(x) =
u(x)

v(x)
mit

u(x) = amx
m + ...+ a1x+ a0; am 6= 0

v(x) = bnx
n + ...+ b1x+ b0; bn 6= 0 und m < n

1.-34. Olympiade - Klasse 12 102



http://www.olympiade-mathematik.de

darstellen läßt.

Es ist zu untersuchen, ob die Summe zweier echt gebrochener rationaler Funktionen wieder eine echt gebro-
chene rationale Funktion ist, wenn die Summe von der Funktion 0[

=
u(x)

v(x)
mit u(x) = amx

m + ...+ a0, alle am = ... = a0 = 0

]
verschieden ist.

Aufgabe 151235:
In der Ebene mögen n Punkte (n ≥ 4) so gelegen sein, daß je vier von ihnen Eckpunkte eines nichtentarteten
konvexen Vierecks sind.

Man beweise, daß dann alle n Punkte Eckpunkte eines konvexen n-Ecks sind.

Aufgabe 151236A:
Gegeben seien n Punkte einer Ebene (n > 0), von denen keine drei auf derselben Geraden liegen. Die n
Punkte sollen durch Strecken so miteinander verbunden werden, daß es keine drei Punkte gibt, von denen
jeder mit jedem der anderen beiden verbunden ist.

Man zeige, daß sich unter diesen Bedingungen für die Anzahl Zv der Verbindungsstrecken

Zv ≤
[
n2

4

]
gilt.

Man zeige ferner, daß sich unter Beachtung der Bedingungen
[
n2

4

]
Verbindungsstrecken finden lassen.

Anmerkung: Mit [x] sei die größte ganze Zahl bezeichnet, die nicht größer als x ist.

Aufgabe 151236B:
Es seien P (x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p, q, r, s reelle Zahlen, für die p 6= q gelte. Bei
der Division dieses Polynoms durch (x − p) ergebe sich als Rest die Zahl r, bei der Division des gleichen
Polynoms durch (x− q) als Rest die Zahl s.

Welcher Rest ergibt sich unter diesen Voraussetzungen bei der Division des Polynoms P (x) durch

(x− p)(x− q)?
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 151241:
Man untersuche, ob es ein Polynom P (x) dritten Grades gibt, so daß P (0) = 74, P (1) = 19, P (2) = 65 und
P (3) = 92 gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man P (4) und P (5).

Aufgabe 151242:
Man ermittle die Menge aller derjenigen positiven reellen Zahlen r, für die folgende Aussage wahr ist:

Für jede positive reelle Zahl a hat die für alle reellen x durch f(x) = 4 − x2 − ax3 definierte Funktion f
zwischen den Zahlen 2− ar und 2 eine Nullstelle.

Aufgabe 151243:
P bezeichne einen Punkt im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC, der von den Eckpunkten dieses
Dreiecks die Abstände PA = u, PB = v, PC = w hat.

Man berechne die Seitenlänge s des gleichseitigen Dreiecks ABC aus u, v, w.

Aufgabe 151244:
Es sei f diejenige Funktion, die als Definitionsbereich die Menge aller Tripel (x, y, z) von nichtnegativen
reellen Zahlen x, y, z mit x+ y + z = π hat und die jedem solcher Tripel jeweils die Zahl

f(x, y, z) = sin2 x+ sin2 y + sin2 z

zuordnet.

Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktion f und weisen Sie nach, daß jeder Wert in diesem Bereich
angenommen wird!

Aufgabe 151245:
Bekanntlich gilt: Für jede natürliche Zahl n gilt: Eine Ebene wird durch n Geraden, von denen keine drei
durch ein und denselben Punkt laufen und keine zwei parallel sind, in genau 1

2 (n2 + n+ 2) Teile zerlegt.

Man ermittle für jede natürliche Zahl n die Anzahl der Teile, in die der Raum durch n Ebenen zerlegt
wird, von denen keine vier durch ein und denselben Punkt gehen, keine drei zueinander parallele oder
zusammenfallende Schnittgeraden besitzen sind und keine zwei zueinander parallel sind.

Aufgabe 151246A:
Mit Rn wird die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen bezeichnet. In Rn ist durch

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)
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eine Addition und durch
λ(x1, x2, ..., xn) = (λx1, λx2, ..., λxn), λ reell,

die Multiplikation mit einer beliebigen reellen Zahl λ definiert.

Es sei M eine Teilmenge von Rn, für die gilt:

Mit (x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈M gilt für jedes λ mit 0 ≤ λ ≤ 1

λ(x1, x2, ..., xn) + (1− λ)(y1, y2, ..., yn) ∈M. (1)

Ein n-Tupel (s1, s2, ..., sn) ∈ M heißt x-Element von M , wenn aus (s1, s2, ..., sn) = 1
2 (x1, x2, ..., xn) +

1
2 (y1, y2, ..., yn) mit (x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈ M stets s1 = x1 = y1, s2 = x2 = y2, ... , sn = xn = yn
und damit (s1, s2, ..., sn) = (x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) folgt.

Man zeige: (s1, s2, ..., sn) ist x-Element genau dann, wenn für beliebiges λ mit 0 < λ < 1 aus (s1, s2, ..., sn) =
λ(x1, x2, ..., xn) + (1−λ)(y1, y2, ..., yn) mit (x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈M stets s1 = x1 = y1, s2 = x2 =
y2, ... , sn = xn = yn, also (s1, s2, ..., sn) = (x1, x2, ..., xn) = (y1, y2, ..., yn) folgt.

Aufgabe 151246B:
In der mathematischen Statistik werden häufig Summen der folgenden Form benötigt:

M =

n=1∑
k=0

(
2n− 1

2k

)
; N =

n=1∑
k=0

(
2n

2k

)
; m =

1

N

n=1∑
k=0

(
2n

2k

)
,

wobei n eine natürliche Zahl mit n ≥ 1 ist.

a) Man berechne die Summen M , N und m.

b) Es sei f die für alle reellen x durch

f(x) =
1

N

n=1∑
k=0

(k − x)2
(

2n

2k

)
definierte Funktion.

Man berechne f(x) und weise nach, daß f einen kleinsten Funktionswert besitzt und diesen genau für
x = m annimmt.
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OJM
16. Mathematik-Olympiade 1976/77

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 161211:
Man ermittle alle Tripel reeller Zahlen (x, y, z), die das Gleichungssystem

x+ yz = 7 (1)
xy + z = 5 (2)

x+ y + z = 6 (3)

erfüllen.

Aufgabe 161212:
Man beweise, daß für jedes Dreieck ABC die Gleichung

MA
2 · sinα+MB

2 · sinβ +MC
2 · sin γ = 2F

gilt, wobei α, β, γ die Größen der Innenwinkel bei A, B bzw. C bezeichnen, F der Flächeninhalt des Dreiecks
und M der Mittelpunkt seines Inkreises ist.

Aufgabe 161213:
Einer Schule stehen für ein Zeltlager folgende Zelte zur Verfügung:

2 Zelte für je 3 Personen,

1 Zelt für 8 Personen,

2 Zelte für je 10 Personen und

2 Zelte für je 16 Personen.

Jedes dieser Zelte wird entweder mit Mädchen zu genau 50% seiner Höchstbelegungszahl ausgelastet oder
mit Jungen so belegt, daß es zu höchstens 70%, mindestens aber zu 50% ausgelastet ist. Dabei sind insgesamt
für das Zeltlager mehr Mädchen als Jungen zu berücksichtigen.

a) Wieviel Personen können maximal unter diesen Bedingungen am Zeltlager teilnehmen?

b) Man gebe für einen derartigen Fall eine entsprechende Belegung der Zelte an.

Aufgabe 161214:
Auf der Oberfläche einer massiven Kugel, deren Durchmessergröße nicht angegeben ist, seien zwei Punkte
A und B gegeben, die nicht auf ein und demselben Kugeldurchmesser liegen.
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Man beschreibe eine Konstruktion des durch die Punkte A und B verlaufenden Großkreises. Zur Konstrukti-
on auf der Kugeloberfläche darf nur ein Zirkel, zu eventuell notwendigen Hilfskonstruktionen in einer Ebene
dürfen nur Zirkel und Lineal verwendet werden.

Hinweis: Unter einem Großkreis versteht man einen Kreis auf der Kugeloberfläche, dessen Mittelpunkt mit
dem Mittelpunkt der Kugel zusammenfällt. Durch zwei Punkte der Kugeloberfläche, die nicht auf ein und
demselben Kugeldurchmesser liegen, verläuft genau ein Großkreis.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 161221:
Es sei R ein Rechteck mit dem Flächeninhalt A, den Seitenlängen a, b und der Diagonalenlänge d. Ferner
sei a das arithmetische Mittel von b und d.

Man ermittle für dieses Rechteck a, b und d in Abhängigkeit von A.

Aufgabe 161222:
Einer Kugel K1 mit gegebenem Radius r sei ein Zylinder Z1 mit quadratischem Achsenschnitt einbeschrie-
ben. Diesem Zylinder Z1 sei eine Kugel K2 und dieser wieder ein Zylinder Z2 mit quadratischem Achsen-
schnitt einbeschrieben.

Dieses Verfahren sei weiter fortgesetzt, d.h., liegen für eine natürliche Zahl n bereits eine Kugel Kn und
ein Zylinder Zn mit quadratischem Achsenschnitt vor, so sei dem Zylinder Zn eine Kugel Kn+1 und dieser
wieder ein Zylinder Zn+1 mit quadratischem Achsenschnitt einbeschrieben.

Für jedes n = 1, 2, ... sei Vn das Volumen der Kugel Kn, und es sei Sn = V1 + V2 + ...+ Vn.

a) Man ermittle das Volumen V10.

b) Man ermittle S10.

c) Man berechne lim
n→∞

Sn, falls dieser Grenzwert existiert.

Hinweis: Ein Zylinder heißt einer Kugel einbeschrieben, wenn die Kreislinien, die seine beiden Grundflächen
beranden, auf der Kugel liegen. Eine Kugel in einem Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt heißt diesem
Zylinder einbeschrieben, wenn sie seine beiden Grundflächen berührt.

Aufgabe 161223:
In einem Quadrat der Seitenlänge 1 mögen sich 51 Punkte befinden.

Man beweise, daß es zu jeder Anordnung solcher 51 Punkte einen Kreis mit dem Radius 1
7 gibt, der wenig-

stens drei dieser Punkte in seinem Innern enthält.

Aufgabe 161224:
Es seien x und y

a) nichtnegative reelle Zahlen,

b) nichtnegative ganze Zahlen,
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für die die Ungleichungen

8x+ 3y ≤ 25, (1)
−2x+ 3y ≤ 10 (2)

erfüllt sind.

Man weise nach, daß für die Summe

z = 2x+ y (3)

in den Fällen a) bzw. b) jeweils ein größter Wert existiert, und gebe diesen für jeden der Fälle an.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 161231:
Man gebe alle Paare (x, y) reeller Zahlen an, für die

x2 + y = 2 und (1)
y2 + x = 2 gilt. (2)

Aufgabe 161232:
In einen geraden Kreiskegel mit dem Radius r und der Höhenlänge h seien Kugeln so einbeschrieben, daß die
erste Kugel die Grundfläche und die Mantelfläche des Kegels, jede folgende Kugel die vorhergehende Kugel
von außen und die Mantelfläche des Kegels berührt, wobei sämtliche Kugelmittelpunkte auf der Kegelachse
liegen.

Gesucht ist eine formelmäßige Ermittlung des Radius rn der n-ten Kugel aus den gegebenen Längen r und
h.

Man weise insbesondere nach, daß die Folge (rn) eine geometrische Folge mit dem Quotienten

q =
h− 2r1

h
ist.

Aufgabe 161233:
Es sei eine Menge von endlich vielen roten und grünen Punkten gegeben, von denen einige durch Strecken
verbunden sind. Ein Punkt dieser Menge heiße außergewöhnlich, wenn mehr als die Hälfte der von ihm
ausgehenden Verbindungsstrecken in Punkten enden, die eine andere Farbe als er haben.

Wenn es in der gegebenen Punktmenge außergewöhnliche Punkte gibt, so wähle man einen beliebigen aus
und färbe ihn in die andere Farbe um. Falls in der entstandenen Menge außergewöhnliche Punkte existieren,
werde das Verfahren fortgesetzt.

Man beweise: Für jede Menge der beschriebenen Art und für jede Möglichkeit, jeweils außergewöhnliche
Punkte zum Umfärben auszuwählen, entsteht nach endlich vielen solchen Umfärbungen eine Menge, die
keinen außergewöhnlichen Punkt enthält.

Aufgabe 161234:

a) Man beweise, daß für alle reellen Zahlen x, y, z mit x+ y + z = π die Ungleichung

cos 2x+ cos 2y − cos 2z ≤ 3

2
gilt.
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b) Es sind diejenigen Werte von x, y, z zu ermitteln, für die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 161235:
In einer Ebene sei eine Menge von endlich vielen Punkten, die nicht alle auf ein und derselben Geraden
liegen, so gegeben, daß der Flächeninhalt jedes Dreiecks, das drei dieser Punkte als Eckpunkte hat, nicht
größer als 1 ist.

Man beweise, daß für jede derartige Menge eine Dreiecksfläche (einschließlich ihres Randes verstanden)
existiert, deren Flächeninhalt nicht größer als 4 ist und die die gegebene Menge enthält.

Aufgabe 161236A:
Für jede reelle Zahl x mit 0 < x ≤ π

2 werde in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem
der Kreis durch die Punkte P (0; 1), Q(x; cosx) und R(−x; cos(−x)) gelegt.

a) Man gebe eine Funktion f so an, daß für jede dieser Zahlen x der genannte Kreis den Radius r = f(x)
hat.

b) Man berechne lim
x→∞

f(x), falls dieser Grenzwert existiert.

c) Man ermittle den Wertebereich der Funktion f mit der Menge aller Zahlen x, für die 0 < x ≤ π
2 gilt,

als Definitionsbereich.

Aufgabe 161236B:
Es sei M eine Menge, für die folgendes gilt:

(1) Jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen aus M ist genau ein Element aus M zugeordnet, das mit
a ◦ b bezeichnet sei.

(2) Zu jedem b ∈ M und jedem c ∈ M gibt es genau ein x ∈ M so, daß x ◦ b = c gilt; dieses Element x
werde mit x = c

b bezeichnet.

Unter diesen Voraussetzungen beweise man folgende Aussage:

Wenn für alle a ∈ M, b ∈ M, c ∈ M, d ∈ M die Beziehung (a ◦ b) ◦ (c ◦ d) = (a ◦ c) ◦ (b ◦ d) gilt, dann gilt für
alle p ∈ M, q ∈ M, r ∈ M, s ∈ M die Beziehung

p

q
:
r

s
=
p

r
:
q

s

.
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OJM
16. Mathematik-Olympiade 1976/77

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 161241:
Es seien a, b, x0 drei reelle Zahlen mit a < x0 < b; das Intervall aller reeller Zahlen x mit a < x < b sei
I genannt. Eine in I definierte Funktion f , sei an der Stelle x0 differenzierbar. Ferner sei g die in I durch
g(x) = |f(x)| definierte Funktion.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist g genau dann an der Stelle x0 nicht differenzierbar, wenn
f(x0) = 0 und f ′(x0) 6= 0 gilt.

Aufgabe 161242:
Gegeben sei eine natürliche Zahl n ≥ 1.

Man ermittle die Anzahl der verschiedenen Möglichkeiten 2n rote, 2n grüne und 2n schwarze Kugeln so auf
zwei Gefäße Q1 und Q2 zu verteilen, daß jedes der Gefäße 3n Kugeln enthält.

Hinweis: Zwei Verteilungsmöglichkeiten gelten genau dann als gleich, wenn für jede der drei Farben die
Anzahl der in Q1 enthaltenen Kugeln dieser Farbe bei beiden Verteilungsmöglichkeiten übereinstimmt (und
folglich dasselbe auch für Q2 zutrifft).

Aufgabe 161243:
Ist P1P2P3P4 eine vierseitige Pyramide mit S als Spitze und einem konvexen Viereck P1P2P3P4 als Grund-
fläche, so seien die Seitenflächen SPiPi+1 mit εi und die Größe des Winkels zwischen εi−1 und εi mit αi
bezeichnet (i = 1, 2, 3, 4; tritt in den Formeln ein Index 5 auf, so werde er durch den Index 1 ersetzt; tritt
ein Index 0 auf, so werde er durch den Index 4 ersetzt).

Man beweise: Wenn zu einer solchen Pyramide ein gerader Kreiskegel mit der Spitze S existiert, auf dessen
Mantel P1, P2, P3 und P4 liegen, so gilt α1 + α3 = α2 + α4.

Aufgabe 161244:
Man beweise, daß für alle reellen Zahlen a und b

| a+ b |
1 + | a+ b |

=
| a |

1 + | a |
+
| b |

1 + | b |
gilt. (1)

Aufgabe 161245:
Man ermittle die Anzahl aller Paare (p, q) natürlicher Zahlen mit 1 ≤ p ≤ 100 und 1 ≤ q ≤ 100 und der
Eigenschaft, daß die Gleichung x5 + px+ q = 0 mindestens eine rationale Lösung hat.

Aufgabe 161246A:
Es sind alle Polynome f(x) = a0 +a1x+a2x

2 + ...+anx
n mit reellen Koeffizienten a0, a1, ..., an anzugeben,

die die folgende Eigenschaft haben:
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Für alle reellen Zahlen x gilt x · f(x− 1) = (x− 2) · f(x).

Aufgabe 161246B:
Man gebe für jede natürliche Zahl n ≥ 5 eine Zerlegung eines regelmäßigen, konvexen n-Ecks in eine
minimale Anzahl von

a) sämtlich spitzwinkligen Dreiecken,

b) sämtlich stumpfwinkligen Dreiecken an.

Hinweis: Unter einer Zerlegung in Dreiecke wird eine Zerlegung des n-Ecks verstanden, bei der jede Seite
eines Zerlegungsdreiecks entweder gleichzeitig Seite eines anderen Zerlegungsdreiecks oder eine der Seiten
des n-Ecks ist.
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OJM
17. Mathematik-Olympiade 1977/78

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 171211:
Man ermittle alle im dekadischen Positionssystem fünfstelligen natürlichen Zahlen, die durch 17, 19 und 23
teilbar sind und deren Zehnerziffer 0 lautet.

Aufgabe 171212:
Man ermittle alle reellen Lösungen (x, y) des Gleichungssystems

2 ·
√
x+ y + x+ y = 8, (1)

x3 + y3 = 40. (2)

Aufgabe 171213:

Über fünf Punkte A, B, C, D, S im Raum wird vorausgesetzt, daß A, B, C, D in einer Ebene ξ liegen; daß
sie die Ecken eines konvexen Vierecks sind und daß S nicht in ξ liegt.

Es ist zu beweisen, daß dann zu der vierseitigen Pyramide ABCDS eine Ebene existiert, die die Kanten SA,
SB, SC bzw. SD in Punkten A′, B′, C ′ bzw. D′ schneidet, die Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

Aufgabe 171214:
Jemand sucht alle Möglichkeiten, vier Ecken eines gegebenen Würfels schwarz zu markieren. Er betrachtet
zwei dieser Markierungsmöglichkeiten genau dann als gleich, wenn es eine Drehung des Würfels gibt, die die
eine der beiden Markierungsmöglichkeiten in die andere überführt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Markierungsmöglichkeiten!
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OJM
17. Mathematik-Olympiade 1977/78

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 171221:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a1, d, b1, q, für die folgende Aussage gilt:

Wenn

(1) a1 das Anfangsglied und d die Differenz einer arithmetischen Folge (an) ist und wenn

(2) b1 (6= 0) das Anfangsglied und q der Quotient einer geometrischen Folge (bn) ist, so haben diese Folgen
die Eigenschaften

(3) a1 = −3b1,

(4) a2 = 2b2,

(5) a3 = b3,

(6) d ist eine ganze Zahl.

Aufgabe 171222:

Über eine natürliche Zahl x werden von vier Schülern A, B, C, D je drei Aussagen gemacht. Dabei macht
der Schüler A genau zwei wahre Aussagen, während die Schüler B, C, D mindestens eine und höchstens
zwei wahre Aussagen treffen.

Man ermittle alle natürlichen Zahlen a, die diesen Bedingungen genügen:

(A1) x ist dreistellig.

(A2) Es gilt: 500 < x < 600.

(A3) Jede der Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 tritt genau einmal entweder in der dekadischen Darstellung von x oder in
der dekadischen Darstellung der Quersumme von x auf; andere Ziffern kommen in beiden Darstellungen
nicht vor.

(B1) In der dekadischen Darstellung von x ist die Anzahl der Zehner das arithmetische Mittel aus der
Anzahl der Hunderter und der der Einer.

(B2) x ist das Produkt dreier voneinander verschiedener Primzahlen.

(B3) x ist durch 5 teilbar.

(C1) x ist eine Quadratzahl.

(C2) Streicht man in der dekadischen Darstellung von x die Hunderterziffer und fügt sie als (neue) Endziffer
wieder an, so erhält man die dekadische Darstellung einer Primzahl.
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(C3) Die dekadische Darstellung von x enthält mindestens drei gleiche Ziffern.

(D1) x ist das Produkt zweier zweistelliger Zahlen.

(D2) x ist Primzahl.

(D3) x ist ungerade.

Aufgabe 171223:
Es sind alle ganzen Zahlen zu ermitteln, für die

f(x) =
3x2 + x− 2

x2 − 2

ganzzahlig ist.

Aufgabe 171224:
Gegeben sei in einer Ebene ε ein gleichseitiges Dreieck ABC.

Man ermittle die Menge aller derjenigen Punkte X in ε, für die AX +BX = CX gilt.
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OJM
17. Mathematik-Olympiade 1977/78

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 171231:
Gegeben sei die Folge (an) durch

an =
4n

4n2 + 121
(1)

für n = 1, 2, 3, ...

Man ermittle die obere Grenze und die untere Grenze von (an), sofern diese existieren.

Aufgabe 171232:
Zu jeder ganzen Zahl a ermittle man alle reellen Lösungen x der Gleichung

x4 + x3 + a2x2 + x+ 1 = 0.

Aufgabe 171233:
Es sei ABCD ein regelmäßiges Tetraeder mit der Kantenlänge s, in dem fünf kongruente Kugeln (mit den
Mittelpunkten P , Q, R, S, T ) so angeordnet sind, daß gilt:

(1) Die Kugel um P berührt die drei von A ausgehenden Seitenflächen ABC, ACD, ADB des Tetraeders,

(2) die Kugel um Q berührt die drei von B ausgehenden Seitenflächen,

(3) die Kugel um R berührt die drei von C ausgehenden Seitenflächen und

(4) die Kugel um S die drei von D ausgehenden Seitenflächen.

(5) Die Kugel um T berührt die vier übrigen Kugeln von außen.

Man ermittle den Radius r dieser fünf Kugeln.

Aufgabe 171234:
Man beweise, daß für alle positiven reellen Zahlen a, b, c mit a2 + b2 + c2 = 5

3 die Ungleichung

1

a
+

1

b
− 1

c
<

1

abc
gilt.

Aufgabe 171235:
Man beweise folgenden Satz:

Sind u der Umfang, r der Radius des Inkreises und R der Radius des Umkreises des Dreiecks ABC, dann
gilt R >

√
3
3 ·
√
ur. Ist das Dreieck insbesondere rechtwinklig, dann gilt sogar R ≥

√
2
2 ·
√
ur.

Aufgabe 171236A:
Es sei n eine natürliche Zahl mit n > 1.
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a) Man ermittle alle diejenigen in der Menge R der reellen Zahlen definierten Funktionen f , die in R
stetig sind und die Eigenschaft haben, daß für jede reelle Zahl x die Gleichung

f(xn) = f(x) (1)

gilt.

b) Man gebe eine in R definierte und unstetige Funktion f an, die die Eigenschaft (1) hat.

Aufgabe 171236B:
Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] die größte ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist. Beispielsweise gilt[
7
2

]
= 3; [5] = 5; [−π] = −4.

Man beweise: Für jede reelle Zahl x und jede positive ganze Zahl n gilt

[x] +

[
x+

1

n

]
+ ...+

[
x+

n− 1

n

]
= [nx].
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OJM
17. Mathematik-Olympiade 1977/78

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 171241:
Sind f und g im Intervall −1 ≤ x ≤ 1 stetige Funktionen, so seien d1(f, g) und d2(f, g) wie folgt definiert:
d1(f, g) = max |f(x) − g(x)|, d2(f, g) ist der in Flächeneinheiten eines rechtwinkligen Koordinatensystems
ausgedrückte Inhalt derjenigen Fläche, die durch die Bilder der Funktionen f und g sowie zwei Strecken auf
den Geraden x = −1 bzw. x = 1 begrenzt wird. (Dabei werde der Inhalt jeder Teilfläche, unabhängig von
ihrem Umlaufsinn, als positiv aufgefaßt.)

Es seien nun fn (n = 1, 2, 3, ...) und h die im Intervall −1 ≤ x ≤ 1 durch fn(x) =
∑n
k=1(1 − x)xk−1 und

h(x) = 1 definierte Funktionen.

a) Man ermittle lim
n→∞

d1(fn, h), falls dieser Grenzwert existiert.

b) Man ermittle lim
n→∞

d2(fn, h), falls dieser Grenzwert existiert.

Aufgabe 171242:
Es seien g und h die in der (zweielementigen) Menge {1,−1} als Definitionsbereich durch

g(1) = 1, g(−1) = −1; (1)
h(1) = −1, h(−1) = 1 (2)

definierten Funktionen. Ferner seien f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7 Funktionen, von denen einige gleich g und die
übrigen gleich h sind. Für diese Funktionen gelten:

f1(1) = −1, f6(1) = f7(1) = 1; (3)
f3(f4(1)) = −1; (4)

f1(f2(f3(f4(f5(f6(f7(1))))))) = −1. (5)

Man beweise, daß in allen Fällen, in denen diese Bedingungen erfüllt sind, die Anzahl derjenigen fi, die
gleich g sind, die gleiche ist, und gebe diese Anzahl an.

Aufgabe 171243:

a) Man gebe alle Möglichkeiten an, eine gegebene Dreiecksfläche D in drei Dreiecksflächen D1, D2, D3

zu zerlegen.

b) Man beweise: Ist eine Dreiecksfläche D in drei zueinander ähnliche Dreiecksflächen D1, D2, D3 zer-
legbar, so ist sie gleichschenklig oder rechtwinklig.
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Aufgabe 171244:
Definition: Es sei mit d(X,Y ) der Abstand zweier Punkte X, Y einer Punktmenge M bezeichnet. Eine reelle
Zahl d heißt Durchmesser von M, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(1) Für je zwei Punkte X, Y aus M gilt d(X,Y ) ≤ d.

(2) Es gibt Punkte P , Q aus M, für die d(P,Q) = d ist.

Man beweise:

a) Wenn eine Kreisfläche mit dem Durchmesser d von einem beliebigen Streckenzug, der die Kreislinie
in einem Punkt M und einem Punkt N schneidet, in zwei Teile zerlegt wird, dann hat eine dieser
Teilflächen (jeweils einschließlich ihres Randes verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

b) Wenn ein Kugelkörper mit dem Durchmesser d von einer ebenen Schnittfläche ε1 in zwei Teilkörper und
danach einer dieser Teilkörper durch eine ebenen Schnittfläche ε2 wieder in zwei Teilkörper zerlegt wird,
dann hat bei jeder derartigen Zerlegung eines Kugelkörpers in drei Teilkörper wenigstens einer dieser
Teilkörper (jeweils einschließlich seiner Begrenzungsflächen verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

Aufgabe 171245:
Es seien f1, f2, ... eine Folge von Funktionen, die für alle reellen Zahlen x definiert sind, und zwar durch

f1(x) =
√
x2 + 48, fk+1(x) =

√
x2 + 6fk(x) für k = 1, 2, 3, ...

Man ermittle für jedes n = 1, 2, 3, ... alle reellen Zahlen x, die Lösungen der Gleichung fn(x) = 2x sind.

Aufgabe 171246A:
Es sei n eine positive Zahl, (a1, ..., an) sei ein n-Tupel reeller Zahlen mit a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an.

Man untersuche, ob es zu diesen gegebenen a1, ..., an eine reelle Zahl x derart gibt, daß die Zahl

z = |x− a1|+ |x− a2|+ ...+ |x− an|

möglichst klein ist.

Gibt es ein derartiges x, so bestimme man alle reellen Zahlen x mit dieser Eigenschaft und gebe den
dazugehörigen minimalen Wert von z an.

Aufgabe 171246B:

a) Gegeben sei eine natürliche Zahl n ≥ 2. Es sei u der Umkreis eines regelmäßigen 2n-Ecks A0A1...A2n−1.
Eine Menge aus drei Ecken Ai, Aj , Ak dieses 2n-Ecks heiße einseitig, wenn es auf der Kreislinie u
einen Halbkreisbogen h einschließlich seiner beiden Eckpunkte gibt, der Ai, Aj und Ak enthält.

Man ermittle die Wahrscheinlichkeit w dafür, daß eine willkürlich gewählte Menge M = {Ai, Aj , Ak}
aus drei Ecken einseitig ist.

b) Man ermittle den Grenzwert lim
n→∞

wn falls er existiert.

Hinweis: Ist mn die Anzahl aller Mengen, die man aus drei Ecken Ai, Aj , Ak des 2n-Ecks bilden kann,
und ist gn die Anzahl aller einseitigen unter ihnen, so ist die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit definiert als
wn = gn

mn
.
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OJM
18. Mathematik-Olympiade 1978/79

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 181211:
Bei der Mathematikolympiade treffen sich drei Schüler. ”Ist euch schon aufgefallen”, fragt einer von ihnen,
ein Mädchen, daß wir Lang, Dick und Dünn heißen und daß auch genau einer von uns außergewöhnlich
lang, genau ein anderer beachtlich dick und der dritte erschreckend dünn ist?”

”Ja, tatsächlich”, entgegnet darauf ein anderer, der dünne Schüler, ”aber bei keinem von uns stimmen Name
und die den jeweiligen Schüler charakterisierende Eigenschaft überein.” ”Da hast du völlig recht!” stimmt
ihm der Schüler namens Lang zu.

Wie heißt hiernach der lange Schüler, wie der dicke und wie der dünne Schüler, wenn darüber hinaus voraus-
gesetzt wird, daß das Mädchen, das gefragt hat, nicht dick ist? Welche der charakterisierenden Eigenschaften
und welchen Namen hat das Mädchen?

Aufgabe 181212:
Man beweise, daß für jede natürliche Zahl n > 5 gilt:

Jedes Quadrat läßt sich in n Teilquadrate zerlegen.

Erklärung: Sind Q, T1, ..., Tn Quadrate (als Flächen, einschließlich ihrer Randpunkte betrachtet), so liegt
genau dann eine Zerlegung von Q in T1, ..., Tn als Teilquadrate vor, wenn

(1) Q die Vereinigungsmenge der Mengen T1, ..., Tn ist und

(2) für i 6= j der Durchschnitt von Ti mit Tj stets entweder keine Punkte oder nur solche Punkte enthält,
die sowohl für Ti als auch für Tj Randpunkte sind.

Aufgabe 181213:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem erfüllen:

x+
1

y
+
y

x
= 3, y +

1

x
+
x

y
= 3.
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Aufgabe 181214:

Gegeben sei die Seitenlänge a eines gleichseitigen Dreiecks. Um
jeden der Eckpunkte dieses Dreiecks werde derjenige Kreis kon-
struiert, der die gegenüberliegende Seite berührt. Je zwei dieser
Kreise haben im Innern des Dreiecks genau einen Schnittpunkt.
Je zwei dieser drei Schnittpunkte lassen sich durch einen Bogen
eines der konstruierten Kreise miteinander verbinden, wobei jeder
dieser Bögen innerhalb der Dreiecksfläche liegt. Die drei Kreisbö-
gen schließen ein Flächenstück ein.

Man drücke den Inhalt dieses (schraffierten) Flächenstücks in der
Form z · a2 aus (wobei man die Zahl z mit einer durch die Zah-
lentafel ermöglichten Genauigkeit angebe).

A B

C

F

D E
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OJM
18. Mathematik-Olympiade 1978/79

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 181221:

Man untersuche, ob es reelle Zahlen b, c, d so gibt, daß durch an = n+b
cn+d (n = 1, 2, 3, ...) eine Zahlenfolge

definiert ist, für die a1 = 1
3 , a2 = 3

8 und lim
n→∞

an = 1
2 gilt.

Wenn es derartige b, c, d gibt, so stelle man fest, ob sie durch diese Forderungen eindeutig bestimmt sind,
und gebe sie in diesem Fall an.

Aufgabe 181222:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, für die durch k =
x

x2 − 5x+ 7
eine ganze Zahl k definiert

ist.

Aufgabe 181223:
Gegeben seien zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen s, t, die einen Winkel einschließen, für dessen
Größe α die Ungleichung 0◦ < α < 180◦ gilt. Gegeben sei ferner ein Punkt P im Innern dieses Winkels.
Ist g eine Gerade durch P , die s und t schneidet und nicht durch S geht, so bezeichne A bzw. B ihren
Schnittpunkt mit s bzw. t.

Man beweise, daß es unter allen diesen Geraden g genau eine gibt, für die das Dreieck SAB einen möglichst
kleinen Flächeninhalt hat. Man beschreibe eine Konstruktion dieser Geraden.

Aufgabe 181224:
Thomas stellt Jürgen folgende Aufgabe:

(1) In meiner Klasse betätigen sich genau 15 Schüler im außerschulischen Sport, und zwar kommen nur
die Sportarten Fußball, Schwimmen, Turnen bzw. Leichtathletik vor.

(2) Jede der genannten Sportarten wird von mindestens einem Schüler betrieben.

(3) Kein Schüler betreibt mehr als zwei dieser Sportarten.

(4) Jeder Schüler, der Schwimmen oder Leichtathletik betreibt, betätigt sich auch in einer zweiten Sport-
art.

(5) Genau 3 Schüler betreiben sowohl Fußball als auch Schwimmen, genau 2 Schüler sowohl Schwimmen
als auch Leichtathletik; kein Schüler betreibt sowohl Fußball als auch Turnen.

(6) Die Anzahl der Fußballer ist größer als die Anzahl der Schwimmer, diese wiederum ist größer als die
Anzahl der Turner und diese größer als die Anzahl der Leichtathleten.

(7) Die Anzahl der Fußballer ist gleich der Summe der Anzahl der Turner und der Leichtathleten.
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In (6) und (7) bezeichnet Fußballer, Schwimmer u.s.w. jeweils einen Schüler, der die betreffende Sportart
(allein oder neben einer zweiten Sportart) betreibt.

Gib die Anzahl der Fußballer, der Schwimmer, der Turner und der Leichtathleten in meiner Klasse an!

Nach einiger Überlegung sagt Jürgen, daß diese Aufgabe nicht eindeutig lösbar sei. Man ermittle alle Lö-
sungen dieser Aufgabe.
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18. Mathematik-Olympiade 1978/79

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 181231:
Man ermittle alle diejenigen Polynome f(x) mit reellen Koeffizienten, die für alle reellen x die Gleichung

f(x+ 1)− f(x) = x+ 1 erfüllen.

Aufgabe 181232:
Im Raum seien A, B zwei verschiedene Punkte und ε eine Ebene.

Für jede mögliche Lage von A, B, ε ermittle man zu diesen gegebenen A, B, ε alle diejenigen Punkte C auf
ε, für die die Abstandssumme AC +BC möglichst klein ist.

Aufgabe 181233:
Es ist zu untersuchen, ob es in einer Menge M von 22 222 Elementen 50 Teilmengen Mi (i = 1, 2, . . . , 50)
gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes Element m von M ist Element mindestens einer der Mengen Mi.

(2) Jede der Mengen Mi (i = 1, 2, . . . , 50) enthält genau 1 111 Elemente.

(3) Für je zwei der Mengen Mi, Mj (i 6= j) gilt: Der Durchschnitt von Mi und Mj enthält genau 22
Elemente.

Aufgabe 181234:
Man beweise: Ist n ≥ 2 eine ganze Zahl, so ist die für alle reellen x durch

f(x) =

n∑
k=1

cos
(
x
√
k
)

definierte Funktion f nichtperiodisch.

Aufgabe 181235:
Es sei n ≥ 2 eine gegebene ganze Zahl. Man untersuche, ob sich unter allen denjenigen reellen Zahlen
x1, · · · , xn ≥ 0, für die x1 + · · ·+ xn = 1 gilt, auch solche befinden, für die der Wert von x31 + · · ·+ x3n

a) möglichst groß,

b) möglichst klein ist.

Ist dies der Fall, so ermittle man diesen größten bzw. kleinsten Wert.
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Aufgabe 181236A:
Es sei (an) (n = 0, 1, 2, ...) eine Folge reeller Zahlen, für die a0 = 0 sowie a3n+1 = 1

2 ·a
2
n−1 für alle n = 1, 2, ...

gelte.

Man zeige, daß es dann eine positive reelle Zahl q < 1 gibt, so daß für alle n = 1, 2, ...

|an+1 − an| ≤ q · |an − an−1|

gilt, und gebe eine derartige reelle Zahl q an.

Aufgabe 181236B:
Ist ∆ABC ein Dreieck, so bezeichne A′ den Bildpunkt von A bei Spiegelung an der Geraden durch B und
C, B′ den Bildpunkt von B bei Spiegelung an der Geraden durch C und A, C ′ den Bildpunkt von C bei
Spiegelung an der Geraden durch A und B.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man:

Genau dann ist ∆A′B′C ′ ein zu ∆ABC ähnliches Dreieck - mit jeweils A, A′ bzw. B, B′ bzw. C, C ′ als
entsprechende Ecken -, wenn ∆ABC gleichseitig ist.
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18. Mathematik-Olympiade 1978/79

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 181241:
Man ermittle alle ganzen Zahlen a mit der Eigenschaft, daß zu den Polynomen

f(x) = x12 − x11 + 3x10 + 11x3 − x2 + 23x+ 30,

g(x) = x3 + 2x+ a

ein Polynom h(x) so existiert, daß für alle reellen x die Gleichung f(x) = g(x) · h(x) gilt.

Aufgabe 181242:
Im Staat Wegedonien gibt es ein Straßennetz. An jeder Kreuzung und an jeder Einmündung von Straßen
dieses Netzes steht ein Verkehrsposten. Die Länge eines jeden Straßenabschnittes zwischen je zwei benach-
barten dieser Posten ist kleiner als 100 km. Jeder Verkehrsposten läßt sich von jedem anderen auf einem
Gesamtweg innerhalb des Netzes erreichen, der kürzer als 100 km ist.

Ferner gilt für jeden Straßenabschnitt zwischen zwei benachbarten Verkehrsposten: Wird genau dieser Stra-
ßenabschnitt gesperrt, so ist immer noch jeder Verkehrsposten von jedem anderen aus auf einem Gesamtweg
erreichbar, der sich nur aus ungesperrten Straßenabschnitten des Netzes zusammensetzt.

Man beweise, daß dies auf einem Weg erfolgen kann, der kürzer als 300 km ist.

Aufgabe 181243:

a) In einer Ebene sei P1P2...Pn ein beliebiges ebenes konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage: Sind im Innern oder auf dem Rande von E Punkte Q1, ... , Qn so
gelegen, daß Q1, ... , Qn ein zu E kongruentes n-Eck ist, so ist jeder Punkt Qi (i = 1, 2, ..., n) eine
Ecke von E. (1)

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, für welche die Aussage (1) falsch ist.

c) Ist für jedes nichtkonvexe n-Eck E die Aussage (1) falsch?

Aufgabe 181244:
Man beweise, daß für alle positiven ganzen Zahlen m, n mit m > n die durch

s(m,n) =

m∑
i=1

n∑
j=1

|i− j|

definierte Summe s(m,n) den Wert

s(m,n) =
1

3
(n− 1)n (n+ 1) +

1

2
mn (m− n) hat.
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Aufgabe 181245:
Es sei n eine natürliche Zahl größer als 1.

Man zeige, daß es zu jeder der n Zahlen a1, a2, . . . , an mit aj = n! + j (j = 1, 2, . . . , n) eine Primzahl pj
gibt, die die Zahl aj , aber keine weiter Zahl ak (k 6= j) dieser n Zahlen teilt.

Aufgabe 181246A:
Es sei A1A2A3A4A5 ein regelmäßiges Fünfeck mit gegebener Seitenlänge s. Um jeden Punkt Ai (i =
1, 2, 3, 4, 5) sei die Kugel Ki mit dem Radius s

2 und dem Mittelpunkt Ai gelegt. Dann gibt es in der Menge
derjenigen Kugeln K ′, die die Eigenschaft haben, jede der fünf Kugeln Ki zu berühren, genau zwei Kugeln
K ′1 und K ′2 mit dem Radius s

2 .

Man untersuche, ob K ′1 und K ′2 einander schneiden, berühren oder ob sie keinen Punkt gemeinsam haben.

Aufgabe 181246B:

a) Es sei M die Menge aller Tripel (x, y, z) von reellen Zahlen, für die die folgenden Ungleichungen (1)
bis (5) erfüllt sind:

55x+ z ≤ 54 (1)
55y + z ≤ 54 (2)

55x− 4z ≥ 4 (3)
55y − 4z ≥ 4 (4)

z ≥ −1 (5)

Man untersuche, ob für den Ausdruck

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 (6)

ein Tripel (x0, y0, z0) ∈ M mit der Eigenschaft existiert, daß für alle Tripel (x, y, z) ∈ M die Unglei-
chung

f(x0, y0, z0) ≥ f(x, y, z)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(x0, y0, z0).

b) Es sei M ′ die Menge aller Tripel (x, y, z) von ganzen Zahlen, für die die Ungleichungen (1) bis (5)
erfüllt sind.

Man untersuche, ob für den Ausdruck (6) ein Tripel (x1, y1, z1) ∈ M ′ mit der Eigenschaft existiert,
daß für alle Tripel (x, y, z) ∈M ′ die Ungleichung

f(x1, y1, z1) ≥ f(x, y, z)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(x1, y1, z1).
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19. Mathematik-Olympiade 1979/80

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 191211:
Es sei (bezüglich eines kartesischen x, y-Koordinatensystems) p die Parabel mit y = x2 als Gleichung.

a) Man beweise: Durch den Punkt (0; 1) gibt es genau eine Sehne von p mit der Länge 2.

b) Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen c ≥ 0, für die folgende Aussage gilt: Durch den Punkt (0; c)
gibt es genau zwei Sehnen von p mit der Länge 2.

Aufgabe 191212:
Für zwei Länder, Normalland und Spiegelland, und ihre Netze von Eisenbahnlinien sei folgendes voraus-
gesetzt:

(1) Jede Stadt X in Normalland hat genau eine Partnerstadt X ′ in Spiegelland. Dabei gilt: Zu jeder Stadt
Y ′ in Spiegelland gibt es genau eine Stadt in Normalland, deren Partnerstadt Y ′ ist.

(2) Jede Eisenbahnlinie in Normalland stellt eine unmittelbare Verbindung zwischen zwei Städten her und
berührt sonst keine andere Stadt. Dieselbe Aussage trifft für Spiegelland zu.

(3) Für je zwei Städte A, B in Normalland und ihre Partnerstädte A′, B′ in Spiegelland gilt: Entweder
gibt es eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A und B, aber keine zwischen A′ und B′,
oder es gibt eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A′ und B′, aber keine zwischen A und
B.

(4) In Normalland gibt es zwei Städte P , Q, die so am Eisenbahnnetz gelegen sind, dass man wenigstens
zweimal umsteigen muss, um von P nach Q zu gelangen.

Beweisen Sie, dass aus diesen Voraussetzungen (1) bis (4) folgt: In Spiegelland kann man von jeder Stadt
zu jeder anderen gelangen, ohne mehr als zweimal umsteigen zu müssen.

Aufgabe 191213:
Von einem Dreieck werde gefordert, dass sein Flächeninhalt gleich 1

4 (a2 + b2) ist, wobei a und b die Längen
zweier Seiten des Dreiecks sind.

Man beweise, daß diese Forderung erfüllbar ist und dass durch diese Forderung die Größen der Winkel des
Dreiecks eindeutig bestimmt sind. Man ermittle ferner diese Winkelgrößen.
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Aufgabe 191214:

a) Zeigen Sie, daß das Gleichungssystem

7x+ 100 y = 0 (1)
0, 069x+ y = 0, 3 (2)

eine eindeutig bestimmte Lösung (x0, y0) hat, und ermitteln Sie diese!

Im folgenden werde in Gleichung (2) des Systems (1), (2) der Koeffizient von x innerhalb einer gegebenen
-Umgebung von 0,069 verändert, d.h., für gegebenes reelles δ > 0 sei eine reelle Zahl h auf das Intervall

− δ ≤ h ≤ δ (3)

eingeschränkt, und für jedes solche h sei das Gleichungssystem

7x+ 100 y = 0 (1)
(0, 069 + h)x+ y = 0, 3 (4)

betrachtet. Man möchte erreichen, dass sich x0 durch diese Veränderung des Koeffizienten 0,069 um höchstens
1% ändern kann. Damit ist die folgende Aufgabenstellung b), c) gemeint.

Zunächst wird definiert:

Besitzt für irgendein h das Gleichungssystem (1), (4) eine eindeutige Lösung, so sei diese mit (xh; yh)
bezeichnet. Ist dies (bei gegebenem δ > 0) für alle in (3) genannten h der Fall und gibt es unter diesen
Werten h einen, für den die Zahl

η =
|x0 − xh|
|x0|

möglichst groß ist, so werde dieser möglichst große Wert von η mit ηmax (bezüglich (3) maximaler relativer
Fehler von x) bezeichnet.

b) Ermitteln Sie alle diejenigen δ > 0, für die ein bezüglich (3) maximaler relativer Fehler ηmax existiert!

c) Ermitteln Sie unter den in b) gefundenen Werten von δ alle diejenigen, für die sogar ηmax ≤ 0, 01 gilt!
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19. Mathematik-Olympiade 1979/80

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 191221:
Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, für die das folgende Gleichungssystem erfüllt ist:

x− 1

y
= 1

y − 1

z
= 1

z − 1

x
= 1

}
(1)

Aufgabe 191222:
Ist ABCD ein konvexes Viereck, seine Fläche also durch die Diagonale AC in zwei Dreiecksflächen, nämlich
die des Dreiecks ABC und die des Dreiecks ACD, zerlegt, so werde der Flächeninhalt des Dreiecks ABC
mit F1, der des Dreiecks ACD mit F2 sowie die Größe des Winkels �DAB mit α bezeichnet.

Von einem konvexen Viereck ABCD seien nun die folgenden Eigenschaften gefordert:

AB ‖ CD, (1)
AB < CD, (2)
BC = CD = DA, (3)
AC ⊥ BC. (4)

Man beweise, daß die Forderungen (1) bis (4) erfüllbar sind und daß die Werte von F1 : F2 und α durch
diese Forderungen eindeutig bestimmt sind. Man ermittle diese Werte.

Aufgabe 191223:
100 Touristen sind in 100 verschiedenen Städten beheimatet, in jeder dieser Städte genau einer der Touristen.
Keine zwei von ihnen sind miteinander bekannt. Sie unternehmen durch genau diese Städte Rundreisen, und
zwar

a) als Touristengruppe (alle 100 Touristen machen gemeinsam ein und dieselben Reisen),

b) als Einzelreisende (jeder legt die Reihenfolge und die jeweilige Aufenthaltsdauer für die einzelnen
Städte selbst fest, die Reisen erfolgen unabhängig voneinander).

Ferner treffen sie die folgende sonderbare Vereinbarung: Je zwei dieser Touristen machen sich genau dann
miteinander bekannt, wenn sie sich zum ersten Mal gemeinsam in einer Stadt befinden, in der keiner dieser
beiden Touristen beheimatet ist.

Ermitteln Sie im Fall a) und im Fall b) jeweils die kleinste natürliche Zahl n > 0, für die die folgende
Aussage (*) wahr ist!
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(*) Die Reisewege und -termine lassen sich so festlegen, daß jeder Tourist spätestens dann mit jedem
anderen bekannt geworden ist, wenn er in n Städten gewesen ist.

Aufgabe 191224:

a) Man untersuche, ob die für alle reellen Zahlen x durch

f1(x) =
sin(x

√
2)

1 + sin2(x
√

2)

definierte Funktion f1 periodisch ist.

b) Man untersuche, ob die für alle reellen Zahlen x durch

f2(x) =
sinx

1 + sin2(x
√

2)

definierte Funktion f2 periodisch ist.
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19. Mathematik-Olympiade 1979/80

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 191231:
Es seien n und m natürliche Zahlen mit n ≥ 1, m ≥ 1; N sei die Menge der natürlichen Zahlen von 1 bis n
und M die Menge der natürlichen Zahlen von 1 bis m.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Teilmengen von N , die gemeinsame Elemente mit M haben.

Aufgabe 191232:
Es sei ABCD ein konvexes Viereck, auf dessen Kanten AB, BC, CD bzw. DA Punkte E, F , G bzw. H
so gelegen sind, daß sie die entsprechende Kante jeweils im Verhältnis der Längen der anliegenden Kanten
teilen, d.h. es wird vorausgesetzt:

AE : EB = DA : BC; BF : FC = AB : CD; CG : GD = BC : DA; DH : HA = CD : AB. (1)

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen stets die folgende Aussage wahr ist:

Im Viereck ABCD gilt AB + CD = BC + DA (d.h. ABCD ist ein Tangentenviereck) genau dann, wenn
im Viereck EFGH für die Größe der Innenwinkel �EFG + �GHE = �FGH + �HEF gilt (d.h. wenn
EFGH ein Sehnenviereck ist).

Aufgabe 191233A:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f , die für alle reellen Zahlen x definiert sind und den folgenden
Bedingungen genügen:

(1) Für alle Paare (x1;x2) reeller Zahlen gilt f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2).

(2) Es gilt f(1) = 1.

(3) Für alle reellen Zahlen x 6= 0 gilt f( 1
x ) = 1

x2 f(x).

Aufgabe 191233B:
Man untersuche, ob es natürliche Zahlen n gibt, für die

1

n
+

1

n+ 1
+ ...+

1

n2
> 1 000 (1)

gilt. Wenn dies der Fall ist, so untersuche man, ob es eine natürliche Zahl p derart gibt, daß jede (im
Dezimalsystem) p-stellige Zahl n die Eigenschaft (1) hat. Trifft auch das zu, so ermittle man eine derartige
Zahl p.

Aufgabe 191234:
Man untersuche, ob unter allen Tetraedern ABCD mit gegebenem Volumen V und mit rechten Winkeln
�BDC, �CDA, �ADB eines mit kleinstmöglicher Summe AD +AC +AD +BC +BD + CD existiert.

Ist dies der Fall, so ermittle man (in Abhängigkeit von V ) diese kleinstmögliche Summe.
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Aufgabe 191235:
Man beweise: Es gibt keine positiven ganzen Zahlen p und q mit der Eigenschaft

p

q
− 1

9q2
<

1√
3
<
p

q
+

1

9q2
.

Aufgabe 191236:
Gegeben sei eine positive reelle Zahl a.

Man ermittle (zu jedem Wert dieser gegebenen Zahl a jeweils) alle reellen Lösungen (x; y) des Gleichungs-
systems

x5 + y5 = 1,

x+ y = a.
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19. Mathematik-Olympiade 1979/80

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 191241:
Man ermittle alle Paare (f(x); g(x)) von Polynomen 3. Grades

f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0,

g(x) = b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0,

deren Koeffizienten a0, a1, a2, a3, b0, b1, b2, b3 reelle Zahlen sind und für die die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(1) Jeder der Werte, die f(x) und g(x) für x = 1, 2, 3 und 4 annehmen, ist eine der Zahlen 0 und 1.

(2) Wenn f(1) = 0 oder f(2) = 1 ist, so ist g(3) = 0 und g(4) = 1.

(3) Wenn f(1) = 1 oder f(4) = 1 ist, so ist g(1) = 1 und g(3) = 1.

(4) Wenn f(2) = 0 oder f(4) = 0 ist, so ist g(2) = 0 und g(4) = 0.

(5) Wenn f(3) = 1 oder f(4) = 1 ist, so ist g(1) = 0.

Aufgabe 191242:
Es sei M die Menge aller derjenigen Quadratflächen Q, die in einer gegebenen Ebene ε liegen, einen gegebe-
nen Punkt Z der Ebene ε als Mittelpunkt haben und eine gegebene Streckenlänge a als Seitenlänge haben.

Für beliebige Quadratflächen Q, Q′ aus dieser Menge M bezeichne u(Q ∩ Q′) den Umfang derjenigen Po-
lygonfläche, die sich als Durchschnitt der Quadratflächen Q und Q′ ergibt.

Man untersuche, ob es in M Quadratflächen Q, Q′ mit kleinstmöglichem u(Q ∩Q′) gibt. Ist dies der Fall,
so ermittle man (in Abhängigkeit von a) diesen kleinstmöglichen Wert von u(Q ∩Q′).

Aufgabe 191243:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, für die

2x+ x2y = y,

2y + y2z = z,

2z + z2x = x gilt.

Dabei sind x, y und z durch Ausdrücke anzugeben, die aus gegebenen reellen Zahlen durch wiederholte
Anwendung von Operationen +, -, ·, :, von reellwertigen Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, trigo-
nometrischen Funktionen oder von deren reellwertigen Umkehrfunktionen gebildet sind.
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Aufgabe 191244:
Man beweise, daß keine natürlichen Zahlen n, m, b mit n ≥ 2, m ≥ 2 und (2n)2n − 1 = bm gilt!

Aufgabe 191245:
Man beweise:

Für jede ganze Zahl n ≥ 2 und jede ganze Zahl k ≥ 2 gilt:

1

2
+

1

3
+ ...+

1

nk − 1
+

1

nk
> k ·

(
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n− 1
+

1

n

)
.

Aufgabe 191246A:
Eine Folge {xk} reeller Zahlen heiße genau dann C-konvergent gegen eine reelle Zahl z, wenn

lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
= z gilt.

Eine Funktion f heiße genau dann C-stetig an der Stelle a ihres Definitionsbereiches, wenn für jede Folge
{xk}, die C-konvergent gegen a ist und deren sämtliche Glieder xk im Definitionsbereich von f liegen, die
Folge {f(xk)} stets C-konvergent gegen f(a) ist.

Man zeige:

a) Sind A, B und a beliebige reelle Zahlen, so gilt:

Die durch f(x) = Ax+B für alle reellen Zahlen x definierte Funktion f ist C-stetig an der Stelle a.

b) Wenn eine für alle reellen Zahlen x definierte Funktion f an der Stelle a = 0 den Funktionswert
f(0) = 0 hat und an dieser Stelle C-stetig ist, so gilt für beliebige reelle p, q die Gleichung f(p+ q) =
f(p) + f(q).

Aufgabe 191246B:
In einer Dunkelkammer liegen ungeordnet 20 einzelne Handschuhe von gleicher Größe, und zwar

5 weiße Handschuhe für die rechte Hand

5 weiße Handschuhe für die linke Hand

5 schwarze Handschuhe für die rechte Hand

5 schwarze Handschuhe für die linke Hand

Zwei Handschuhe gelten genau dann als ein passendes Paar, wenn sie gleiche Farbe haben und der eine von
ihnen für die rechte Hand, der andere für die linke Hand ist.

Unter einem Zug sei die Entnahme eines einzelnen Handschuhs verstanden, ohne daß dabei eine Auswahl
nach Farbe und Form möglich ist. Ein Spiel von n Zügen bestehe darin, daß man nacheinander n Züge
ausführt, die dabei entnommenen Handschuhe sammelt und erst nach diesen n Zügen feststellt, ob sich
unter den n entnommenen Handschuhen (mindestens) ein passendes Paar befindet. Genau dann, wenn dies
zutrifft, gelte das Spiel als erfolgreich.

a) Ermitteln Sie die kleinste natürliche Zahl n mit der Eigenschaft, daß ein Spiel von n Zügen mit
Sicherheit erfolgreich ist!

b) Ermitteln Sie die kleinste natürliche Zahl k mit der Eigenschaft, daß ein Spiel von k Zügen mit größerer
Wahrscheinlichkeit als 0,99 erfolgreich ist!
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OJM
20. Mathematik-Olympiade 1980/81

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 201211:

In dem folgenden Schema ist in jedes leere Feld
jeweils eine Ziffer so einzutragen, daß eine rich-
tig gerechnete Divisionsaufgabe entsteht. Ins-
besondere darf keine der mehrstelligen Zahlen
des ausgefüllten Schemas die erste Ziffer 0 er-
halten.

Beweisen Sie, daß es genau eine Eintragung
von Ziffern in die leeren Felder gibt, die die-
sen Anforderungen genügt! Ermitteln Sie diese
Eintragung!

: =

0

8

Aufgabe 201212:
Vier Personen A, B, C, D machen je zwei Aussagen über eine im dekadischen Positionssystem geschriebene
nichtnegative ganze Zahl x. Es ist bekannt, daß

(1) von A, B, C genau einer zwei falsche Aussagen macht, während bei jedem der beiden anderen genau
eine Aussage falsch ist,

(2) D zwei wahre Aussagen macht.

Die von A, B, C, D gemachten Aussagen lauten:

(A1) Die letzte Ziffer der dekadischen Darstellung von x ist gerade.

(A2) x ist Quadratzahl.

(B1) Die Ziffer 9 ist in der dekadischen Darstellung von x mindestens einmal vorhanden.

(B2) x ist vierstellig.

(C1) x ist durch 10 teilbar.

(C2) x läßt bei Division durch 3 den Rest 1 .
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(D1) In der dekadischen Darstellung von x ist, falls x aus mehr als einer Ziffer besteht, von links beginnend,
jede Ziffer um 1 kleiner als die jeweils rechts nachfolgende Ziffer.

(D2) Die Anzahl der geraden Ziffern in der dekadischen Darstellung von x ist nicht größer als 2.

Man ermittle alle Zahlen x, die dieses System von Bedingungen erfüllen!

Aufgabe 201213:
Eine gerade Pyramide K1 mit quadratischer Grundfläche werde durch einen zu ihrer Grundfläche parallelen
ebenen Schnitt in eine Teilpyramide K2 und einen Pyramidenstumpf K3 zerlegt. Die Kantenlängen der
Grundflächen von K1 und K2 seien a1 bzw. a2, die Volumina von K2 bzw. K3 seien V2 bzw. V3.

Man ermittle a1 : a2 so, daß V2 : V3 = 2 : 3 gilt.

Aufgabe 201214:
In einem rechtwinkligen kartesischen x, y-Koordinatensystem seien gegeben:

Die Punkte M(0;0), F1(2;0), F2(-2;0), A(4;0), B(0;2
√

3), die Gerade g mit der Gleichung x = −8, der Kreis
k1 um M durch A, der Kreis k2 um M durch B.

Unter der Ellipse mit Brennpunkten F1, F2 und halber Hauptachsenlänge MA versteht man die Menge E1

aller derjenigen Punkte P (x; y), für die F1P + F2P = 2 ·MA gilt.

Unter der Ellipse mit Brennpunkt F2, Leitlinie g und Exzentrizität 1/2 versteht man die Menge E2 aller
Punkte P (x; y) mit folgender Eigenschaft: Ist Q der Fußpunkt des Lotes von P auf g, so gilt F2P = 1

2 ·PQ.

Unter der Ellipse durch A mit Hauptscheitelkreis k1 und Nebenscheitelkreis k2 versteht man die Menge
E3 aller derjenigen Punkte P (x; y), die durch folgende Konstruktion erhalten werden können: Man zeichne
einen beliebigen von M ausgehenden Strahl. Er schneidet k1 bzw. k2 in je einem Punkt R1 bzw. R2. Die
Parallele durch R1 zur y-Achse und die Parallele durch R2 zur x-Achse schneiden sich in P .

Beweisen Sie, daß die drei Punktmengen E1, E2, E3 einander gleich sind!
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20. Mathematik-Olympiade 1980/81

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 201221:
Für jedes n = 1, 2, 3, ... sei

an =
1

n2

n∑
k=1

k.

Ferner seien I1, I2, I3 und I4 die abgeschlossenen Intervalle

I1 = 〈1; 2〉, I2 = 〈0, 53; 0, 531〉, I3 = 〈0, 509; 0, 51〉, I4 = 〈0, 4; 0, 5〉.

Man untersuche für jedes dieser Intervalle, ob in ihm Glieder der Zahlenfolge {an} liegen. Ist dies der Fall,
so ermittle man jeweils die Indizes n aller Glieder an in dem betreffenden Intervall.

Aufgabe 201222:
Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen k, für die die Zahlen

a =
2k

k + 1
, b =

k + 1

2
, c =

√
k

die Maßzahlen der (mit gleicher Maßeinheit gemessenen) Seitenlängen eines rechtwinkligen Dreiecks sind.

Aufgabe 201223:
An einem Fußballturnier nahmen n Mannschaften teil. Jede Mannschaft spielte dabei gegen jede andere
Mannschaft genau einmal. Die jeweils siegreiche Mannschaft erhielt 2 Punkte, die unterlegene Mannschaft
keinen Punkt, und bei unentschiedenem Ausgang erhielten beide Mannschaften je einen Punkt.

Nach Abschluß des Turniers wurden die Mannschaften auf die Plätze 1, 2, ..., n der Abschlußtabelle nach
fallender Gesamtpunktzahl gesetzt. (Bei Punktgleichheit wurden dazu weitere Unterscheidungskriterien ge-
nutzt.)

Man ermittle die größtmögliche Zahl, die in allen (nach diesen Regeln) möglichen Turnieren als Punktdiffe-
renz zwischen zwei in der Abschlußtabelle unmittelbar benachbarten Mannschaften auftreten kann.

Aufgabe 201224:
Man untersuche, ob es ein Polynom p(x) = a0 + a1x+ ...+ anx

n mit ganzzahligen Koeffizienten a0, a1, ...,
an gibt, das

a) für drei ganzzahlige paarweise voneinander verschiedene Werte von x denWert 1 und für einen weiteren
ganzzahligen Wert von x den Wert 30 annimmt;

b) für vier ganzzahlige paarweise voneinander verschiedene Werte von x denWert 1 und für einen weiteren
ganzzahligen Wert von x den Wert 30 annimmt.

Bejahendenfalls gebe man im Falle a) bzw. im Falle b) ein solches Polynom an.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 201231:
Man ermittle alle reellen Zahlen x, für die das folgende System von Ungleichungen (1), (2), (3) erfüllt ist:

x4 + x2 − 2x ≥ 0, (1)
2x3 + x− 1 < 0, (2)

x3 − x > 0. (3)

Aufgabe 201232:
Es sei f die durch

f(x) = x4 − (x+ 1)4 − (x+ 2)4 + (x+ 3)4

definierte Funktion, wobei der Definitionsbereich von f

a) die Menge aller ganzen Zahlen,

b) die Menge aller reellen Zahlen

ist.

Man untersuche sowohl für den Fall a) als auch für den Fall b), ob die Funktion f einen kleinsten Funkti-
onswert annimmt, und ermittle, falls das zutrifft, jeweils diesen kleinsten Funktionswert.

Aufgabe 201233A:
Es sind alle natürlichen Zahlen n zu ermitteln, die die folgende Eigenschaft haben:

Für alle reellen Zahlen a und b mit 0 < a < b gilt

a+
1

1 + an
< b+ 11 + bn.

Aufgabe 201233B:
Ist f eine im Intervall 0 ≤ x ≤ 1 definierte Funktion, so seien für sie die folgenden Bedingungen (1), (2),
(3) betrachtet:

(1) Für jedes reelle x mit 0 ≤ x ≤ 1 gilt f(x) ≥ 0.

(2) Es gilt f(1) = 1.

(3) Für jedes reelle x1 mit 0 ≤ x1 ≤ 1 und jedes reelle x2 mit 0 ≤ x2 ≤ 1 und x1 + x2 ≤ 1 gilt
f(x1 + x2) ≥ f(x1) + f(x2).
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a) Man beweise: Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3) genügt, so gilt f(x) < 2x
für jedes reelle x mit 0 < x ≤ 1.

b) Man überprüfe, ob auch die folgende Aussage wahr ist:

Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2), (3) genügt, so gilt f(x) ≤ 1, 99 · x für jedes
reelle x mit 0 < x ≤ 1.

Aufgabe 201234:
Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen k, für die die Gleichung

x

k − 4
+

k

2 (k − 4)
+
k + 4

x
= 0

lösbar ist (d.h. mindestens eine Lösung x besitzt), wobei alle Lösungen x ganzzahlig sind.

Aufgabe 201235:
Man beweise, daß für jede natürliche Zahl n die folgende Aussage gilt:

Wenn die Anzahl der Ecken eines regelmäßigen Vielecks gleich 3n ist, dann gibt es kein rechtwinkliges
Koordinatensystem, in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses Vielecks rationale Zahlen sind.

Aufgabe 201236:
Man zeige, daß zu jeder natürlichen Zahl n ≥ 1 und jeder natürlichen Zahl B > 1 eine natürliche Zahl
C ≥ 1 existiert, die im Positionssystem mit der Basis B nur aus Ziffern Null und Eins besteht und durch
n teilbar ist.
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20. Mathematik-Olympiade 1980/81

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 201241:
In einem beliebigen Dreieck ABC seien D, E, F die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden des Dreiecks
mit den Dreieckseiten.

Man beweise: Sind I der Flächeninhalt des Dreiecks ABC und I1 der Flächeninhalt des Dreiecks DEF , so
gilt I1 ≤ I

4 .

Aufgabe 201242:
In einem Fischgeschäft stehen für die Aufbewahrung lebender Karpfen drei Wasserbehälter zur Verfügung.
Zum Verkaufsbeginn sind in jedem dieser drei Behälter genau 20 Karpfen. Am Verkaufsende sind noch insge-
samt 3 Karpfen vorhanden. Die verkauften Karpfen wurden einzeln nacheinander entnommen. Ein Tausch
eines Karpfens von einem Behälter in einen anderen fand nicht statt; neue Karpfen waren während des
Verkaufs nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem Komma gerundet die Wahrscheinlichkeit dafür, daß am Ver-
kaufsende in jedem der drei Behälter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit p ist folgendermaßen definiert: Es sei A die Anzahl aller
verschiedenen Möglichkeiten für die Reihenfolge der Entnahme von 57 Karpfen aus den drei Behältern.
Ferner sei G die Anzahl aller derjenigen unter diesen Möglichkeiten, bei denen am Verkaufsende in jedem
der drei Behälter genau ein Karpfen ist. Dabei gelten zwei mögliche Reihenfolgen der Entnahme genau dann
als gleich, wenn sie für jedes i = 1, 2, ..., 57 in der Angabe übereinstimmen, aus welchem Behälter die i-te
Entnahme eines Karpfen erfolgte. Mit diesen Bezeichnungen ist p = G

A .

Aufgabe 201243:
Gegeben sei eine reelle Zahl a 6= 0 mit | a | 6= 1. Man ermittle alle reellen Lösungen x der Gleichung

(x4 + 1)(x4 + 6x2 + 1)

x2(x2 − 1)2
=

(a4 + 1)(a4 + 6a2 + 1)

a2(a2 − 1)2
.

Aufgabe 201244:
Es sei a1, a2, ..., an, ... diejenige Folge reeller Zahlen, für die

a1 = 1 und an+1 = 2an +
√

3a2n + 1 (n = 1, 2, 3, ...) gilt.

Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser Folge, die ganzzahlig sind.

Aufgabe 201245:
Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 sei

f(n) =

n2∑
k=1

n−
[√
k − 1

]
√
k +
√
k − 1

(1)
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Man ermittle einen geschlossenen Ausdruck für f(n) (d.h. einen Ausdruck, der f(n) in Abhängigkeit von n
so darstellt, daß zu seiner Bildung nicht wie in (1) eine von n abhängende Anzahl von Rechenoperationen
verlangt wird).

Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zahl, so bezeichnet [x] diejenige ganze Zahl, für die [x] ≤ x < [x] + 1
gilt.

Aufgabe 201246A:
Eine Strecke AB von 10 m Länge soll auf folgende Weise durch wiederholtes Halbieren in 10 näherungsweise
gleichlange Strecken zerlegt werden:

(1) Zunächst wählt man beliebige Punkte P (0)
1 , P (0)

2 , ..., P (0)
9 auf der Strecke AB und definiert P (0)

0 = A

und P (0)
10 = B.

(2) Liegen nun für eine natürliche Zahl n bereits als n-te Näherung Punkte P (n)
0 , P (n)

1 , ..., P (n)
10 vor, so

definiert man P
(n+1)
0 = A, P (n+1)

10 = B sowie für j = 1, 2, ..., 9 jeweils P (n+1)
j als Mittelpunkt der

Strecke P (n+1)
j−1 P

(n)
j+1.

Es seien Q1, Q2, ..., Q9 die Punkte auf AB, die AB in 10 genau gleich lange Teilstrecken zerlegen, für die
also AQ1 = Q1Q2 = ... = Q8Q9 = Q9B = 1 m gilt.

Beweisen Sie, daß eine natürliche Zahl N so existiert, daß für jede Wahl der Punkte P (0)
1 , P (0)

2 , ..., P (0)
9 auf

AB gilt: Bei der n-ten Näherung weicht jeder der Punkte P (N)
j (j = 1, 2, ..., 9) um weniger als 1 mm von der

Lage des Punktes Qj ab, d.h., es gilt P
(N)
j Qj < 1 mm.

Aufgabe 201246B:
Ist T = ABCD ein Tetraeder, so bezeichne s die Summe aller Kantenlängen von T . Dabei sei in dieser
Aufgabe jede (in Zentimeter zu messende) Kantenlänge nur durch ihre Maßzahl angegeben.

Man untersuche, ob es unter allen Tetraedern T mit den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) eines gibt, für
das s einen größten Wert annimmt. Trifft das zu, so ermittle man diesen größten Wert von s.

Die geforderten Eigenschaften sind:

(1) �BDC = �CDA = �ADB = 90◦.

(2) Sämtliche Kantenlängen von T sind nicht kleiner als 1
6 .

(3) Das Volumen von T ist gleich 1
6 .

1.-34. Olympiade - Klasse 12 143



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
21. Mathematik-Olympiade 1981/82

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 211211:
Gegeben sei die Seitenlänge a eines gleichseitigen Dreiecks ABC. Auf diesem Dreieck als Grundfläche soll
eine Pyramide ABCD mit den folgenden Eigenschaften (1), (2) errichtet werden:

(1) Die Kanten AD, BD und CD haben einander gleiche Länge s.

(2) Die Höhe h der Pyramide ist das arithmetische Mittel aus a und s.

Man untersuche, ob es eine derartige Pyramide ABCD gibt und ob dann h und s eindeutig durch a bestimmt
sind. Ist dies der Fall, so ermittle man h und s.

Aufgabe 211212:
Man ermittle alle geordneten Paare (x; y) von Null verschiedener reeller Zahlen x, y, die das folgende
Gleichungssystem erfüllen:

(x+ y)2 + 3(x+ y) = 4,

1

x
+

1

y
= −1

6
.

Aufgabe 211213:
Eine Menge M enthalte genau 55 Elemente. Für jede natürliche Zahl k mit 0 ≤ k ≤ 55 bezeichne Ak die
Anzahl aller derjenigen Teilmengen von M, die genau k Elemente enthalten.

Ermitteln Sie alle diejenigen natürlichen Zahlen k, für die Ak am größten ist!

Aufgabe 211214:
Jede natürliche Zahl läßt sich bekanntlich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen.

In welcher der beiden natürlichen Zahlen 1 981! und 1 000! · 981! erhält bei dieser Darstellung die Primzahl
7 den größeren Exponenten?

Hinweis: Wenn n eine natürliche Zahl mit n ≥ 1 ist, so ist n! definiert durch n! = 1 · 2 · ... · (n− 1) · n.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 211221:
Sind a1 und d gegebene reelle Zahlen, so sei (an) die arithmetische Zahlenfolge mit an = a1 + (n− 1)d für
n = 1, 2, 3, .... Ferner werde für n = 1, 2, 3, ... definiert:

sn =

n∑
k=1

ak, zn =

n∑
k=1

sk.

a) Man ermittle a1 und d so, daß s4 = 4 und z4 = 15 gilt.

b) Man beweise, daß für beliebige reelle a1, d und alle n = 1, 2, 3, ...

zn =
n(n+ 1)

2
(a1 +

n− 1

3
d) gilt.

Aufgabe 211222:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, für die
√

2x2 − 1 < 1
x gilt.

Aufgabe 211223:
Es sei ABCD ein beliebiges Viereck. Seine Seitenlängen seien a, b, c, d; sein Flächeninhalt sei F .

Man beweise, daß dann stets die folgende Ungleichung (1) gilt

F ≤ 1

4

(
a2 + b2 + c2 + d2

)
. (1)

Ferner ermittle man alle diejenigen Vierecke, für die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 211224:
Man beweise: Für jede ungerade ganze Zahl n ≥ 3 ist(

1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n− 1

)
· 2 · 3 · 4 · ... · (n− 1)

eine durch n teilbare ganze Zahl.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 211231:
Es sei P (x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 ein Polynom mit rationalen Koeffizienten a0, a1, a2, a3.

Man beweise : Wenn P (x) eine Nullstelle der Form x0 = b +
√
c mit rationalen Zahlen b, c besitzt, für die√

c irrational ist, so ist auch x1 = b−
√
c eine Nullstelle von P (x).

Aufgabe 211232:

a) Beweisen Sie, daß kein Polyeder existiert, das genau sieben Kanten besitzt!

b) Beweisen Sie, daß für jede natürliche Zahl n mit n > 7 ein Polyeder existiert, das genau n Kanten
besitzt!

Hinweis: Ein Polyeder ist ein ebenflächig begrenzter Körper. Im Sinne der Aufgabenstellung wird positives
Volumen vorausgesetzt; weitere Anforderungen wie Konvexität werden nicht gestellt.

Aufgabe 211233:
Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (a, b, c) reeller Zahlen, für die folgendes gilt:

Die für alle reellen Zahlen x 6= −c durch f(x) = ax+b
x+c definierte Funktion f genügt den folgenden Bedin-

gungen:

(1) Es gibt reelle Zahlen x, für die f(x), f(f(x)) und f(f(f(x))) definiert ist.

(2) Für jede solche Zahl x mit x 6= −1 gilt f(f(f(x))) = x−1
x+1 .

Aufgabe 211234:
Man ermittle alle diejenigen von 0 verschiedenen reellen Zahlen q, die die folgende Eigenschaft haben:

Es gibt eine von 0 verschiedene Zahl a1 und eine natürliche Zahl k ≥ 3 so, daß in der durch an = a1 ·
qn−1 (n = 1, 2, 3, ...) definierte Zahlenfolge (an) das Glied ak gleich dem arithmetischen Mittel der beiden
vorangehenden Glieder ak−1 und ak−2 ist.

Aufgabe 211235:
37 Karten, von denen jede auf der einen Seite rot und auf der anderen Seite blau gefärbt ist, seien so auf
einen Tisch gelegt, daß genau 9 Karten von ihnen oben ihre blaue Seite zeigen. Es sollen nun in Arbeitsgängen
Karten umgedreht werden, und zwar in jedem einzelnen Arbeitsgang genau 20 beliebige der 37 Karten.

Untersuchen Sie, ob man mit endlich vielen Arbeitsgängen erreichen kann, daß alle 37 Karten

a) oben ihre rote Seite,
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b) oben ihre blaue Seite

zeigen. Falls das möglich ist, ermitteln Sie jeweils die kleinste Anzahl der dafür hinreichenden Arbeitsgänge!

Aufgabe 211236A:
Unter einem Stapel von Gegenständen (wie z.B. Konservenbüch-
sen) sei eine Anordnung wie in der Abbildung verstanden, bei der
jeweils für k = 1, 2, ...,m in der k-ten Reihe genau k Gegenstände
stehen. Dabei ist m eine natürliche Zahl, die als Höhe des Stapels
bezeichnet werde. (Die Frage der praktischen Herstellbarkeit von
Stapeln mit großer Höhe sei in dieser Aufgabe nicht berücksich-
tigt.)

Untersuchen Sie, ob eine Zahl z mit 1 000 ≤ z ≤ 10 000 so exi-
stiert, daß es einen Stapel aus z Gegenständen gibt, der sich in
zwei Stapel von untereinander gleicher Höhe umordnen läßt!

...

m−te Reihe

...

3. Reihe

2. Reihe

1. Reihe

...

...

...

Aufgabe 211236B:
Man beweise für jede ganze Zahl n mit n ≥ 3:

Ist An die Anzahl aller verschiedenen Darstellungen von n als Summe dreier positiver ganzzahliger Sum-
manden, so gilt ∣∣∣∣An − n2

12

∣∣∣∣ < 1

2

Dabei werden zwei Darstellungen genau dann als verschieden bezeichnet, wenn sich nicht die eine durch
Änderung der Reihenfolge der Summanden aus der anderen erhalten läßt.
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 211241:
Man untersuche, ob sich aus 1 982 Zahlen a1, a2, ... , a1 982, die der Bedingung |ak| = 1 (k = 1, 2, ..., 1 982)
genügen, aber sonst beliebig vorgegeben sind, stets Zahlen so auswählen lassen, daß folgende Bedingungen
erfüllt sind:

(1) Es wird mindestens eine der Zahlen ak ausgewählt.

(2) Es wird mindestens eine der Zahlen ak nicht ausgewählt.

(3) Die Summe aller ausgewählten Zahlen ist gleich der Summe aller nicht ausgewählten Zahlen.

Aufgabe 211242:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

In dem Gleichungssystem

a1x+ b1y + c1z = 1,

a2x+ b2y + c2z = 1, (1)
a3x+ b3y + c3z = 1

belegt zunächst A einen der Koeffizienten ai, bi, ci (i = 1, 2, 3) mit einer von ihm gewählten natürlichen
Zahl. Dann belegt B einen der verbleibenden Koeffizienten mit einer von ihm gewählten natürlichen Zahl,
dann wieder A, dann B u.s.w., bis endlich A den letzten (neunten) Koeffizienten mit einer natürlichen Zahl
belegt.

A hat gewonnen, wenn nach diesen Belegungen das Gleichungssystem (1) genau eine reelle Lösung (x, y, z)
besitzt. B hat gewonnen, wenn nach den Belegungen das Gleichungssystem (1) keine oder unendlich viele
reelle Lösungen (x, y, z) besitzt.

Man untersuche, ob B durch geeignete Belegungen in jedem Falle den Gewinn erzwingen kann.

Aufgabe 211243:
Man beweise, daß sich aus fünf geraden Stäben kein räumlicher Streckenzug ABCDEA bilden läßt, der die
folgenden Eigenschaften (1) und (2) besitzt:

(1) Keine vier der fünf Punkte A, B, C, D, E liegen in einer gemeinsamen Ebene.

(2) Aus einer geeigneten Blickrichtung betrachtet, gilt (siehe Abbildung): Keine zwei der fünf Punkte
A, B, C, D, E werden genau hintereinander (also scheinbar miteinander zusammenfallend) gesehen;
ein innerer Punkt der Strecke CD verdeckt einen inneren Punkt von AE, ein innerer Punkt von BC
verdeckt einen inneren Punkt von DE, ein innerer Punkt von AE verdeckt einen inneren Punkt von
BC.
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Hinweis: Unter einem inneren Punkt P einer Strecke XY versteht man einen von X und Y verschiedenen,
d.h. zwischen diesen Punkten liegenden Punkt P der Strecke XY

Aufgabe 211244:
Es sei f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ anx
n ein Polynom mit reellen Koeffizienten a0, a1, ..., an, wobei n ≥ 1

und an 6= 0 gelte. Man setze

r =
|a0|+ |a0|+ ...+ |an−1|

|an|
und beweise:

a) Ist r ≥ 1, so liegt jede reelle Nullstelle von f(x) (falls eine solche existiert) im Intervall −r ≤ x ≤ r.

b) Ist r ≤ 1, so liegt jede reelle Nullstelle von f(x) (falls eine solche existiert) im Intervall −1 ≤ x ≤ 1.

Aufgabe 211245:

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit �BCA = 90◦.

Man ermittle die Menge aller derjenigen Punkte P des Raumes, für die PA
2

+ PB
2

= PC
2
gilt.

Aufgabe 211246A:

a) Man beweise: Wenn

a = BC, b = AC, c = AB, d = AD, e = BD, f = CD (1)

die Kantenlängen eines Tetraeders ABCD sind, dann gilt für den Oberflächeninhalt AO dieses Tetra-
eders die Ungleichung

AO <
1

3

(
a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2

)
. (2)

b) Man untersuche, ob sich die Aussage über (2) noch zu folgender Aussage verschärfen läßt: Es gibt eine
kleinste reelle Zahl λ mit λ < 1

3 , so daß für den Oberflächeninhalt AO jedes Tetraeders ABCD, wenn
man dessen Kantenlängen wie in (1) bezeichnet, die Ungleichung

AO ≤ λ
(
a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2

)
. (3)

gilt. Wenn das der Fall ist, so ermittle man diese Zahl λ.

Aufgabe 211246B:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f und g, die für alle nichtnegativen reellen Zahlen x definiert sind,
reelle Funktionswerte haben und folgende Bedingungen erfüllen:

(1) Für alle x ≥ 0 gilt f(x) ≥ 1 und g(x) ≥ 0.

(2) Für alle x ≥ 0 gilt (f(x))2 − (g(x))2 = 1.

(3) Für alle x ≥ 0 und alle y ≥ 0 gilt f(
√
x2 + y2) = f(x) · f(y) + g(x) · g(y).

(4) Für alle x ≥ 0 und alle y ≥ 0 gilt g(
√
x2 + y2) = f(x) · g(y) + g(x) · f(y).
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 221211:
Man ermittle alle Paare (x; y) reeller Zahlen mit x 6= 0 und y 6= 0, die das folgende Gleichungssystem (1),
(2) erfüllen:

x+
x

y
=

8

3
(1)

y − 1

x
=

5

2
(2)

Aufgabe 221212:
Man beweise:

Sind a, b die Seitenlängen eines Parallelogramms und e, f die Längen seiner Diagonalen, so gilt a2−b2 < ef .

Aufgabe 221213:
In einem alten Rechenbuch wird das folgende Verfahren für die Multiplikation der Zahl 142 857 mit einer
natürlichen Zahl n, die größer als 7 ist, angegeben:

Beispiel für n = 326

Man dividiere zunächst n durch 7 (326 : 7 = 46, Rest 4)

und schreibe als erste Zahl den
ganzzahligen Teil des Ergebnisses auf. 46

Dann multipliziere man 142 857 mit
dem Rest (142 857 · 4 = 571 428)

und schreibe das Produkt hinter
die zuerst aufgeschriebene Zahl. 46 571 428

Von der so gebildeten Zahl subtrahiere
man die zuerst aufgeschriebene Zahl. −46

Das Ergebnis ist das gesuchte Produkt. 46 571 382 = 142 857 · 326

Es zeigt sich jedoch, daß dieses Verfahren nicht für alle natürlichen Zahlen n > 7 zum richtigen Ergebnis
führt.

a) Ermitteln Sie alle diejenigen natürlichen n mit n > 7, für die das Verfahren zum richtigen Ergebnis
führt!
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b) Nennen und begründen Sie für die anderen n > 7 ein zum richtigen Ergebnis führendes Verfahren, das
ebenfalls das Multiplizieren von 142 857 mit einer Zahl größer als 7 vermeidet und die Division von n
durch 7 zum Ausgangspunkt hat!

Aufgabe 221214:
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x, die die Eigenschaft haben, daß von den folgenden Aussagen
(A), bis (F) vier wahr und zwei falsch sind!

(A) x ist eine positive rationale Zahl.

(B) x ist eine natürliche Zahl, oder x ist mit einer ganzen Zahl g 6= 0 in der Form x = 1
g darstellbar.

(C) x2 ist eine ganze Zahl, x ist aber selbst nicht ganzzahlig.

(D) Es gilt 7 < x2 < 9.

(E) x ist eine positive reelle Zahl, aber keine natürliche Zahl.

(F) Wenn x rational ist, so ist x ganzzahlig.

Hinweis: Eine Aussage der Form ”Wenn p, so q” ist genau dann wahr, wenn die Aussage ”(nicht p) oder q”
wahr ist. Eine Aussage der Form ”u oder v” ist genau dann wahr, wenn von den beiden Teilaussagen u und
v mindestens eine wahr ist.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 221221:
Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, die das Gleichungssystem

x · (y + z) = 5

y · (x+ z) = 8

z · (x+ y) = 9 erfüllen!

Aufgabe 221222:
Man untersuche, ob es unter allen Dreiecken, bei denen für die Seitenlängen a, b, c die Beziehungen

a ≤ 1 cm ≤ b ≤ 2 cm ≤ c ≤ 3 cm

gelten, ein Dreieck mit größtmöglichem Flächeninhalt gibt. Ist das der Fall, so ermittle man diesen Flächen-
inhalt.

Aufgabe 221223:
Man beweise:

Sind a und b von Null verschiedene natürliche Zahlen, d ihr größter gemeinsamer Teiler und v ihr kleinstes
gemeinsames Vielfaches, so gilt

a+ b ≤ d+ v. (1)

Man untersuche, für welches a, b in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 221224:
Es sei n 6= 0 eine natürliche Zahl. Auf einer Kreislinie seien 2n paarweise verschiedene Punkte P1, P2, ...,
P2n gegeben. Gesucht wird die Anzahl An aller verschiedenen Möglichkeiten, eine Menge von n Sehnen so
zu zeichnen, daß folgende Forderungen erfüllt sind:

Jede Sehne verbindet einen der Punkte P1, P2, ..., P2n mit einem anderen dieser Punkte, und keine zwei
dieser Sehnen haben im Innern oder auf dem Rand des Kreises einen gemeinsamen Punkt.

Zwei Möglichkeiten gelten genau dann als verschieden, wenn es mindestens ein Punktepaar Pi, Pj gibt, das
bei der einen der beiden Möglichkeiten durch eine Sehne verbunden ist, bei der anderen Möglichkeit dagegen
nicht.

a) Ermitteln Sie die Anzahl A3, indem Sie zu sechs Punkten P1, P2, ..., P6 mehrere verschiedene Mög-
lichkeiten für drei Sehnen angeben und nachweisen, daß damit alle verschiedenen Möglichkeiten der
geforderten Art erfaßt sind!
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b) Ermitteln Sie eine Formel, mit der man für beliebiges n ≥ 2 die Anzahl An aus den Anzahlen A1, ...,
An−1 berechnen kann!

c) Ermitteln Sie die Anzahl A5!
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 221231:
Es sind alle nichtnegativen ganzzahligen Lösungen des Gleichungssystems

x1 + 11x2 + 21x3 + 31x4 + 41x5 = 55,

2x1 + 12x2 + 22x3 + 32x4 + 42x5 = 60,

3x1 + 13x2 + 23x3 + 33x4 + 43x5 = 65,

4x1 + 14x2 + 24x3 + 34x4 + 44x5 = 70,

5x1 + 15x2 + 25x3 + 35x4 + 45x5 = 75

zu ermitteln.

Aufgabe 221232:
Man ermittle für alle diejenigen 30-Tupel (a1, a2, ..., a30) von (nicht notwendig verschiedenen) positiven
ganzen Zahlen ai (i = 1, ..., 30), die

30∑
i=1

ai = 1 983

erfüllen, den größten Wert, den der größte gemeinsame Teiler d der Zahlen ai annehmen kann.

Aufgabe 221233A:

a) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl p mit der folgenden Eigenschaft gibt: In jedem konvexen
Viereck gilt für die Seitenlängen a, b, c, d und den Flächeninhalt F des Vierecks F ≤ p·(a2+b2+c2+d2).

b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl q mit der folgenden Eigenschaft gibt: In jedem Dreieck
gilt für die Seitenlängen a, b, c und den Flächeninhalt F des Dreiecks F ≤ q · (a2 + b2 + c2).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl p bzw. q gibt, so ermittle man jeweils diese Zahl.

Aufgabe 221233B:
Man beweise:

a) Wenn es zu einem Tetraeder ABCD eine Kugel K gibt, die alle sechs Kanten des Tetraeders berührt,
dann gilt:

AB + CD = AC +BD = AD +BC (1)

b) Wenn (1) für ein Tetraeder ABCD gilt, dann gibt es eine Kugel K, die alle sechs Kanten des Tetraeder
berührt.
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Definition: Eine Kugel K berührt genau dann eine Strecke s, wenn K die s enthaltende Gerade berührt
und der Berührungspunkt auf s liegt.

Aufgabe 221234:
Ist c eine positive reelle Zahl, so bezeichnet f die für alle reellen x 6= 0 durch f(x) = sin c

x definierte
Funktion.

Gegeben sei nun eine beliebige natürliche Zahl m > 1.

a) Man ermittle (in Abhängigkeit von m) alle diejenigen positiven reellen Zahlen c, für die die Funktion
f im Intervall 10 ≤ x ≤ 20 genau m Nullstellen hat, unter denen sich auch die Zahlen 10 und 20 selbst
befinden.

b) Für jede in a) gefundene Zahl c beweise man, daß f im Intervall 20 ≤ x < ∞ nur endlich viele
Nullstellen hat. Ferner ermittle man (in Abhängigkeit von m und für jede zu dem betreffenden m
gefundene Zahl c) die größte Nullstelle von f .

Aufgabe 221235:

a) Man beweise: Wenn a, b, c reelle Zahlen mit a > 0 und ac− b2 > 0 sind, dann gilt für alle reellen x,
y, die nicht beide 0 sind, ax2 + 2bxy + cy2 > 0.

b) Man beweise: Wenn a, b, c reelle Zahlen mit a > 0 und ac−b2 < 0 sind, dann gibt es in der x, y-Ebene
im Innern jedes Kreises um den Koordinatenursprung (0; 0) zwei Punkte P1 und P2 mit folgenden
Eigenschaften:

Für die Koordinaten (x1; y1) von P1 gilt die Ungleichung ax21 + 2b x1 y1 + cy21 > 0;
für die Koordinaten (x2; y2) von P2 gilt die Ungleichung ax22 + 2b x2 y2 + cy22 < 0.

Aufgabe 221236:
Eine Tür soll mit einer genügend großen Anzahl von Schlössern versehen werden. Zu jedem Schloß soll eine
Sorte passender Schlüssel in genügend großer Anzahl vorhanden sein, wobei jeder Schlüssel zu genau einem
Schloß passen soll. Elf Personen sollen derartige Schlüssel erhalten, aber nicht jede Person für jedes Schloß.
Ein Vorschlag lautet vielmehr, es solle folgendes erreicht werden:

Immer wenn mindestens sechs der elf Personen anwesend sind, befindet sich unter ihren Schlüsseln für jedes
Schloß auch ein passender Schlüssel; immer wenn weniger als sechs Personen anwesend sind, haben sie für
mindestens ein Schloß keinen passenden Schlüssel.

Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Schlössern sowie eine Schlüsselverteilung (an die elf Personen), mit
der dieser Vorschlag realisierbar wäre!
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OJM
22. Mathematik-Olympiade 1982/83

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 221241:

a) Untersuchen Sie, ob es reelle Zahlen a 6= 0, b und c so gibt, daß die für alle reellen x durch

f(x) = ax4 + bx2 + c (1)

definierte Funktion f die Funktionswerte f(0) = 1, f(2) = 1 hat und bei x = 1 einen lokalen Extrem-
wert besitzt!

b) Gegeben seien zwei beliebige reelle Zahlen x1 und x2 mit 0 < x1 < x2.

Ermitteln Sie (in Abhängigkeit von x1 und x2) alle diejenigen reellen a 6= 0, b, c mit der Eigenschaft,
daß die durch (1) definierte Funktion f die Funktionswerte f(0) = 1, f(x2) = 1 hat und bei x = x1
einen lokalen Extremwert besitzt!

Aufgabe 221242:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a, zu denen es nichtnegative reelle Zahlen x1, x2, x3, x4 gibt,
die die folgenden Gleichungen (1), (2), (3), (4) erfüllen:

x1 + x2 + x3 + x4 = 1, (1)
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = a, (2)

x1 + 22x2 + 32x3 + 42x4 = a2, (3)
x1 + 23x2 + 33x3 + 43x4 = a3. (4)

Aufgabe 221243:
Man untersuche, ob es nichtnegative

a) reelle Zahlen x1, x2, x3, x4,

b) ganze Zahlen x1, x2, x3, x4

mit x1 + x2 + x3 + x4 = 4 und x2 + 2x3 + 3x4 = 4 gibt, so daß die Summe s = x21 + x22 + x23 + x24 einen
kleinsten Wert annimmt. Ist das der Fall, so ermittle man jeweils zu a) bzw. b) solche Zahlen x1, x2, x3, x4
sowie den zugehörigen Wert s.

Aufgabe 221244:
Man beweise, daß das Polynom

f(x) =
1

630
· x9 − 1

27
· x7 +

13

30
· x5 − 82

63
· x3 +

32

35
· x

für alle ganzzahligen x ganzzahlige Werte annimmt.
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Aufgabe 221245:
Es seien a1, a2, ..., an reelle Zahlen. Bei einem ungestörten technischen Prozeß sei

x1 = a1 + a2 + ...+ an (1)

die Maßzahl einer von a1, a2, ..., an abhängigen Größe. Bei einem gestörten technischen Prozeß betrage die
Maßzahl dieser Größe dagegen

x2 =
a1

1 + ε1
+

a2
1 + ε2

+ ...+
an

1 + εn
. (2)

Dabei seien ε1, ε2, ..., εn reelle Zahlen, zu denen es eine natürliche Zahl m ≥ 1 derart gibt, daß für alle
µ = 1, 2, ..., n die Ungleichung

|εµ| ≤ 10−m gilt. (3)

Beweisen Sie, daß aus diesen Voraussetzungen (1), (2), (3) stets die Ungleichung

|x1 − x1| ≤
1

10m − 1
(|a1|+ |a2|+ ...+ |an|) folgt!

Aufgabe 221246A:
Es sei ABCD ein Tetraeder, bei dem die drei Kanten AD, BD und CD paarweise senkrecht aufeinander-
stehen. Die Längen dieser Kanten AD, BD bzw. CD seien mit a, b, bzw. c bezeichnet. Ferner sei P ein
beliebiger Punkt auf dem Rande des Dreiecks ABC, und dann sei jeweils g die Gerade durch D und P .

a) Man beweise, daß dann hiernach für die Summe s der Abstände der Punkte A, B und C von g stets

s ≤
√

2(a2 + b2 + c2) gilt (1)

b) Man untersuche (in Abhängigkeit von den gegebenen Kantenlängen a, b, c), ob es einen Punkt P derart
gibt, daß in (1) das Gleichheitszeichen gilt. Wenn das der Fall ist, so ermittle man (in Abhängigkeit
von a, b, c) alle diese Punkte P .

Aufgabe 221246B:
Bei der Untersuchung von Häufigkeitsverteilungen in der mathematischen Statistik treten Funktionen auf,
die für endlich viele natürliche Zahlen definiert sind und für die gefordert wird, daß sie sogenannte Funktio-
nalgleichungen (Gleichungen zwischen verschiedenen Funktionswerten) erfüllen. Ein Beispiel hierfür ist das
folgende:

Gegeben seien eine natürliche Zahl n ≥ 2 und eine reelle Zahl p mit 0 < p < 1. Man ermittle (in Ab-
hängigkeit von n und p) diejenigen Funktionen f mit der Menge {1, 2, ..., n} als Definitionsbereich, die für
k = 1, 2, ..., n die folgende Gleichung (1) erfüllen:

n∑
x=0

x · (x− 1) · (x− 2) · ... · (x− k + 1) · f(x) = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n− k + 1) · pk. (1)

Hinweis: Für k = 1 ist die Gleichung (1) sinngemäß als
∑n
x=0 x · f(x) = n · p aufzufassen.
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OJM
23. Mathematik-Olympiade 1983/84

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 231211:

In dem folgenden Schema (siehe Abbildung) ist in je-
des leere Feld jeweils eine Ziffer so einzutragen, daß eine
richtig gerechnete Divisionsaufgabe entsteht. Insbeson-
dere darf keine der mehrstelligen Zahlen des ausgefüllten
Schemas an erster Stelle die Ziffer 0 erhalten.

Beweisen Sie, daß es genau eine Eintragung von Ziffern
in die leeren Felder gibt, die diesen Anforderungen ge-
nügt! Ermitteln Sie diese Eintragung!

0

9 : =

Aufgabe 231212:
Man ermittle alle Tripel (x; y; z) von Null verschiedener reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2), (3) erfüllen:

x+
1

y
= −2 (1)

y +
1

z
= −1

2
(2)

1

x
+ z = 1. (3)

Aufgabe 231213:
Man gebe die Menge aller ebenen, konvexen, nichtentarteten Vierecke ABCD an, für die zwei der vier
folgenden Aussagen wahr und zwei der Aussagen falsch sind:

(1) Das Viereck ABCD besitzt wenigstens ein Paar paralleler Seiten.

(2) Das Viereck ABCD besitzt vier gleichlange Seiten.

(3) Ein Innenwinkel des Vierecks ABCD ist ein rechter Winkel.

(4) Kein Innenwinkel des Vierecks ABCD hat eine Größe von 90◦.

Aufgabe 231214:
Bernd und Jürgen führen mit genau fünf roten, genau vier blauen Spielsteinen und einem Vorratsbehälter,
der eine ausreichende Anzahl gelber Spielsteine enthält, ein Spiel nach folgenden Regeln durch:
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Zu Beginn werden die fünf roten, die vier blauen und genau drei gelbe Steine auf den Tisch gelegt. Danach
sind die Spieler abwechselnd am Zug. Wer am Zug ist, nimmt drei beliebige Steine vom Tisch, wobei es nur
verboten ist, drei rote Steine zu nehmen; danach verfährt er nach folgenden Vorschriften:

(1) Jeder genommene rote Stein wird wieder auf den Tisch gelegt.

(2) Für jeden genommenen blauen Stein wird ein gelber Stein aus dem Vorratsbehälter auf den Tisch
gelegt; der blaue Stein kommt in den Vorratsbehälter.

(3) Jeder genommene gelbe Stein kommt in den Vorratsbehälter.

Sind diese Vorschriften befolgt, so hat der betreffende Spieler seinen Zug beendet. Hat ein Spieler mit
seinem Zug erreicht, daß nur noch rote Steine auf dem Tisch liegen (so daß der Gegenspieler keinen Zug
mehr anschließen kann), so hat er gewonnen. Jürgen macht den ersten Zug.

Geben Sie eine Strategie an, mit der Jürgen den Sieg erzwingen kann!
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OJM
23. Mathematik-Olympiade 1983/84

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 231221:
Ist (an) eine Folge reeller Zahlen, so bezeichne sn ihre n-te Partialsumme: sn =

∑n
k=1 ak. Man ermittle

a) von jeder arithmetischen Folge (an), für die s4 = 15 und s8 = 255 gilt,

b) von jeder geometrischen Folge (an), für die s4 = 15 und s8 = 255 gilt,

die ersten fünf Glieder a1, a2, ..., a5.

Aufgabe 231222:
Es sei P = ABCA′B′C ′ ein gerades dreiseitiges Prisma mit der Grundfläche ABC, der Deckfläche A′B′C ′
und den parallelen Kanten AA′, BB′, CC ′. Auf diesen seien drei Punkte X, Y , Z gelegen, X zwischen A
und A′, Y zwischen B und B′, Z zwischen C und C ′.

Man beweise, daß der Körper K = ABCXY Z das Volumen VK = 1
3F (x + y + z) hat, wobei x = AX,

y = BY , z = CZ ist und F den Flächeninhalt von ABC bezeichnet.

Aufgabe 231223:
Es sei ABCD ein beliebiges Trapez mit AB ‖ CD. Die Längen seiner Seiten und Diagonalen seien folgen-
dermaßen bezeichnet:

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = e, BD = f.

Man beweise, daß dann stets die folgenden Gleichungen (1) und (2) gelten!

af2 + ce2 = (a+ c) (ac+ b2) (1)
ae2 + cf2 = (a+ c) (ac+ d2). (2)

Aufgabe 231224:
Man ermittle alle natürlichen Zahlen n, für die die Zahl 2n + 5 eine Quadratzahl ist.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 160



http://www.olympiade-mathematik.de

OJM
23. Mathematik-Olympiade 1983/84

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 231231:
In einem Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Seite AB. Eine Gerade durch M verlaufe so, daß sie AC
in einem Punkt D und die Verlängerung von BC über C hinaus in einem Punkt E schneidet und daß dabei
die Dreiecke AMD und CED den gleichen Flächeninhalt haben.

Beweisen Sie, daß durch diese Voraussetzung das Verhältnis AD : DC eindeutig bestimmt ist, und ermitteln
Sie dieses Verhältnis!

Aufgabe 231232:
Die Kantenlängen eines beliebigen Quaders seien a, b, c und die Länge seiner Raumdiagonale sei d.

Man beweise, daß dann stets die folgende Ungleichung (1) gilt:

(ab)2 + (bc)2 + (ac)2 ≥ abcd ·
√

3. (1)

Ferner ermittle man alle diejenigen Quader, für die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 231233A:
Man untersuche, ob es eine Folge a1, a2, ..., an, ...

a) von positiven rationalen Zahlen ai,

b) von positiven ganzen Zahlen ai

mit folgenden Eigenschaften (1) und (2) gibt:

(1) Nicht alle Glieder der Folge sind einander gleich.

(2) Für alle n ≥ 2 gilt
1

an
=

1

2
·
(

1

an−1
+

1

an+1

)
;

d.h. an ist das harmonische Mittel von an−1 und an+1.

Falls eine solche Folge im Falle a) bzw. im Falle b) existiert, so sind ihre Glieder anzugeben. Falls sie nicht
existiert, so ist das zu beweisen.

Aufgabe 231233B:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

20 Karten, von denen jede mit genau einer der Zahlen 1, 2, 3, ..., 20 beschriftet ist (wobei jede dieser Zahlen
vorkommt), liegen aufgedeckt, so daß die Zahlen zu sehen sind, auf dem Tisch. Von diesen Karten hat A in
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Gedanken zwei ausgewählt, ohne daß B weiß, um welche Karten es sich handelt.

B versucht nun, diese beiden Karten wie folgt zu ermitteln: Als ersten Zug nimmt B zwei beliebig von ihm
ausgewählte Karten, und A sagt ihm, wie viele von diesen beiden Karten richtig sind (0, 1 oder 2 Karten).
Dann legt B diese Karten wieder aufgedeckt zurück.

Waren es noch nicht die beiden richtigen Karten, so nimmt B beim zweiten Zug wieder zwei beliebig von
ihm gewählte Karten, und A sagt ihm, wieviele davon richtig sind; B legt dann diese Karten wieder zurück.
Dieses Verfahren wird so lange mit dem 3., 4., ... Zug fortgesetzt, bis B in einem dieser Züge die beiden
richtigen Karten genommen hat. B hat gewonnen, wenn er spätestens mit dem 12. Zug die beiden richtigen
Karten nimmt.

Bei einer Durchführung dieses Spieles beginnt B das Spiel mit der folgenden Strategie: Er nimmt

im 1. Zug die Karten 1, 2 und, falls dies noch nicht die beiden richtigen Karten sind,

im 2. Zug die Karten 3, 4 sowie, in entsprechender Weise fortgesetzt,

falls in keinem der bisherigen Züge die beiden richtigen Karten (gleichzeitig in ein und demselben Zug)
vorkamen, im 9. Zug die Karten (17, 18).

a) Man gebe zu dieser von B begonnenen Strategie eine Fortsetzungsstrategie für die weiteren Züge an,
mit deren Hilfe B den Gewinn erzwingen kann.

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß B bei der angegebenen Strategie sogar spätestens mit
dem 11. Zug die beiden richtigen Karten nimmt?

Aufgabe 231234:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen mit 0 ≤ x < 2π und 0 ≤ y < 2π, die das Gleichungs-
system

3 · sinx · cos y = cosx · sin y (1)
sin2 x+ sin2 y = 1 (2)

erfüllen.

Aufgabe 231235:
Man ermittle alle Paare (a; b) von Primzahlen a und b für die 3a2 + a = b2 + b gilt.

Aufgabe 231236:
Es sei �P0SQ ein Winkel von beliebig, aber fest vorgegebener Größe α < 180◦. Ein vom Punkt P0 aus-
gehender, ins Innere des Winkels gerichteter Lichtstrahl werde jedesmal, wenn er auf einen der Schenkel
des Winkels trifft, nach dem Reflexionsgesetz zurückgeworfen. Die Punkte, in denen der Lichtstrahl dabei
auf die Schenkel des Winkels trifft, seien fortlaufend mit P1, P2, P3, ... bezeichnet (soweit solche Punkte
existieren). Die Größe des Winkels, den zu Beginn der von P0 ausgehende Lichtstrahl mit der von P0 nach
S führenden Halbgeraden bildet, sei ϕ0 genannt (0◦ < ϕ0 < 180◦).

Beim Experimentieren mit derartigen Winkelspiegeln kann man fragen, ob es zu gegebenem ϕ0 endlich oder
unendlich viele Punkte P1, P2, P3, ... gibt, ob es zu jedem ϕ0 unter den Punkten P1, P2, P3, ... einen Punkt
Pk derart gibt, daß SPk ≤ SPi für alle i = 1, 2, 3, ... gilt und durch wieviele Möglichkeiten ... der Rich-
tungswahl ϕ0 es (je nach der Vorgabe von α) erreichbar ist, daß der Lichtstrahl eine auf seinem Weg dem
Punkt S nächstgelegene Teilstrecke Pm−1Pm mit der Eigenschaft SPm−1 = SPm durchläuft, so daß also
das Wegstück P0...Pm−1 symmetrisch liegt zum Wegstück Pm...P2m−1 bezüglich der Winkelhalbierenden
des Winkels �P0SQ. Diese Frage wird durch folgende Teilaufgaben genauer erfaßt:

I. Man beweise die folgenden Aussagen (A) und (B) bei beliebig, aber fest vorgegebenem α
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(A) Für jedes ϕ0 gibt es genau eine natürliche Zahl n so, daß Punkte P0, P1, ..., Pn existieren, während
der von Pn ausgehende Lichtstrahl nicht mehr den anderen Schenkel des Winkels �P0SQ erreicht.

(B) Für jedes ϕ0 gibt es genau eine natürliche Zahl m ≥ 1 so, daß Punkte P0, P1, ..., Pm−1 existieren
und (falls m ≥ 2 ist) für k = 1, ...,m − 1 die Ungleichung SPk < SPk−1 erfüllen, daß dagegen
entweder kein Punkt Pm mehr existiert oder SPm ≥ SPm−1 sowie (falls m < n ist) für k =
m+ 1, ..., n sogar SPk > SPk−1 gilt.

II. Man ermittle alle diejenigen am Anfang vorzugebenden Werte α, zu denen es

(C) genau einen,

(D) genau zwei,

(E) genau n

Werte ϕ0 mit der Eigenschaft gibt, daß für die in (B) gefundene Zahl m (ein Punkt Pm existiert und)
die Gleichung SPm = SPm−1 gilt. In (E) sei dabei n > 2 eine gegebene natürliche Zahl.
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OJM
23. Mathematik-Olympiade 1983/84

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 231241:
Es sei (xn) diejenige Folge von reellen Zahlen, für die x1 = 1 und

xn+1 =
4x2n + 1

5xn + 1
(n = 1, 2, 3, ...) gilt.

Man untersuche, ob diese Folge konvergent ist, und ermittle, falls das zutrifft, ihren Grenzwert.

Aufgabe 231242:

a) Man beweise, daß es eine Menge M mit den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3), (4) gibt:

(1) Jedes Element von M ist eine natürliche Zahl.

(2) Das kleinste Element von M ist die Zahl 1.

(3) Das größte Element von M ist die Zahl 100.

(4) Jedes Element von M mit Ausnahme der Zahl 1 ist die Summe von zwei Elementen von M oder
das Doppelte eines Elementes von M .

b) Man ermittle eine Menge M , die die Bedingungen (1), (2), (3), (4) erfüllt und dabei möglichst wenig
Elemente hat. Daß die ermittelte Menge M diesen Anforderungen genügt, ist zu beweisen.

Aufgabe 231243:
Vier Mathematiker T , D, S, P einigen sich auf ein Ratespiel nach folgenden Regeln:

T denkt sich ein Tripel (x, y, z) ganzer Zahlen mit 1 ≤ x ≤ y ≤ z und x + y + z ≤ 10. Dann soll er D die
Zahl d = y−x, S die Zahl s = x+y+z und P die Zahl p = xyz mitteilen, jeweils so, daß die beiden anderen
den Wert der mitgeteilten Zahl nicht erfahren. Danach sollen sich D, S und P über ihre Informationen
unterhalten.

Untersuchen Sie, ob es ein Tripel (x, y, z) gibt, mit dem bei einer Durchführung dieses Spiels (nach Mitteilung
von d, s und p) das folgende Gespräch stattfinden kann:

P: ”Ich kann das Tripel (x, y, z) nicht eindeutig ermitteln.”

S: ”Das wußte ich schon, bevor Sie es ausgesprochen haben.”

P: ”Jetzt kann ich das Tripel ermitteln.”

D: ”Ich auch.”

S: ”Ich jetzt auch.”
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Wenn es ein solches Tripel gibt, stellen Sie fest, ob es durch dieses Gespräch eindeutig bestimmt ist! Ist dies
der Fall, so geben Sie dieses Tripel an!

Aufgabe 231244:
Seien P1, P2, ..., Pn verschiedene Punkte in der Ebene, n ≥ 2. Man beweise:

max
ij

PiPj >

√
3

2

(√
n− 1

)
·min
ij

PiPj . (1 ≤ i < j ≤ n)

Aufgabe 231245:
Man ermittle alle Funktionen f , die für alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen x definiert sind und die die
folgenden Bedingungen erfüllen:

(1) Für alle x1, x2 mit x1 6= 0, x2 6= 0, x1 + x2 6= 0 ist f( 1
x1+x2

= f( 1
x1

+ f( 1
x2
.

(2) Für alle x1, x2 mit x1 6= 0, x2 6= 0, x1 + x2 6= 0 ist (x1 + x2) · f(x1 + x2) = x1x2 · f(x1) · f(x2).

(3) Es gilt f(1) = 1.

Aufgabe 231246A:

Über n Punkte des Raumes, von denen keine vier in einer gemeinsamen Ebene liegen, wird vorausgesetzt,
daß jedes Tetraeder, das vier dieser n Punkte als Ecken hat, einen Rauminhalt nicht größer als 1 besitzt.

Man beweise aus dieser Voraussetzung, daß es dann im Raum ein Tetraeder mit einem Rauminhalt nicht
größer als 27 gibt, das alle n Punkte in seinem Inneren oder auf seinem Rand enthält.

Anmerkung: In dieser Aufgabe wurde (bei der Angabe von Rauminhalten) einfachheitshalber auf die Angabe
von Maßeinheiten verzichtet. In der Lösungsangabe verfahre man ebenso.

Aufgabe 231246B:
Man untersuche, ob es eine natürliche Zahl k mit k ≥ 1 und k natürliche a1, a2, ..., ak, die nicht notwendig
paarweise verschieden sind, gibt, so daß

a1 + a2 + ...+ ak = 1 984 und
1

a1
+

1

a2
+ ...+

1

ak
= 1 gilt.

Falls das zutrifft, gebe man solche natürlichen Zahlen a1, a2, ..., ak an.
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OJM
24. Mathematik-Olympiade 1984/85

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 241211:
Ist ABC ein rechtwinkliges Dreieck und k sein Umkreis, so bezeichne F1 den Flächeninhalt des Dreiecks
sowie F2 die Differenz zwischen dem Flächeninhalt des Umkreises und F1.

Man ermittle unter allen Werten, die das Verhältnis F2 : F1 unter diesen Voraussetzungen annehmen kann,
den kleinsten ganzzahligen Wert!

Aufgabe 241212:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, y mit x 6= 0 und y 6= 0, die das Gleichungssystem

x2y − 6

xy
= 13

xy + x2y = 6 erfüllen.

Aufgabe 241213:

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, für die 2x− 3, 5x− 14 und
2x− 3

5x− 14
ganze Zahlen sind.

Aufgabe 241214:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

Jeder der beiden Spieler erhält neun Karten, auf denen die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 verzeichnet sind,
jede dieser Zahlen auf genau einer Karte (des betreffenden Spielers).

A beginnt und legt eine seiner Karten auf den Tisch; dann legt B eine seiner Karten auf den Tisch, dann
wieder A und dann B u.s.w. Es wird jeweils die Summe der auf dem Tisch liegenden Zahlen festgestellt.
Das Spiel ist beendet, wenn eine Summe erreicht wird, die größer als 99 ist. Verloren hat derjenige Spieler,
durch dessen Karte diese Summe erreicht wurde; der andere Spieler hat gewonnen.

Man untersuche, ob es eine Strategie gibt, durch die bei jeder möglichen Reihenfolge der von A gespielten
Karten der Spieler B den Gewinn erzwingen kann. Falls das zutrifft, gebe man eine solche Strategie an.
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 241221:

Es sei (an) diejenige Zahlenfolge, für die a1 = 2 und an+1 =
a2n + 1

an + 1
(n = 1, 2, 3, ...) gilt.

a) Berechnen Sie a2 und a3, und beweisen Sie, daß an > 1 für alle n = 1, 2, 3, ... gilt!

b) Beweisen Sie, daß die Folge (an) streng monoton fallend ist!

Aufgabe 241222:
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfüllen!

x2y2 + x2 + y2 − 6 = 9xy (1)
(x+ y)2 = 36. (2)

Aufgabe 241223:
Man prüfe, ob es eine natürliche Zahl n und ganze Zahlen a0, a1, ..., an gibt, so daß für

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

sowohl p(7) = 1 985 als auch p(3) = 1 984 gilt.

Aufgabe 241224:

a) Beweisen Sie, daß in jedem rechtwinkligen Dreieck für die Seitenlängen a, b, c und die Höhenlängen
ha, hb, hc die Ungleichung

3(a2 + b2 + c2) ≥ 4
(
h2a + h2b + h2c

)
gilt! (1)

b) Untersuchen Sie, ob (1) auch in jedem spitzwinkligen Dreieck gilt!

Gibt es a) rechtwinklige, b) spitzwinklige Dreiecke, für die in (1) das Gleichheitszeichen gilt?
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 241231:
Man ermittle die ersten sechs Glieder a1, a2, ..., a6 von allen denjenigen Folgen (an) reeller Zahlen, die die
nachstehenden Eigenschaften (1) bis (5) haben:

(1) Es gilt a1 = − 1
5 .

(2) Es gilt a5 = 3.

(3) a1, a2, a3, a4 sind (in dieser Anordnung) Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge.

(4) a4, a5, a6 sind (in dieser Anordnung) Glieder einer geometrischen Zahlenfolge.

(5) Die Summe der ersten sechs Glieder der Folge (an) beträgt 13
2 .

Aufgabe 241232:

Man beweise: Wenn die Seitenlängen eines Dreiecks ABC nicht kleiner als
√

3 und nicht größer als 2 sind,
dann gilt:

a) ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck.

b) Die Längen der Höhen des Dreiecks ABC sind nicht kleiner als
√

2.

Aufgabe 241233A:
Man ermittle alle Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften:

(1) f ist für alle rationalen Zahlen definiert.

(2) Es gilt f(1) = 1.

(3) Für alle rationalen Zahlen x und y gilt f(x+ y) = f(x) + f(y) + xy(x+ y).

Aufgabe 241233B:
Man ermittle zu jeder geraden natürlichen Zahl n ≥ 2 alle reellen Lösungen x der Gleichung

x · (x+ 1) · (x+ 2) · ... · (x+ n− 1) = (x+ n) · (x+ n+ 1) · (x+ n+ 2) · ... · (x+ 2n− 1).

Aufgabe 241234:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z mit 1 ≤ z ≤ 5, die die Bedingung erfüllen, daß die Gerade mit
der Gleichung y = 1

3x + z und die Parabel mit der Gleichung y = 2x2 mindestens einen Schnittpunkt mit
ganzzahliger Abszisse haben.
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Zu jeder Zahl z, die diese Bedingung erfüllt, gebe man - für die betreffende Gerade und die Parabel - die
Koordinaten aller Schnittpunkte mit ganzzahliger Abszisse an.

Aufgabe 241235:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, c) positiver natürlicher Zahlen, für die ab + bc = abc gilt.

Aufgabe 241236:
Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n, für die

99n + 101n >
51

25
· 100n gilt. (1)
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 241241:

a) Man beweise, daß durch

f(x) =
(x2 − x) · (x2 − x+ 5) + 6

(x2 − x) · (x2 − x+ 6) + 9

eine Funktion f für alle reellen Zahlen x definiert wird.

b) Man ermittle den Wertebereich dieser Funktion.

Aufgabe 241242:

Über vier Kreise k, k1, k2, k′ wird folgendes vorausgesetzt:

Die Kreise k1 und k2 berühren einander von außen; die Mittel-
punkte von k1, k2 und k liegen auf einer gemeinsamen Geraden;
die Kreise k1 und k2 berühren den Kreis k von innen; der Kreis
k′ berührt die Kreise k1 und k2 von außen und den Kreis k von
innen.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen gilt für die Radien r,
r′ von k bzw. k′ stets r′ ≤ r

3 .

k2

k1

k

k’
r

Aufgabe 241243:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f , die für alle reellen Zahlen x mit x 6= 0 definiert sind und den
folgenden Bedingungen (1), (2), (3) genügen:

(1) Für alle reellen Zahlen x mit x 6= 0 gilt f( 1
x ) = x · f(x).

(2) Für alle reellen Zahlen x und y mit x 6= 0, y 6= 0 und x+ y 6= 0 gilt f( 1
x ) + f( 1

y ) = 1 + f( 1
x+y ).

(3) Es gilt f(1) = 2.

Aufgabe 241244:

Es seien a, b und c positive reelle Zahlen mit
√
a+
√
b+
√
c = 1

2 ·
√

3. Man beweise, daß das Gleichungssystem
√
y − a+

√
z − a = 1 (1)√

z − b+
√
x− b = 1 (2)

√
x− c+

√
y − c = 1 (3)
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genau eine Lösung (x, y, z) hat, wobei x, y, z reelle Zahlen sind.

Aufgabe 241245:
Es ist zu beweisen:

Wenn die Längen der Kanten eines Tetraeders ABCD nicht kleiner als
√

3 und nicht größer als 2 sind, dann
sind die Innenwinkel zwischen je zwei Seitenflächen des Tetraeders ABCD nicht größer als 90◦.

Aufgabe 241246A:
Man untersuche, ob es 40 aufeinanderfolgende natürliche Zahlen gibt, die sämtliche kleiner als 109 und nicht
Primzahlen sind.

Aufgabe 241246B:
Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen k, für welche die durch

x1 = 1, xn+1 =
√
k (x2n + xn) (n = 1, 2, 3, ...)

definierte Zahlenfolge (xn) konvergent ist. Zu jeder solchen Zahl k ermittle man den Grenzwert der Zahlen-
folge (xn).
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1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 251211:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfüllen.

x2 + y = 1, (1)
x+ y2 = 1. (2)

Aufgabe 251212:
Einem Kreis k mit dem Radius r = 1 985 mm sei ein gleichseitiges Dreieck ABC einbeschrieben. Ferner
schneide eine durch C verlaufende Gerade s die Gerade g durch A und B in einem Punkt G und den Kreis
k in einem weiteren von C verschiedenen Punkt K.

Man beweise, daß bei jeder Wahl der Geraden s unter den genannten Voraussetzungen das Produkt CG·CK
denselben Wert hat, und berechne diesen Wert.

Aufgabe 251213:
Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n, die folgende Eigenschaften haben:

(1) n läßt bei der Division durch 3 den Rest 1,

(2) n2 läßt bei der Division durch 11 den Rest 1,

(3) es gilt: 100 < n < 200.

Aufgabe 251214:
Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:

Zu Beginn geben sie sich (z.B. durch ein Zufallsverfahren) eine natürliche Zahl K (K ≥ 17) vor. Sodann
wählt A aus der Menge M = {2, 4, 8, 16} eine Zahl aus; sie sei mit a1 bezeichnet. Darauf multipliziert B die
Zahl a1 mit einer Zahl der Menge M und erhält die Zahl b1. Danach multipliziert A die Zahl b1 erneut mit
einer Zahl der Menge M und erhält die Zahl a2. Anschließend setzen B und A diesen Prozeß abwechselnd
fort, bis einer der Spieler ein Produkt erreicht hat, das größer als die vorher festgelegte ZahlK ist. Gewonnen
hat derjenige Spieler, der als erster ein Produkt erreicht, das größer als K ist.

a) Wie muß Spieler A spielen, um mit Sicherheit zu gewinnen, wenn K = 100 vorgegeben ist?

b) Welcher der beiden Spieler kann den Gewinn stets erzwingen, und welche Gewinnstrategie muß er
anwenden, wenn K = 1 000 000 vorgegeben ist?

c) Wie kann man bei beliebig vorgegebenem K entscheiden, welcher der beiden Spieler den Gewinn
erzwingen kann, und wie muß dieser Spieler vorgehen?
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2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 251221:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen x, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfüllen.

x2 + y2 = 5, (1)
x2 + xy = 2. (2)

Aufgabe 251222:

Beweisen Sie, daß in jedem Dreieck ABC für die Seitenlängen a = BC, b = CA, c = AB und die Länge sa
der Verbindungsstrecke zwischen dem Punkt A und dem Mittelpunkt M der Strecke BC die Beziehung

sa =
1

2

√
2(b2 + c2)− a2 gilt!

Aufgabe 251223:

a) Es seien (an) und (bn) die durch an = 3n− 2, bn = a2n (n = 1, 2, 3, ...) definierten Zahlenfolgen.

Beweisen Sie, daß dann die Folge der Differenzen bn+1− bn (n = 1, 2, 3, ...) eine arithmetische Zahlen-
folge ist!

b) Eine Verallgemeinerung der in a) zu beweisenden Aussage lautet:

Wenn (an) eine beliebige arithmetische Folge und (bn) die durch bn = a2n (n = 1, 2, 3, ...) definierte
Folge ist, dann ist die Folge der Differenzen bn+1 − bn (n = 1, 2, 3, ...) ebenfalls eine arithmetische
Folge.

Beweisen Sie auch diese Verallgemeinerung!

Aufgabe 251224:
Man ermittle alle diejenigen positiven ganzen Zahlen n, die die folgende Eigenschaft haben:

Im abgeschlossenen Intervall 〈2n, 2n+1〉 befindet sich mindestens eine durch n3 teilbare natürliche Zahl.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 251231:
Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) natürlicher Zahlen m und n, für die die folgenden Bedingungen
(1) und (2) gelten:

(1) m+ n und m · n sind zweistellige Zahlen.

(2) Vertauscht man die Ziffern der Zahl m + n miteinander, so erhält man die (Zifferndarstellung der)
Zahl m · n.

Aufgabe 251232:
Für eine beliebige natürliche Zahl n ≥ 3 seien n Kreise K1, ..., Kn, so in einer Ebene gelegen, daß sie
folgende Bedingungen erfüllen (wobei der Kreis K1 auch mit Kn+1 bezeichnet sei):

Es gibt einen Punkt O, der auf allen Kreisen K1, ..., Kn liegt. Für i = 1, ..., n gilt: Ki und Ki+1 haben noch
genau einen von O verschiedenen Punkt Ai gemeinsam. Die Punkte A1, ..., An sind paarweise verschieden;
die Strahlen von O aus durch A1, A2, ..., An−1, An, A1 sind in dieser Reihenfolge um O herum angeordnet.

Ferner seien P1, ..., Pn+1 Punkte, die folgende Bedingungen erfüllen: Für i = 1, ..., n gilt: Pi liegt auf Kreis
Ki und ist von O und Ai verschieden: Pi+1 ist der von Ai verschiedene Schnittpunkt des Kreises Ki+1 mit
der Geraden durch Pi und Ai. Die Strahlen von O aus durch An, P1, A1, P2, A2, ..., Pn, An sind in dieser
Reihenfolge um O herum angeordnet.

a) Beweisen Sie, daß für n = 3 aus diesen Voraussetzungen stets P4 = P1 folgt!

b) Untersuchen Sie, ob für jede natürliche Zahl n ≥ 3 aus den genannten Voraussetzungen stets Pn+1 = P1

folgt!

Aufgabe 251233A:
Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele 5-Tupel (x1, x2, x3, x4, x5) von positiven
ganzen Zahlen gibt, für die die folgende Gleichung (1) erfüllt ist:

x31 + x52 + x73 + x114 = x135 (1)

Aufgabe 251233B:
Beweisen Sie, daß es unter allen Zerlegungen 100 = z1 · z2 · ... · zn der Zahl 100 in reelle Faktoren zi ≥ 2
(i = 1, 2, ..., n; n positiv ganzzahlig) eine Zerlegung gibt, für die die Summe s = z1 + z2 + ... + zn einen
kleinstmöglichen Wert hat! Ermitteln Sie eine solche Zerlegung!

Aufgabe 251234:
Acht Gegenstände, die mit A1, A2, ..., A8 bezeichnet seien, sind in zwei Schränke S1 und S2 verschlossen
worden. Zur Ermittlung der Verteilung der Gegenstände werden folgende Aussagen gemacht:

In dem Schrank S1 befinden sich
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(1) A1 genau dann, wenn sich A3 und A5 beide in S1 befinden;

(2) A2 genau dann, wenn sich A3 und A6 beide in S1 befinden;

(3) A3 genau dann, wenn sich A4 und A8 beide in S2 befinden;

(4) A4 genau dann, wenn sich A1 und A8 beide in S2 befinden;

(5) A5 genau dann, wenn sich A6 in einem anderen Schrank befindet als A7;

(6) A6 genau dann, wenn sich A4 in einem anderen Schrank befindet als A5;

(7) A7 genau dann, wenn sich A1 in demselben Schrank befindet wie A2;

(8) A8 genau dann, wenn sich A5 in demselben Schrank befindet wie A7;

Ermitteln Sie alle diejenigen für eine Verteilung der acht Gegenstände auf die beiden Schränke bestehenden
Möglichkeiten, bei denen alle Aussagen (1) bis (8) wahr sind!

Aufgabe 251235:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, für die die folgende Gleichung (1) gilt:

x2 + 12x+ 4

x+ 2
= 6 ·

√
x. (1)

Aufgabe 251236:
Für eine beliebige natürliche Zahl n ≥ 2 seien 2n Punkte P1, ..., P2n im Raum so gelegen, daß es keine
Ebene gibt, auf der vier dieser Punkte liegen. Mit T sei die Menge aller derjenigen Tetraeder bezeichnet,
deren vier Eckpunkte der Menge M = {P1, ..., P2n} angehören. Für jede Ebene ε, die keinen Punkt von M
enthält, sei tε die Anzahl aller derjenigen Tetraeder aus T , die mit ε ein Viereck als Schnittfläche gemeinsam
haben.

Ermitteln Sie zu jeder natürlichen Zahl n ≥ 2 den größtmöglichen Wert, den tε annehmen kann!
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4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 251241:
Zu einer Feier erscheinen fünf Gäste. Der Gastgeber stellt fest, daß unter je drei von diesen Gästen stets
zwei sind, die sich wechselseitig kennen, und zwei, die sich nicht kennen.

Man beweise, daß der Gastgeber seine fünf Gäste so an einen runden Tisch setzen kann, daß an beiden
Seiten jedes Gastes Bekannte dieses Gastes sitzen.

Aufgabe 251242:
Es seien q1, q2, ..., qn (n ≥ 2) paarweise verschiedene Primzahlen. Man beweise, daß aus dieser Voraussetzung
stets

q31 + 1

q31 − 1
· q

3
2 + 1

q32 − 1
· ... · q

3
n + 1

q3n − 1
<

36

25
folgt.

Aufgabe 251243:
Gibt es eine Funktion f, die für alle reellen Zahlen definiert ist, reelle Funktionswerte hat und die folgenden
Bedingungen (1), (2) erfüllt?

(1) Für alle reellen Zahlen x und y gilt f(x+ y) =
f(x) + f(y)

1 + f(x)f(y)
.

(2) Es gilt f(1) = 1
2 .

Aufgabe 251244:

Es sei A1A2A3A4 ein Tetraeder mit gegebenen Kantenlängen A1A2 = a, A1A3 = b, A1A4 = c, A2A3 = d,
A2A4 = e, A3A4 = f .

Man untersuche, ob es einen Punkt P im Raum gibt, so daß die Summe s der Quadrate des Abstandes des
Punktes P von den Eckpunkten des Tetraeders einen kleinsten Wert annimmt. Falls das zutrifft, ermittle
man jeweils zu gegebenen a, b, c, d, e, f diesen kleinsten Wert von s.

Aufgabe 251245:
Es sei (pn) die Folge der ihrer Größe nach geordneten Primzahlen, d.h., es sei

p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, . . .

Man untersuche, ob es eine natürliche Zahl N derart gibt, daß für alle natürlichen Zahlen n mit n > N die
Ungleichung pn > 4n gilt.
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Aufgabe 251246A:
Eine im dekadischen Positionssystem dargestellte natürliche Zahl sei Spiegelzahl genannt, wenn ihre Ziffern
symmetrisch aufgebaut sind, d.h., wenn die erste und die letzte, die zweite und die vorletzte usw. Ziffer
übereinstimmt.

Zum Beispiel sind die Zahlen 358 853, 27 672, 44 444 Spiegelzahlen.

Man untersuche, ob es zu jeder zweistelligen natürlichen Zahl a, deren letzte Ziffer von 0 verschieden ist,
eine von 0 verschiedene Spiegelzahl gibt, die durch a teilbar ist.

Aufgabe 251246B:
Für jedes Dreieck ABC bezeichne d die Länge des Inkreisdurchmessers, g die größte Seitenlänge und ε die
Größe des kleinsten Winkels des Dreiecks ABC.

a) Man beweise: Es gibt eine Konstante K, so daß für jedes Dreieck ABC die folgende Ungleichung (1)
gilt:

1

d
<

K

g sin ε
(1)

b) Unter allen Konstanten K, für die die in a) zu beweisende Aussage gilt, ermittle man die kleinste
Konstante, falls diese existiert.
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OJM
26. Mathematik-Olympiade 1986/87

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 261211:
Man ermittle alle Tripel (x; y; z) von Zahlen mit den folgenden Eigenschaften (1), (2):

(1) Die Zahlen x, y, z sind in dieser Reihenfolge aufeinanderfolgende ganze Zahlen.

(2) Es gilt: x · (x+ y + z) = x · y · z.

Aufgabe 261212:
Man beweise:

a) Für jedes Tripel (a, b, c) positiver reeller Zahlen, für das c4 = a4 + b4 gilt, gibt es ein Dreieck mit a, b
und c als Zahlenwerte seiner Seitenlängen.

b) Wenn für die Zahlenwerte a, b und c der Seitenlängen eines Dreiecks a4 + b4 = c4 gilt, so ist das
Dreieck spitzwinklig.

Aufgabe 261213:
An einer internationalen Tagung nahmen jeweils genau zwei Vertreter der Ungarischen Volksrepublik, der
CSSR, der VR Polen und der DDR teil. Über diese acht Teilnehmer ist bekannt:

(1) Jeder dieser Teilnehmer spricht neben seiner Muttersprache wenigstens eine Sprache aus den anderen
drei genannten Teilnehmerländern. (Die Sprachen aus den vier Ländern waren ungarisch, tschechisch,
polnisch, deutsch; andere Sprechen aus diesen Ländern wie etwa slowakisch oder sorbisch kamen nicht
vor.)

(2) Jede der vier Sprachen wird von Teilnehmern aus genau drei der genannten Länder gesprochen.

(3) Jeder der Teilnehmer, der polnisch spricht, spricht auch ungarisch, jedoch nicht deutsch.

(4) Die Sprachkenntnisse der beiden polnischen Teilnehmer unterscheiden sich in bezug auf die vier ge-
nannten Sprachen voneinander.

a) Man ermittle, wie viele der genannten Teilnehmer insgesamt deutsch sprechen und aus welchen Län-
dern diese Teilnehmer kamen.

b) Man ermittle, welche Sprachen die beiden Teilnehmer aus der UVR sprachen.

Aufgabe 261214:
Für jede reelle Zahl b sei (an) diejenige Zahlenfolge, die durch

an =
3n+ b

2n− 1
(n = 1, 2, ...) (1)
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definiert ist.

Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen b, für die die durch (1) definierte Zahlenfolge genau drei Glieder
besitzt, die die Ungleichungen

1, 45 < an < 1, 47 (2)

erfüllen. Zu jeder so ermittelten Zahl b (falls es eine solche gibt) gebe man die drei Glieder an an, die (2)
erfüllen.
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OJM
26. Mathematik-Olympiade 1986/87

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 261221:
Man ermittle alle diejenigen Tripel reeller Zahlen (x; y; z), die Lösung des folgenden Gleichungssystems (1),
(2), (3) sind:

x · y = 2 (1)
x · z = 3 (2)

x2 + y2 = 5 (3)

Aufgabe 261222:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (p, q, r) von Primzahlen, die die folgenden Bedingungen (1), (2) erfüllen:

(1) In der Folge aller Primzahlen sind p, q, r in dieser Reihenfolge aufeinanderfolgende Primzahlen.

(2) Die Zahl s = p2 + q2 + r2 ist eine Primzahl.

Aufgabe 261223:
In einer Stadt soll ein Wasserballturnier stattfinden, an dem zehn Mannschaften beteiligt sind. Jede Mann-
schaft spielt in einer Hin- und einer Rückrunde jeweils genau einmal gegen alle anderen.

Zur Verfügung stehen zwei Schwimmhallen, die so weit voneinander entfernt sind, daß im Laufe eines Spiel-
tages kein Übergang einer Mannschaft von einer Halle zur anderen erfolgen kann. Außerdem haben sich
folgende Bedingungen als notwendig herausgestellt:

(1) An jedem Spieltag kann jede Mannschaft höchstens zwei Spiele bestreiten.

(2) In jeder Halle sind an jedem Spieltag höchstens fünf Mannschaften anwesend.

(3) Jede Mannschaft kann die Rückrunde erst beginnen, wenn sie alle Spiele der Hinrunde abgeschlossen
hat.

Bei der Planung des Turniers wurde zunächst ein Spielplan aufgestellt, nach dem das Turnier in 10 Tagen
durchgeführt werden kann.

Man untersuche, ob es unter den genannten Bedingungen auch möglich ist, das Turnier in 9 Tagen durch-
zuführen.

Aufgabe 261224:
Zwei Kreise k1, k2 seien so gelegen, daß sie sich in zwei verschiedenen Punkten A, B schneiden und daß die
Verbindungsstrecke M1M2 der beiden Kreismittelpunkte von der Strecke AB in einem Punkte geschnitten
wird, der zwischen M1 und M2 liegt. Unter allen denjenigen Geraden, die durch A gehen und außerdem
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sowohl den Kreis k1 in einem von A und B verschiedenen Punkt P als auch den Kreis k2 in einem von A
und B verschiedenen Punkt Q schneiden, wird nun eine Gerade gesucht, für die die Strecke PQ möglichst
lang ist.

Man untersuche, ob es eine solche Gerade gibt, ob sie dann durch die Kreise k1, k2 eindeutig bestimmt ist
und, wenn dies der Fall ist, welche Lage diese Gerade dann hat.
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OJM
26. Mathematik-Olympiade 1986/87

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 261231:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x; y; z) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfüllen:

x+ y − z = 1 (1)
x2 − y2 + z2 = 1 (2)
−x3 + y3 + z3 = −1 (3)

Aufgabe 261232:
Im Raum seien zwei windschiefe Geraden g1 und g2 gegeben. Ferner seien d1 und d2 zwei gegebene Strecken-
längen.

Beweisen Sie folgende Aussage:

Wie man auch auf g1 Punkte P1, P2 mit P1P2 = d1 und auf g2 Punkte Q1, Q2 mit Q1Q2 = d2 wählt, stets
ergibt sich für das Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten P1, P2, Q1, Q2 ein und derselbe Wert.

Aufgabe 261233A:
Man untersuche ob es vier aufeinanderfolgende natürliche Zahlen gibt, die die folgende Eigenschaft haben:

Jede der vier Zahlen läßt sich so in zwei positive ganzzahlige Summanden x und y zerlegen, daß sie jeweils
ein Teiler von x · y ist.

Aufgabe 261233B:

Man beweise, daß in jedem Dreieck ABC für die Seitenlänge a = BC, b = AC, c = AB, die Größen α,
β, γ der Innenwinkel �CAB; �ABC; �BCA sowie für den Inkreisradius ρ und den Flächeninhalt F die
Ungleichung

1

a
cos2

α

2
+

1

b
cos2

β

2
+

1

c
cos2

γ

2
≥ 27ρ

8F
gilt. (1)

Man gebe alle diejenigen Dreiecke an, für die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 261234:
Beweisen Sie: Für jedes Sehnenviereck ABCD, dessen Diagonale BD durch den Mittelpunkt N der Diago-
nalen AC verläuft, gilt die folgende Gleichung (1).

2 ·BD2
= AB

2
+BC

2
+ CD

2
+AD

2
. (1)
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Aufgabe 261235:
Zwei Personen, A und B, spielen mit n in einer Geraden angebrachten Lampen (n > 3) das folgende Spiel:

Zum Spielbeginn sind alle Lampen ausgeschaltet. Eine ganze Zahl k mit 1 < k < n − 1 wird vereinbart.
Dann verläuft das Spiel so, daß die Spieler, mit A beginnend, abwechselnd am Zuge sind:

Jeder Spieler schaltet, wenn er am Zug ist, nach eigener Wahl eine Anzahl nebeneinanderliegender Lampen
ein, mindestens eine und höchstens k. Gewonnen hat derjenige Spieler, der die letzte der n Lampen ein-
schaltet.

Man beweise, daß Spieler A für jedes n > 3 und jedes k mit 1 < k < n− 1 durch eine geeignete Vorgehens-
weise (Strategie) den Gewinn erzwingen kann.

Aufgabe 261236:
Es sei (xn) diejenige Folge reeller Zahlen, für die

x1 =
√

3 und (1)

xn+1 =
√

9x2n + 11xn + 3 (n = 1, 2, 3, ...) (2)
(3)

gilt. Für jede reelle Zahl a 6= 0 sei ferner (yn) die durch

yn =
xn
an

(n = 1, 2, 3, ...) (4)

definierte Zahlenfolge.

Man ermittle alle diejenigen a 6= 0, für die die Folge (yn) konvergent ist.
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OJM
26. Mathematik-Olympiade 1986/87

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 261241:
500 Bonbons sollen unter Verwendung von Umhüllungen passender Größen so zu einem Scherzpaket zu-
sammengepackt werden, daß die folgenden Bedingungen (1), (2) erfüllt sind. Dabei soll sich (2) auf jede
Möglichkeit beziehen, alle Bonbons auszupacken, indem man nach und nach jeweils eine zugängliche Um-
hüllung öffnet und entfernt (falls mehrere Umhüllungen zugänglich sind, in beliebiger Reihenfolge):

(1) Es gibt genau eine Umhüllung, die das gesamte Paket enthält.

(2) Beim Öffnen dieser und jeder weiteren Umhüllung zeigt sich, daß deren Inhalt entweder aus mindestens
drei sämtlich mit Umhüllung versehenen Teilpaketen oder aus genau einem nicht umhüllten Bonbon
besteht.

Ermitteln Sie die größtmögliche Anzahl von Umhüllungen, die ein solches Paket aufweisen kann!

Aufgabe 261242:
Man ermittle alle diejenigen Zahlenfolgen (an) mit n = 1, 2, 3, ..., die die folgenden Bedingungen (1), (2)
erfüllen:

(1) Für alle ganzen Zahlen m, n mit n > m > 0 gilt an+m · an−m = a2n − a2m.

(2) Es gilt a1 = 1 und a2 = 5
2 .

Aufgabe 261243:
Es seien k1, ..., kn Kugelkörper, jeder einschließlich seiner Randpunkte verstanden. Diese Kugeln seien be-
liebig im Raum gelegen; es sei auch zugelassen, daß sie einander durchdringen oder berühren. Die Vereini-
gungsmenge der ki habe das Volumen V .

Man beweise, daß es unter diesen Voraussetzungen stets möglich ist, eine Auswahl aus den Kugeln ki so zu
treffen, daß je zwei der ausgewählten Kugeln keinen gemeinsamen Punkt haben und daß die Vereinigungs-
menge der ausgewählten Kugeln ein Volumen U ≥ 1

27V hat.

Aufgabe 261244:
Man ermittle die kleinste positive ganze Zahl a, für die (a+ 1)5 − a5 − 1 durch 18 305 teilbar ist.

Aufgabe 261245:
Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n ≥ 3, mit denen die folgende Aussage gilt:

Jede ebene konvexe n-Ecksfläche A1A2...An wird vollständig überdeckt von den Flächen der n
Kreise, die die Strecken AiAi+1 als Durchmesser haben (i = 1, 2, ..., n; es sei An+1 = A1 gesetzt).

Dabei sei jede n-Ecksfläche und jede Kreisfläche einschließlich ihrer Randpunkte verstanden.
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Aufgabe 261246A:
Im Mathematiklager schlägt ein Zirkelleiter den n Schülern (n ≥ 3) seiner Gruppe vor, den Schüler, der den
Tafeldienst wahrzunehmen hat, nach folgender Methode auszuwählen:

Die Schüler werden mit P1, P2, ..., Pn numeriert und stellen sich in dieser Reihenfolge im Kreis auf. Dabei
folgt (im Umlaufsinn P1, P2, ...) auf Pn wieder P1. Durch Münzwurf wird zunächst entschieden, ob P1

oder P2 aus dem Kreis ausscheidet. Liegt Wappen oben, so scheidet P1 aus, bei Zahl P2. Danach wird
der Ausscheid mit denjenigen beiden noch nicht ausgeschiedenen Schülern fortgesetzt, die auf den soeben
zuletzt ausgeschiedenen Schüler im genannten Umlaufsinn folgen. Bei Wappen scheidet wieder der in dem
Umlaufsinn erste von diesen beiden aus, bei Zahl der zweite. Dies wird solange wiederholt, bis nur noch ein
Schüler übrigbleibt, der dann als Diensthabender bestimmt wird.

a) Man berechne im Fall n = 3 die Wahrscheinlichkeit W1, W2, W3 dafür, daß P1, P2 bzw. P3 als
Diensthabende bestimmt werden.

b) Man beweise für jedes n ≥ 3, daß die Auswahlmethode ungerecht ist, d.h. daß die Wahrscheinlichkeit,
als Diensthabender bestimmt zu werden, nicht für alle Schüler P1, P2, ..., Pn gleich ist.

Bemerkung: Tritt irgendein zufälliges Ereignis A als Folge irgendeines von m Ereignissen aus einer Ge-
samtzahl von N möglichen Ereignissen (die einander ausschließen und gleichwahrscheinlich sind) ein, so
bezeichnet man als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A die Zahl p = m

N .

Aufgabe 261246B:
Es seien x1, x2, ..., x1 987 nichtnegative reelle Zahlen, für die die Summe der Quadrate gleich 10 und die
Summe der dritten Potenzen größer als 1 ist.

Untersuchen Sie, ob es unter diesen Voraussetzungen stets möglich ist, eine Auswahl

a) von 9 dieser Zahlen

b) von 10 dieser Zahlen

so zu treffen, daß die Summe der ausgewählten Zahlen größer als 1 ist!

(Kommt eine Zahl mehrmals unter den x1, x2, ..., x1 987 vor, so darf sie auch höchstens ebenso oft unter die
ausgewählten Zahlen aufgenommen werden.)
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OJM
27. Mathematik-Olympiade 1987/88

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 271211:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x, y) reeller Zahlen x, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfüllen:

x+ xy + y = −1 (1)
x2 + y2 = 5! (2)

Aufgabe 271212:
Man ermittle alle diejenigen zweistelligen und alle diejenigen dreistelligen natürlichen Zahlen, bei denen das
Produkt der Ziffern doppelt so groß ist wie die Quersumme!

Aufgabe 271213:
Es seien wie üblich a, b, c die Seitenlängen eines beliebigen Dreiecks.

Man untersuche, ob für jedes Dreieck die Ungleichung a2 + b2 + c2 < 2 (ab+ ac+ bc) gilt!

Aufgabe 271214:
Man ermittle den Rest, den die Summe s = 15 + 25 + 35 + ...+ 1 9875 bei Division durch 25 läßt!
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27. Mathematik-Olympiade 1987/88

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 271221:
Man ermittle alle Paare (x, y) von Null verschiedener reeller Zahlen x, y, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2) erfüllen:

x ·
(

1 +
x

y

)
= 6, (1)

y ·
(

1 +
y

x

)
= 3 (2)

Aufgabe 271222:
Es sei ABCD ein beliebiges ebenes konvexes Viereck; k sei eine beliebige positive reelle Zahl. Die Punkte
P , Q, R, S mögen in dieser Reihenfolge die Seiten AB, BC, CD, DA dieses Vierecks jeweils im Verhältnis
k : 1 teilen.

Man ermittle das Verhältnis der Flächeninhalte der Vierecke PQRS und ABCD.

Aufgabe 271223:

a) Für jede natürliche Zahl n werde eine Funktion f (mit dem Definitionsbereich aller rellen x 6= 0) durch

f(x) =

n∑
k=0

(k − 2) · xk

definiert. Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n, für die die so erklärte Funktion f die
Gleichung f(−1) = −f(1) erfüllt.

b) Für jede natürliche Zahl n werde eine Funktion g (mit demselben Definitionsbereich) durch

g(x) =

n∑
k=0

1

3k − 2
· xk

definiert.

Man untersuche, ob es eine natürliche Zahl n gibt, für die die so erklärte Funktion g die Gleichung
g(−1) = −g(1) erfüllt.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 187



http://www.olympiade-mathematik.de

Aufgabe 271224:

a) Über eine Menge M , die aus genau 1 987 Personen besteht, wird vorausgesetzt, daß jede Person aus
M mit höchstens 5 anderen Personen aus M bekannt ist.

Man beweise, daß aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Es gibt eine aus mindestens 332 Personen
bestehende Untermenge U von M mit der Eigenschaft, daß keine Person aus U mit einer anderen
Person aus U bekannt ist.

b) Man gebe ein Beispiel für eine MengeM aus genau 1 988 Personen, für die folgende Aussagen zutreffen:
Jede Person aus M ist mit genau 5 Personen aus M bekannt; jede Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, daß keine Person aus U mit einer anderen Person aus U bekannt ist, besteht aus höchstens
333 Personen.

In diesen Aufgaben werde stets angenommen, daß eine Person X genau dann mit einer Person Y bekannt
ist, wenn Y mit X bekannt ist.
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OJM
27. Mathematik-Olympiade 1987/88

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 271231:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, die das folgende Ungleichungssystem (1), (2) erfüllen:

x4 − 6x2 + 8 ≤ 0 (1)
2x2 − 3x > 0 (2)

Aufgabe 271232:
Ein Auto soll einen Rundkurs in einem vorgeschriebenen Umlaufsinn durchfahren. Das zur Verfügung ste-
hende Benzin reicht genau zum einmaligen Durchfahren des Kurses, wurde aber vorher willkürlich in eine
Anzahl n ≥ 1 von Kanistern verteilt, die ebenfalls willkürlich längs des Rundkurses aufgestellt sind. Der
Tank des Autos ist zu Beginn leer und besitzt ausreichendes Fassungsvermögen, um beim Erreichen jedes
Kanisters dessen Benzin aufzunehmen.

Man beweise, daß es möglich ist, den Startpunkt des Autos so zu wählen, daß der Kurs genau einmal durch-
fahren werden kann. (Eventuelle Verluste beim Umfüllen, Mehrverbrauch bei wiederholten Anfahren u.s.w.
sollen nicht berücksichtigt werden.)

Aufgabe 271233A:
Man ermittle den größten Wert, den der Flächeninhalt des Bildes eines beliebig im Raum liegenden Quaders
Q mit gegebenen Kantenlängen a, b, c bei senkrechter Parallelprojektion auf eine Ebene annehmen kann.

Aufgabe 271233B:
Es sei f diejenige für alle geordneten Paare (x; y) natürlicher Zahlen x, y definierte Funktion, die für alle
natürlichen Zahlen x, y die folgenden Gleichungen (1), (2), (3) erfüllt:

f(0, y) = y + 1, (1)
f(x+ 1, 0) = f(x, 1), (2)

f(x+ 1, y + 1) = f(x, f(x+ 1, y)). (3)

Man ermittle

a) den Funktionswert f(3, 3),

b) den Funktionswert f(4, 2).

Hinweis: Gegebenenfalls kann die Angabe eines gesuchten Funktionswertes durch einen rechnerischen Aus-
druck mit konkret angegebenen Rechenoperationen erfolgen, wenn deren zahlenmäßige Ausführung ohne
Rechenhilfsmittel eine zu lange Rechenzeit erfordern würde.
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Aufgabe 271234:
Man beweise für jedes Dreieck ABC: Bezeichnen wie üblich b, c, ha die Längen der Seiten AC, AB bzw.
der auf BC senkrechten Höhe und α die Größe des Winkels �BAC, so gilt

ha ≤
√
bc · cos

α

2
. (1)

Man ermittle alle diejenigen Dreiecke ABC, bei denen in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 271235:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) ganzer Zahlen, die die folgende Gleichung (1) erfüllen:

1 243 · (1 + yz) = 65 · (xyz + x+ z). (1)

Aufgabe 271236:
Ein quadratisches Feld Q der Seitenlänge 10 km ist von einem Wassergraben u umgeben. Zur Bewässerung
soll Q durch Anlegen weiterer Gräben g vollständig in rechteckige Teilfelder F1, F2, ..., Fn zerlegt werden.
(Die Breite der Gräben werde vernachlässigt; die Abbildung zeigt ein Beispiel für eine solche Zerlegung.)

Ferner werde gefordert, daß jeder Punkt der Fläche Q nicht weiter als 100 m
von einem Wassergraben (u oder g) entfernt ist.

a) Man beweise: Wenn diese Forderung durch Gräben g einer Gesamtlänge
von L Kilometern erfüllt wird, so folgt stets L ≥ 480.

b) Man beweise, daß es einen kleinsten Wert gibt, den L (bei Erfüllung der
genannten Forderung) annehmen kann, und ermittle diesen Wert.
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OJM
27. Mathematik-Olympiade 1987/88

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 271241:
In einer Ebene sei G die Menge aller derjenigen Punkte, deren rechtwinklige kartesische Koordinaten ganze
Zahlen sind. Ferner sei F die Menge von 1 988 verschiedenen Farben.

Man beweise: Für jede Verteilung von Farben, bei der jeder Punkt aus G genau eine der Farben aus F
enthält, gibt es in G vier gleichfarbige Punkte, die die Ecken eines Rechtecks mit achsenparallelen Seiten
sind.

Aufgabe 271242:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfüllen:

1 · x3 + 9 · y2 + 8 · y + 8 = 1 988, (1)
1 · y3 + 9 · z2 + 8 · z + 8 = 1 988, (2)
1 · z3 + 9 · x2 + 8 · x+ 8 = 1 988. (3)

Aufgabe 271243:
Wieviel verschiedene Wörter (a1a2a3...an−1an) kann man insgesamt aus den Buchstaben ai ∈ {1, 2, 3, 4, 5},
i = 1, ..., n derart bilden, daß

|aj − aj+1| = 1

für j = 1, ..., n− 1 gilt?

Aufgabe 271244:
Durch ein konvexes n-Eck P1P2...Pn, das einen Inkreis c besitzt, sei eine Gerade g gelegt, die die Seite PnP1

in einem Punkt M und eine Seite PkPk+1 (1 ≤ k < n) in einem Punkt N schneidet.

Die Gerade g sei so gelegt, daß sie sowohl den Umfang als auch den Flächeninhalt des n-Ecks halbiert, d.h.,
daß die folgenden Bedingungen (1) und (2) gelten:

(1) Die Längen der Streckenzüge MP1P2...PkN und NPk+1Pk+2...PnM sind einander gleich.

(2) Die Flächeninhalte der Vielecke MP1P2...PkN und NPk+1Pk+2...PnM sind einander gleich.

Man beweise, daß aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Die Gerade g geht durch den Mittelpunkt des
Kreises c.
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Aufgabe 271245:
Es sei (xn) die durch

x1 = 1,

x2 = 1,

xn+1 =
xn + 1

xn−1 + 4

(n = 2, 3, 4, ...) definierte Zahlenfolge. Man untersuche, ob diese Folge konvergent ist, und ermittle, falls dies
zutrifft, ihren Grenzwert.

Aufgabe 271246A:

Alfred und Bernd teilen sich n Äpfel, indem der Reihe nach für jeden einzelnen Apfel durch eine Zufallsent-
scheidung (z.B. Werfen einer Münze festgelegt wird, wer diesen Apfel erhält. Ein solcher Verteilungsvorgang
heiße für Alfred gnstig genau dann, wenn Alfred nicht nur am Ende sondern während des gesamten Vor-
ganges niemals weniger Äpfel in seinem Besitz hat als Bernd.

Als Wahrscheinlichkeit w(n) dafür daß ein Verteilungsvorgang für Alfred günstig ist, bezeichnet man den
Quotienten, der sich ergibt, wenn die Anzahl aller für Alfred günstigen Verteilungsvorgänge durch die Anzahl
aller überhaupt möglichen Verteilungsvorgänge dividiert wird.

(a) Man ermittle w(4).

(b) Man ermittle w(n) für beliebiges natürliches n ≥ 2.

Aufgabe 271246B:
Man beweise: Für jede natürliche Zahl n ≥ 2 und für je n im Intervall 0 ≤ x ≤ 1 definierte Funktionen
f1, f2, ..., fn gibt es reelle Zahlen a1, a2, ..., an mit 0 ≤ ai ≤ 1 (i = 1, ..., n), für die∣∣∣∣∣a1 · a2 · ... · an −

n∑
i=1

fi(ai)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2
− 1

2n
gilt.
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OJM
28. Mathematik-Olympiade 1988/89

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 281211:
Ein Arbeitskollektiv will sich gemeinsam am Tele-Lotto 5 aus 35 beteiligen. Die Kollegen A, B, C werden
mit der Auswahl der Zahlen auf den abzugebenden Tipscheinen beauftragt. Bei ihrer Beratung, welche Tips
sie zusammenstellen wollen, stellt jeder der drei Kollegen bestimmte Forderungen.

So verlangt A, daß jeder Tip drei Primzahlen enthält, deren Summe 42 ist. B fordert, daß jeder Tip drei
Zahlen enthält, deren Produkt das 33fache ihrer Summe ist. C erwartet, daß jeder Tip zwei Zahlen enthält,
die keine Primzahlen sind.

Man ermittle alle diejenigen Tips, die die Forderungen aller drei Kollegen erfüllen.

Aufgabe 281212:
Man untersuche, ob es rechtwinklige Dreiecke ABC mit dem rechten Winkel bei C gibt, in denen die
Seitenlängen a = BC, b = CA, c = AB in dieser Reihenfolge

a) eine geometrische Folge,

b) eine arithmetische Folge

bilden.

Falle es solche Dreiecke gibt, ermittle man jeweils in Abhängigkeit von a alle diejenigen Seitenlängen b, c
für die die geforderte Eigenschaft vorliegt.

Aufgabe 281213:

a) Man gebe zwei Quadrupel (x, y, z, u) reeller Zahlen an, die das folgende Gleichungssystem (1) bis (4)
erfüllen.

b) Man ermittle ein Quadrupel (x, y, z, u) ganzer Zahlen so, daß eine der Variablen x, y, z, u den Wert
1 988 besitzt und das Gleichungssystem (1) bis (4) erfüllt wird.

1x+ 9y + 8z + 8u = 1 (1)
9x+ 9y + 24z + 24u = 9 (2)
8x− 13y + 8z + 7u = 8 (3)

8x− 21y − 10z + 8u = 8 (4)

Aufgabe 281214:

Im Überseehafen Rostock wird eine Stückgutsendung erwartet. Über sie ist nur bekannt, daß die beiden
folgenden Bedingungen (1), (2) eingehalten sind:
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(1) Die Gesamtmasse aller Stücke der Sendung beträgt 10 t.

(2) Die Masse jedes einzelnen Stücks ist nicht größer als 1 t.

Zum Transport stehen Lastkraftwagen (LKW) mit einer Tragfähigkeit von je 3 t zur Verfügung.

Man untersuche, ob für jede Stückgutsendung, die die Bedingungen (1), (2) einhält, eine einmalige Fahrt
von

a) 5 LKW,

b) 4 LKW,

c) 3 LKW

zum Abtransport der Sendung ausreicht. Dabei sei angenommen, daß sich Stückgüter von insgesamt 3 t
jeweils auch auf einem LKW unterbringen lassen.
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OJM
28. Mathematik-Olympiade 1988/89

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 281221:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) von Null verschiedener reeller Zahlen x, y und z, die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfüllen:

1

x
+

1

y
= z, (1)

1

y
+

1

z
= −x, (2)

1

x
+

1

z
= y. (3)

Aufgabe 281222:
Für jede natürliche Zahl n > 0 sei fn die durch

f1(x) = (x− 1)2,

f2(x) = (x− 1)2 + (2x− 1)2,

allgemein fn(x) = (x− 1)2 + (2x− 1)2 + ...+ (nx− 1)2

für alle reellen x definierte Funktion. Der Graph dieser Funktion, jeweils eine Parabel, habe den Scheitel
Sn.

a) Man berechne die Koordinaten von S1, S2 und S3.

b) Hat jeweils Sn die Koordinaten (xn, yn), so beweise man, daß die Folge (xn) streng monoton fällt und
die Folge (yn) streng monoton steigt.

Aufgabe 281223:
Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M , gegeben sei ferner ein von M verschiedener Punkt N im
Innern von k.

Man untersuche, ob es unter allen durch N gehenden Sehnen AB des Kreises k

a) eine gibt, für die NA
2

+NB
2
möglichst klein ist,

b) eine gibt, für die NA
2

+NB
2
möglichst groß ist.

Gibt es jeweils eine solche Sehne, so gebe man deren Lage (in bezug auf die gegebenen k, M , N) an.

Aufgabe 281224:
Die ganzen Zahlen xn und yn seien durch x1 = y1 = 1 988 und die Vorschriften
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(1) xn+1 = 2xn − 1, n = 1, 2, 3, ...

(2) yn+1 = 2yn − 2n+1, n = 1, 2, 3, ...

festgelegt.

Man untersuche, ob

a) alle Zahlen xn,

b) alle Zahlen yn

positiv sind.
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OJM
28. Mathematik-Olympiade 1988/89

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 281231:
Man ermittle alle diejenigen aus je drei Gliedern bestehenden Folgen (a1, a2, a3) und (b1, b2, b3), die mit
zwei geeigneten von Null verschiedenen reellen Zahlen p, r sowie mit q = 5 die folgenden Bedingungen
erfüllen:

(1) Es gilt a1 = 1
p , a2 = 2

q , a3 = 1
3 .

(2) Es gilt b1 = 1
a1
, b2 = 1

a1·a2 , b3 = 1
a2·a3

(3) Die Folge (a1, a2, a3) ist eine arithmetische Folge.

(4) Die Folge (b1, b2, b3) ist eine arithmetische Folge.

Aufgabe 281232:
Gegeben seien ein Punkt A in einer Ebene ε sowie eine Länge a.

Man ermittle die Menge alle derjenigen Punkte C in ε, zu denen es jeweils Punkte B und D so gibt, daß
ABCD ein Parallelogramm mit AB = a und AC : AB = BD : AD ist.

Aufgabe 281233A:
Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n ≥ 3, für die es möglich ist, zu jedem i = 1, 2, ..., n eine
natürliche Zahl ai so anzugeben, daß die folgenden Bedingungen erfüllt werden:

(1) Für alle i mit 1 ≤ i ≤ n gilt 0 ≤ ai ≤ 1
2 (n− 1) · n.

(2) Keine zwei unter den Differenzen aj − ai, die man für alle i, j mit 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n und i 6= j
bilden kann, sind einander gleich.

Aufgabe 281233B:
Für jede natürliche Zahl n ≥ 2 sei die folgende Forderung betrachtet: Man soll 2n Gegenstände so in n
(genügend große) Behälter verteilen, daß die nachstehenden Bedingungen erfüllt sind:

(1) Jeder Behälter enthält mindestens einen der Gegenstände.

(2) Jeder Behälter enthält höchstens n der Gegenstände.

(3) Es ist nicht möglich, die n Behälter so in zwei getrennten (genügend großen) Räumen unterzubringen,
daß dabei in jeden der beiden Räume n der Gegenstände gelangen.

a) Geben Sie für n = 3 eine Verteilung von 6 Gegenständen in 3 Behälter an, und weisen Sie nach, daß
die von Ihnen angegebene Verteilung die Bedingungen (1), (2), (3) erfüllt!
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b) Beweisen Sie, daß es genau dann möglich ist, die Forderung zu erfüllen, wenn n eine ungerade Zahl
ist!

c) Ermitteln Sie für jedes ungerade n ≥ 3 alle Verteilungen der geforderten Art!

Aufgabe 281234:
Man untersuche, ob es 21 paarweise verschiedene ganze Zahlen sowie eine Reihenfolge

a1, a2, ..., a21 (*)

dieser Zahlen so gibt, daß die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(1) Für je vier in der Reihenfolge (*) unmittelbar aufeinanderfolgende Zahlen ergibt sich eine negative
Summe dieser vier Zahlen.

(2) Die Summe aller 21 Zahlen ergibt 1 989.

Aufgabe 281235:
Beweisen Sie folgenden Satz!

Wenn (xn) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen ist, die für jede natürliche Zahl n ≥ 1 die
Ungleichung

x1
1

+
x4
2

+
x9
3

+ ...+
xn2

n
≤ 1

erfüllt, dann erfüllt sie auch für jede natürliche Zahl n ≥ 1 die Ungleichung

x1
1

+
x2
2

+
x3
3

+ ...+
xn
n
≤ 3.

Aufgabe 281236:
Es sei d eine gegebene Streckenlänge. Ferner sei M die Menge aller derjenigen Pyramiden ABCS, die den
folgenden Bedingungen genügen:

(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.

(2) Das Lot von S auf die Ebene durch A, B, C hat den Schwerpunkt des Dreiecks ABC als Fußpunkt.

(3) Der Abstand zwischen den Kanten AS und BC beträgt d.

Untersuchen Sie, ob es in der Menge M eine Pyramide mit kleinstem Volumen gibt! Ist das der Fall, so
ermitteln Sie in Abhängigkeit von d dieses kleinstmögliche Volumen!

Hinweis: Unter dem Abstand zwischen zwei Strecken UV und XY , von denen UV auf einer Geraden g und
XY auf einer zu g windschiefen Geraden h liegt, versteht man die Länge der Strecke GH, wo G auf g, H
auf h liegt und GH sowohl g als auch h senkrecht schneidet. Diese Erklärung gilt auch für den Fall, daß
derartige Punkte G, H sogar den Stecken UV bzw. XY angehören.
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OJM
28. Mathematik-Olympiade 1988/89

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 281241:
Man ermittle alle reellen Lösungen (x, y, z) des Gleichungssystems

x2 + y2 + z2 = 1,

x+ 2y + 3z =
√

14.

Aufgabe 281242:
Man untersuche, ob es zu jeder natürlichen Zahl n ≥ 1 jeweils eine Funktion f gibt, die die folgenden
Bedingungen erfüllt:

(1) Die Funktion f ist für alle reellen Zahlen x definiert.

(2) Es gibt eine reelle Zahl x mit f(x) 6= 0.

(3) Wenn man Funktionen f1, f2, ..., fn+1 durch die Festsetzungen definiert, für alle reellen x gelte

f1(x) = f(x) sowiefk+1(x) = f(fk(x)) für k = 1, 2, ..., n,

dann gilt für alle reellen x die Gleichung
n∑
k=1

fk(x) = fn+1(x).

Aufgabe 281243:
Man ermittle alle diejenigen konvexen Vielecke P1P2...Pn, in deren Inneren ein Punkt X existiert, für den
P1X

2
+ P2X

2
+ ...+ PnX

2
gleich dem Doppelten Flächeninhalt von P1P2...Pn ist.

Aufgabe 281244:
Um einen Tresor zu öffnen, ist eine unbekannte dreistellige Zahlenkombination (a1, a2, a3) einzustellen, wobei
die drei Zahlen unabhängig voneinander eingestellt werden können und für die jede der drei Zahlen genau 8
Werte möglich sind. Infolge eines Defektes öffnet sich aber der Tresor bereits immer genau dann, wenn eine
eingestellte Kombination (k1, k2, k3) mindestens zwei der drei Bedingungen ki = ai (i = 1, 2, 3) erfüllt.

Man ermittle die kleinste Zahl N , für die es N Kombinationen gibt, bei deren Durchprobieren der Tresor
in jedem Fall (d.h. für jede unbekannte Kombination (a1, a2, a3)) sich öffnen muß.

Aufgabe 281245:
Für ein Tetraeder ABCD werde vorausgesetzt, das der Mittelpunkt M der Umkugel des Tetraeders im
Innern des Tetraeders liegt. Die Verbindungsgerade von M mit jeweils einer Tetraederecke A, B, C bzw. D

1.-34. Olympiade - Klasse 12 199



http://www.olympiade-mathematik.de

schneide die Seitenfläche des Tetraeders, die der betreffenden Ecke gegenüberliegt, in A′, B′, C ′ bzw. D′.
Der Radius der Umkugel sei r.

Beweisen Sie, daß aus diesen Voraussetzungen stets

AA′ +BB′ + CC ′ +DD′ ≥ 16

3
r folgt!

Aufgabe 281246A:
Man beweise: Für jede natürliche Zahl n > 1 und für je n+ 2 reelle Zahlen p, q, a1, a2, ..., an, die

0 < p ≤ ai ≤ q (i = 1, 2, ..., n) (1)

erfüllen, gelten die beiden Ungleichungen

n2 ≤

(
n∑
i=1

ai

)
·

(
n∑
k=1

1

ak

)
≤ n2 +

[
n2

4

]
·
(√

p

q
−
√
q

p

)2

. (2)

Hinweis: Zu reellem x bezeichnet wie üblich [x] die ganze Zahl [x] = g mit g ≤ x < g + 1.

Man ermittle ferner zu gegebenen n, p, q mit 0 < p ≤ q alle diejenigen ai mit (1), für die in (2)

a) zwischen der ersten und zweiten Zahl,

b) zwischen der zweiten und dritten Zahl

das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 281246B:
Man ermittle die größtmögliche Anzahl von Quadraten der Seitenlänge 1, die sich in ein gegebenes Quadrat
der Seitenlänge 1,99 legen lassen, ohne über dessen Rand hinauszuragen und ohne sich gegenseitig zu
überlappen.
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OJM
29. Mathematik-Olympiade 1989/90

1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 291211:
Man ermittle die Anzahl aller natürlichen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die dekadische Zifferndarstellung von z besteht aus fünf paarweise verschiedenen Ziffern.

(2) Die erste und die letzte Ziffer darin sind von 0 verschieden.

(3) Ist z′ diejenige Zahl, deren Zifferndarstellung aus der von z durch Umkehrung der Reihenfolge entsteht,
so besteht die Zifferndarstellung der Zahl z + z′ aus sämtlich einander gleichen Ziffern.

Aufgabe 291212:
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem

x3 + y3 = 7 (1)
x+ xy + y = −1 (2)

erfüllen.

Aufgabe 291213:
In jedem Dreieck ABC zerlegt die Mittelsenkrechte der Seite AB die Fläche dieses Dreiecks in zwei Teilflä-
chen, die so mit T1, T2 bezeichnet seien, daß A in T1 und B in T2 liegt. Der Flächeninhalt von T1 sei F1,
der von T2 sei F2.

Man ermittle unter allen Dreiecken ABC, die rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei C sind, genau
diejenigen, für die das Verhältnis k = F2 : F1 ganzzahlig ist.

Aufgabe 291214:
Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 sei fn diejenige Funktion, die für alle reellen x 6= 0 durch

fn(x) =
1− x
x

+
22 − 2x

x
+

32 − 3x

x
+ ...+

n2 − nx
x

definiert ist.

a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktionen f1, f2, f3 und f4!

b) Beweisen Sie: Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 hat die Funktion fn genau eine Nullstelle! Geben Sie
diese Nullstelle in Abhängigkeit von n an!

c) Beweisen Sie, daß es eine natürliche Zahl n gibt, mit der die Nullstelle der Funktion fn größer als 100
ist! Ermitteln Sie die kleinste derartige Zahl n!
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OJM
29. Mathematik-Olympiade 1989/90

2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 291221:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen x, y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3)
erfüllen:

x+ xy + xy2 = −21, (1)
y + xy + x2y = 14, (2)

x+ y = −1. (3)

Aufgabe 291222:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen m, die die Bedingung erfüllen, daß für jede reelle Zahl x die
folgende Ungleichung (1) gilt:

x2 + (m+ 2)x+ 8m+ 1 > 0. (1)

Aufgabe 291223:

Über fünf Streckenlängen a, b, c, d, e werde vorausgesetzt, daß je drei von ihnen die Seitenlängen eines
Dreiecks sind.

Man beweise, daß unter dieser Voraussetzung stets eines dieser Dreiecke spitzwinklig sein muß.

Aufgabe 291224:
Man löse die folgende Aufgabe

a) für n = 8 und k = 5,

b) für n = 9 und k = 6.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ob bei jeder Eintragung der natürlichen Zahlen 1, 2, ..., n2 in ein schachbrettartiges
n×n-Felder-Quadrat zwei zueinander benachbarte Felder vorkommen müssen, in denen Zahlen stehen, deren
Differenz größer oder gleich k ist!

Hinweise:

1. Die genannten Eintragungen sollen die Bedingungen erfüllen, daß jedes Feld genau eine Zahl erhält
und daß jede Zahl genau einmal verwendet wird.

2. Zwei Felder sollen genau dann zueinander benachbart heißen, wenn sie eine Seitenstrecke miteinander
gemeinsam haben.
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OJM
29. Mathematik-Olympiade 1989/90

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 291231:
Man beweise: Wenn n eine natürliche Zahl größer als 2 ist und wenn a1, ..., an Zahlen sind, die

a21 = ... = a2n = 1 und a1a2 + a2a3 + ...+ an−1an + ana1 = 0

erfüllen, dann ist stets n durch 4 teilbar.

Aufgabe 291232:
Ist ABCD ein Tetraeder, so bezeichnet R den Radius seiner Umkugel (d.h. derjenigen Kugel, auf der die
Punkte A, B, C, D liegen) und r den Radius seiner Inkugel (d.h. derjenigen Kugel, deren Mittelpunkt im
Innern des Tetraeders liegt und die jede der Flächen ABC, ABD, ACD, BCD berührt).

Man beweise, daß es unter allen Tetraedern ABCD mit AB ⊥ AC, AC ⊥ AD, AD ⊥ AB auch solche gibt,
für die das Verhältnis R : r einen kleinsten Wert annimmt; man ermittle diesen Wert.

Aufgabe 291233A:
Auf der Randlinie eines gleichseitigen Dreiecks ABC mit der Seitenlänge 1 m bewegen sich drei Punkte
P1, P2, P3 und zwar P1 mit der Geschwindigkeit 1 m/s, P2 mit der Geschwindigkeit

√
2 m/s, P3 mit der

Geschwindigkeit
√

3 m/s.

Zu Beginn (Zeitpunkt t = 0) befindet sich P1 in A, P2 in B, P3 in C. Die Bewegungsrichtung ist bei allen
drei Punkten einheitlich stets im Umlaufsinn von A nach B, von B nach C, von C nach A.

Man untersuche, ob es einen Zeitpunkt t > 0 gibt, zu dem P1, P2, P3 wieder die Eckpunkte eines gleichsei-
tigen Dreiecks sind (wobei auch der Fall P1 = P2 = P3 als Sonderfall eines gleichseitigen Dreiecks aufgefaßt
werde).

Aufgabe 291233B:
Man untersuche für jede gegebene natürliche Zahl n ≥ 2, ob es unter allen denjenigen n-Tupeln (x1, x2, ...,
xn) reeller Zahlen, für die

xi ≥
1

n2
(i = 1, 2, ..., n) und x1 + x2 + ...+ xn = 1

gilt, eines gibt, für das der Term

s =
1

x1
+

1

x2
+ ...+

1

xn

a) einen kleinsten Wert

b) einen größten Wert

annimmt. Ist das jeweils der Fall, so ermittle man in Abhängigkeit von n diesen kleinsten bzw. größten
Wert.
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Aufgabe 291234:
Man ermittle alle diejenigen positiven reellen Zahlen a, mit denen die durch

x1 =
√
a, xn+1 =

√
a+ xn (n = 1, 2, ...)

definierte Folge (xn) konvergent ist; man ermittle zu jeder solchen Zahl a den Grenzwert der Folge (xn).

Aufgabe 291235:
Man beweise: In jeder Menge aus fünf Punkten, die in einer gemeinsamen Ebene liegen und von denen keine
drei in einer gemeinsamen Geraden liegen, gibt es vier Punkte, die die Ecken einer konvexen Vierecksfläche
sind.

Hinweis: Eine Vierecksfläche heißt genau dann konvex, wenn mit jedem beliebigen Paar von Punkten dieser
Fläche jeder Punkt der Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte zu der Fläche gehört.

Aufgabe 291236:
Man beweise: Schreibt man alle natürlichen Zahlen n mit 111 ≤ n ≤ 999 in beliebiger Reihenfolge hinter-
einander auf, so erhält man stets die Ziffernfolge einer durch 37 teilbaren Zahl.
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OJM
29. Mathematik-Olympiade 1989/90

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 291241:
Für jede reelle Zahl a untersuche man, ob die Gleichung√

a+

√
a+

√
a+
√
x = x (1)

(mindestens) eine reelle Lösung x hat, und ermittle alle reellen Lösungen der Gleichung (1).

Aufgabe 291242:
Ein Waldstück werde durch eine Strecke CD begrenzt (siehe Abbildung). In derjenigen Halbebene, die von
der Geraden durch C und D begrenzt wird und in der das Waldstück nicht liegt, befindet sich auf der durch
C senkrecht zu CD gehenden Geraden ein Hase in einem Punkt A und ein Wolf in einem Punkt B zwischen
A und C. Dabei sei AB = BC = a und CD = 5a mit einer gegebenen Länge a.

Der Hase laufe geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit vom
Punkt A zu einem von ihm gewählten Zielpunkt X der Strecke
CD. Der Wolf kann höchstens halb so schnell laufen wie der
Hase. Der Hase werde genau dann unterwegs vom Wolf gefaßt,
wenn die Strecke AX einen Punkt H enthält, den der Wolf
gleichzeitig mit dem Hasen oder sogar eher als der Hase errei-
chen kann.

Man ermittle alle diejenigen PunkteX auf CD, bei deren Wahl
als Zielpunkt der Hase erreicht, daß er nicht unterwegs vom
Wolf gefaßt wird.

Aufgabe 291243:
Man beweise: Zu jedem System (a, b, c, d) von positiven ganzen Zahlen a, b, c, d, die den Bedingungen
a ·b = c ·d und a+b = c−d genügen, gibt es ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seitenlängen, in cm gemessen,
sämtlich ganze Zahlen als Maßzahlen haben und dessen Flächeninhalt, in cm2 gemessen, die Maßzahl a · b
hat.

Aufgabe 291244:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) natürlicher Zahlen x, y und z, die das folgende Gleichungssystem
(1), (2) erfüllen:

x+ 2y2 − 3z = 17, (1)
x2 − 3y + 2z = 9. (2)
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Aufgabe 291245:

g

A B

E

H G

M

F

CD

Die Ecken eines Würfels mit gegebener Kantenlänge a seien wie in der
Abbildung mit A, B, C, D, E, F , G, H bezeichnet. Die Ebene, in der
A, B, C, D liegen sei ε1; die Ebene, in der B, C, G, F liegen sei ε2; die
Gerade durch H und den Mittelpunkt M des Quadrates BCGF sei g
genannt.

Man beweise, daß es unter allen Strecken, die einen Punkt von ε1 mit
einem Punkt von ε2 verbinden und deren Mittelpunkt auf g liegt, eine
Strecke von kleinster Länge gibt. Man ermittle diese kleinste Länge.

Aufgabe 291246A:
In zwei Urnen A und B befinden sich insgesamt genau m rote und genau n blaue Kugeln. Die Gesamtzahl
der Kugeln ist größer als 2; mindestens eine der Kugeln ist rot. Zu Beginn enthält A alle roten und B alle
blauen Kugeln.

Indem nacheinander abwechselnd aus A und B jeweils eine zufällig ausgewählte Kugel herausgenommen und
in die andere Urne hineingelegt wird, sollen die Kugeln vermischt werden. Begonnen wird mit der Entnahme
aus Urne A.

Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) von Anzahlen m und n, bei deren Vorgabe die vierte umgelegte
Kugel mit der Wahrscheinlichkeit 1

2 rot ist.

Hinweis: Enthält eine Urne genau Z Kugeln, so wird hier unter zufälliger Auswahl einer Kugel verstan-
den, daß für alle Z Kugeln die Wahrscheinlichkeit ihrer Auswahl gleich 1

Z ist. Werden allgemeiner von
M möglichen Ereignissen G als günstig und M − G als ungünstig angesehen und sind alle M Ereignisse
gleichwahrscheinlich, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines günstigen Ereignisses gleich G

M .

Aufgabe 291246B:
Man ermittle für jede natürliche Zahl n mit n > 1 alle diejenigen Funktionen f , die mit dieser Zahl n den
folgenden Bedingungen (1), (2), (3) genügen:

(1) Die Funktion f ist für alle reellen Zahlen x definiert.

(2) Die Funktion f ist an der Stelle x = 0 stetig.

(3) Für jede reelle Zahl x gilt n · f(nx) = f(x) + nx.
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30. Mathematik-Olympiade 1990/91
1. Stufe (Schulrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 301211:
Man untersuche, ob es natürliche Zahlen a, b, c, d gibt, für die die folgenden beiden Bedingungen (1) und
(2) gelten:

a · b · c · d = 111 111 111 111, (1)
a+ b+ c+ d < 11 111. (2)

Falls das zutrifft, gebe man solche Zahlen an.

Aufgabe 301212:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a, für die die Gleichung

3x2 + ax− 2 = 0 (1)

zwei reelle Lösungen besitzt, die, wenn man sie in geeignet gewählter Reihenfolge mit x1 und x2 bezeichnet,
der Bedingung

6x1 + x2 = 0 (2)

genügen.

Aufgabe 301213:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, für die die beiden folgenden Gleichungen (1) und (2) gelten:

3x5 + 3x4 + 2x3 + 2x2 − x− 1 = 0, (1)
3x5 − 3x4 + 2x3 − 2x2 − x+ 1 = 0. (2)

Aufgabe 301214:
In jedem Dreieck ABC seien die Seitenlängen wie üblich mit a, b, c bezeichnet. Die Winkelhalbierende von
�CAB schneide die Seite BC in einem Punkt D.

Man beweise, daß in jedem Dreieck für die Länge w der Strecke AD gilt:

w =

√
bc

b+ c

√
(b+ c)2 − a2.
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30. Mathematik-Olympiade 1990/91
2. Stufe (Regionalrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 301221:
Man beweise die folgende Aussage:

Wenn a, b, c positive reelle Zahlen sind, für die

b2 − a2 = c2 − b2 (1)

gilt, dann gilt auch stets

1

a+ c
− 1

b+ c
=

1

a+ b
− 1

a+ c
(2)

Aufgabe 301222:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) ganzer Zahlen x und y, die dem System der folgenden Ungleichungen
(1) und (2) genügen:

2x2 + 2y2 − 12x+ 20y + 65 < 0, (1)
4x+ 2y > 5. (2)

Aufgabe 301223:
Man beweise, daß für alle natürlichen Zahlen n ≥ 2 die folgende Ungleichung (1) gilt:

(2n)!

(n!)2
>

4n

n+ 1
(1)

Hinweis: Für jede natürliche Zahl q ≥ 2 bezeichnet q! wie üblich das Produkt aller derjenigen natürlichen
Zahlen i, für die 1 ≤ i ≤ q gilt.

Aufgabe 301224:
Ist ABC ein Dreieck, so bezeichne S den Schnittpunkt seiner Seitenhalbierenden, ferner sei mit U , V bzw.
W der Fußpunkt des von S auf die Seite BC, CA bzw. AB gefällten Lotes bezeichnet und J(ABC) bzw.
J(UVW ) bezeichne den Flächeninhalt des Dreiecks ABC bzw. UVW .

Man beweise mit diesen Bezeichnungen, daß das Verhältnis r = J(UVW ) : J(ABC) in allen rechtwinkligen
Dreiecken ABC denselben Wert hat und ermittle diesen Wert r.
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30. Mathematik-Olympiade 1990/91
3. Stufe (Landesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 301231:

a) Man untersuche, ob für beliebige positive reelle Zahlen a, b, c, d stets
√
ac +

√
bd ≤

√
a+ b ·

√
c+ d

gilt.

b) Man untersuche, ob für beliebige positive reelle Zahlen a, b, c, d stets
√
ab +

√
cd ≤

√
a+ b ·

√
c+ d

gilt.

Aufgabe 301232:
Im Raum seien n Punkte (n ≥ 3) so gelegen, daß sich unter je drei dieser Punkte stets mindestens zwei
befinden, die zueinander einen Abstand kleiner als 1 haben.

Man beweise, daß es unter dieser Voraussetzung stets zwei Kugelkörper K1 und K2 vom Radius 1 geben
muß, so daß jeder der n Punkte (mindestens) einen der beiden Kugelkörper K1, K2 angehört.

Bemerkung: Jeder Kugelkörper werde hier ohne seinen Rand (die Kugelfläche) verstanden.

Aufgabe 301233A:
Man ermittle alle diejenigen siebzehnstelligen natürlichen Zahlen n, für deren 17 Ziffern x1, x2, ..., x17 die
folgenden Bedingungen (1) und (2) erfüllt sind:

(1) Es gilt: x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ x17.

(2) Für die Summe s = x1 + x2 + ...+ x17 und das Produkt p = x1 · x2 · ... · x17 gilt: s = p.

Hinweis: Die Reihenfolge x1, ..., x17 entspreche der üblichen Schreibweise; es bezeichne also x17 die Einer-
ziffer, x16 die Zehnerziffer u.s.w.

Aufgabe 301233B:
Es seien D1, ..., Dn Dosen, für deren Größen (Durchmesser) d1, ..., dn in geeigneter Maßeinheit

d1 = 2, d2 = 3, ..., dn = n+ 1

gelte. Weiter seien G1, ..., Gn Gegenstände, für deren Größen g1, ..., gn

g1 = 1, g2 = 2, ..., gn = n

gelte. Dabei seien die Größen so abgestimmt, daß jeweils gilt: Genau dann, wenn gi ≤ dj ist, paßt Gi in Dj .

Ermitteln Sie für jede natürliche Zahl n ≥ 1 die Anzahl A(n) aller derjenigen Verteilungen der Gegenstände
in die Dosen, bei denen in jeder Dose genau ein Gegenstand liegt.
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Hinweis: Zwei Verteilungen heißen genau dann verschieden voneinander, wenn mindestens ein Gegenstand
bei einer dieser beiden Verteilungen in einer anderen Dose liegt als bei der anderen Verteilung.

Aufgabe 301234:
Man beweise: In jedem n-Eck (n ≥ 3) gibt es mindestens zwei verschiedene Seiten des n-Ecks, für deren
Längen a, b die Ungleichung b < 2a gilt.

Aufgabe 301235:
Man untersuche, ob die durch

x1 = 1, xn+1 =
1

xn + 1
(n = 1, 2, 3, ...)

definierte Folge (xn) konvergent ist, und ermittle, wenn das der Fall ist, ihren Grenzwert.

Aufgabe 301236:
Man beweise: Es gibt unendlich viele natürliche Zahlen n, für die 2n+ n2 durch 100 teilbar ist.
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30. Mathematik-Olympiade 1990/91
4. Stufe (Bundesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 301241:
Man ermittle zu jedem Tripel (a, b, c) positiver reeller Zahlen a, b, c alle diejenigen Tripel (x, y, z) reeller
Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfüllen:

(1) x2 − (y − z)2 = a,

(2) y2 − (z − x)2 = b,

(3) z2 − (x− y)2 = c.

Aufgabe 301242:
Zu einem würfelfömigen Kasten der Kantenlänge 10 cm seien alle diejenigen Geraden betrachtet und als
markiert bezeichnet, die durch das Innere des Würfels gehen, parallel zu einer Würfelkante verlaufen und
von den beiden Seitenflächen, die diese Kante enthalten, ganzzahlige (in cm gemessene) Abstände haben.

Man beweise: Wie man auch den Kasten mit 250 quaderförmigen Bausteinen der Abmessungen 2 cm ×
2 cm × 1 cm vollständig ausfüllt, stets gibt es wenigstens 100 markierte Geraden, die keinen der Bausteine
durchstechen.

Dabei gilt ein Baustein genau dann als durchstochen, wenn die Gerade innere Punkte des Bausteins enthält.

Aufgabe 301243:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f , die den folgenden Bedingungen (1) und (2) genügen:

(1) Die Funktion f ist für alle reellen Zahlen x definiert und stetig.

(2) Für jede reelle Zahl x gilt f(x)− 4f(x2) = x− 16x4.

Aufgabe 301244:
Eine streng monoton steigende Zahlenfolge x1, x2, ..., xn werde genau dann m− schmal genannt, wenn für
alle a = 2, ..., n die Ungleichungen xa − xa−1 ≤ m gelten.

Eine Menge A von Zahlen werde genau dann m − dicht genannt, wenn sie für jede natürliche Zahl n ≥ 2
eine n-gliedrige streng monoton steigende Zahlenfolge enthält, die m-schmal ist.

Man beweise die folgende (einen berühmten Satz des niederländischen Mathematikers B. L. van der
Waerden abschwächende1)) Aussage:

Zu jeder Zerlegung der Menge N aller natürlichen Zahlen in eine Anzahl r ≥ 2 paarweise disjunkter nicht
leerer Teilmengen T1, ..., Tr gibt es eine positive Zahl m, so daß (mindestens) eine der Mengen T1, ..., Tr
eine m-dichte Menge ist.
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1)Diesen Satz (bei dem arithmetische statt m-schmaler Folgen auftreten) ohne Beweis nur als bekannten
Sachverhalt zu zitieren, würde hier für eine Lösung der obigen Aufgabe 301344 nicht ausreichen.

Aufgabe 301245:
Man ermittle ein Polynom

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n (a0, a1, ..., an reell; an 6= 0), (1)

das die Bedingungen

f(−4) = 0, f(−3) = 1, f(−2) = 0, f(−1) = −1, f(0) = 0,

f(1) = 1, f(2) = 0, f(3) = −1, f(4) = 0 (2)

erfüllt und dabei möglichst niedrigen Grad n hat.

Aufgabe 301246A:
Man beweise: In jedem Dreieck ABC erfüllen für jeden Punkt P im Innern des Dreiecks die Längen x = PA,
y = PB, z = PC und die Längen u, v bzw. w der von P auf die Seiten BC, CA bzw. AB oder deren
Verlängerungen gefällten Lote die Ungleichung

xyz ≥ (v + w)(w + u)(u+ v).

Aufgabe 301246B:
Für natürliche Zahlen n, k mit 2 ≤ k ≤ n werde eine Menge N von n Personen genau dann als k-familiär
bezeichnet, wenn sich in jeder Menge K von k Personen aus N eine Person befindet, die mit allen anderen
Personen aus K bekannt ist.

Ermitteln Sie zu jeder natürlichen Zahl n ≥ 2 alle diejenigen natürlichen Zahlen k mit 2 ≤ k ≤ n, für die
die Aussage gilt, daß jede k-familiäre Menge von n Personen auch n-familiär sein muß!

Hinweise: Für Personen a, b gelte stets: Wenn a mit b bekannt ist, so ist b mit a bekannt. Ferner werde
vorausgesetzt, daß jede in einer Menge theoretisch widerspruchsfreie Verteilung gegenseitiger Unbekanntheit
oder Bekanntheit auch durch eine Menge von Personen realisiert werden kann.
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31. Mathematik-Olympiade 1991/92
1. Stufe (Schulrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 311211:
Vier Dörfer bilden die Eckpunkte eines Quadrates mit der Seitenlänge 4 km.

Man untersuche, ob es möglich ist, diese Dörfer durch ein Straßennetz mit einer Gesamtlänge von weniger
als 11 km zu verbinden.

Aufgabe 311212:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, n) positiver ganzer Zahlen a, b, n, für die folgende Aussagen (1)
und (2) gelten:

(1) Die Zahlen a und b sind Primzahlen.

(2) Es gilt 97ab = (a+ n)(b+ n).

Aufgabe 311213:
In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C sei D der Schnittpunkt von BC mit
der Winkelhalbierenden des Winkels �BAC. Ein Punkt P auf AB und ein Punkt Q auf AD seien so gelegen,
daß DPQ ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei P ist.

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen

a) der vierte Eckpunkt R des Quadrates DPQR auf AC liegt,

b) die Strecken BD und BP einander gleiche Länge haben.

Man ermittle die Seitenlänge des Quadrates DPQR

c) für BC = 49 mm, AC = 168 mm,

d) allgemein ausgedrückt durch a = BC, b = AC, c = AB.

Aufgabe 311214:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z) reeller Zahlen mit x ≤ y ≤ z, für die das folgende Gleichungs-
system (1), (2), (3) erfüllt ist:

x+ y + z = 5, (1)
x2 + y2 + z2 = 15, (2)

xyz = −3. (3)
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31. Mathematik-Olympiade 1991/92
2. Stufe (Regionalrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 311221:
Ist c eine reelle Zahl, so werde das Gleichungssystem

x+ y = 1, (1)
x2 + y2 = c. (2)

gebildet.

a) Man ermittle für c = 2 alle Paare (x; y), die das Gleichungssystem (1), (2) erfüllen.

Man ermittle ferner jeweils alle diejenigen reellen Zahlen c, für die das Gleichungssystem (1), (2)

b) keine Lösung (x; y) aus reellen Zahlen x, y hat,

c) genau eine Lösung (x; y) hat,

d) zwei verschiedene Lösungen (x1; y1), (x2; y2) aus reellen Zahlen hat.

Aufgabe 311222:
Man untersuche, ob es ein gleichseitiges Dreieck ABC gibt, dessen drei (nicht miteinander zusammenfallen-
de) Eckpunkte in einem kartesischen Koordinatensystem sämtlich ganzzahlige Koordinaten haben.

Aufgabe 311223:
Man ermittle alle diejenigen Tripel (a; b; c) natürlicher Zahlen, mit denen durch

f(x) =
x2 + ax+ b

x2 + cx+ b

eine Funktion f definiert wird, die folgende Bedingungen erfüllt:

(1) Die Funktion f ist für alle reellen x definiert.

(2) Es gilt 1 < f(2) < f(1) < 2.

(3) Die Funktion f besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen.

Aufgabe 311224:
Man beweise, daß für alle reellen Zahlen x die Ungleichung

x6 + x5 + 4x4 − 12x3 + 4x2 + x+ 1 ≥ 0 gilt.
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31. Mathematik-Olympiade 1991/92
3. Stufe (Landesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 311231:
Es sei f eine Funktion, die für alle reellen Zahlen x definiert ist; ferner sei folgende Voraussetzung erfüllt: Mit
zwei voneinander verschiedenen reellen Zahlen a, b gelten für jedes reelle x die Gleichungen f(a−x) = f(a+x)
und f(b− x) = f(b+ x).

Man beweise, daß aus diesen Voraussetzungen stets folgt : Die Funktion f ist periodisch.

Hinweis: Eine Funktion f heißt genau dann periodisch, wenn eine positive reelle Zahl p existiert, mit der
für jedes reelle x die Gleichung f(x+ p) = f(x) gilt.

Aufgabe 311232:

Man beweise, daß jedes konvexe Viereck ABCD, in dem die Seitenlängen AB = a, BC = b, CD = c
betragen und die Innenwinkel �ABC, �BCD die Größen β bzw. γ haben, den Flächeninhalt

F =
1

2
(ab · sinβ + bc · sin γ − ac · sin(b+ y)) hat.

Aufgabe 311233A:
Man beweise, daß es unter allen Werten, die der Term√

x2 + y2 + 2x+ 1 +
√
x2 + y2 − 2x− 2y + 2 +

√
x2 + y2 + 4x− 2y + 5 +

√
x2 + y2 +−4x+ 4y + 8

für reelle Zahlen x, y annehmen kann, einen kleinsten Wert gibt, und man ermittle diesen kleinsten Wert.

Aufgabe 311223B:
Es sei n ≥ 2 die Anzahl der Teilnehmer an einer Feier. Für je zwei Teilnehmer A, B seien die folgenden
beiden Aussagen wahr:

(1) Ist A mit B bekannt, so gibt es keinen von A und B verschiedenen Teilnehmer, der sowohl mit A als
auch mit B bekannt wäre.

(2) Ist A nicht mit B bekannt, so gibt es genau zwei von A und B verschiedene Teilnehmer, die sowohl
mit A als auch mit B bekannt sind.

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen stets gilt: Alle Teilnehmer haben auf dieser Feier dieselbe
Zahl von Bekannten.

Hinweis: Für je zwei Teilnehmer A, B gelte: Ist A mit B bekannt, so auch B mit A. Kein Teilnehmer gelte
als mit sich selbst bekannt.
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Aufgabe 311234:
Für jede natürliche Zahl a > 0 ermittle man alle diejenigen natürlichen Zahlen n > 0, die die Ungleichung

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

3n+ 1
> a erfüllen.

Aufgabe 311235:
Man untersuche, ob sich unter den natürlichen Zahlen von 1 bis 100 fünfzig verschiedene so auswählen
lassen, daß ihre Summe 2 525 beträgt und daß keine zwei von ihnen die Summe 101 haben.

Aufgabe 311236:
Es seien alle diejenigen Pyramiden ABCS betrachtet, die den folgenden Bedingungen (1), (2), (3) genügen:

(1) Die Grundfläche ABC der Pyramide hat den Flächeninhalt 1.

(2) Es gilt AB = AC = SB = SC.

(3) Es gilt BC = SA.

Man untersuche, ob es unter allen Pyramiden, die diese Bedingungen erfüllen, eine mit größtem Volumen
gibt. Wenn dies der Fall ist, so ermittle man für eine solche Pyramide die Größe des Winkels �BAC.
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31. Mathematik-Olympiade 1991/92
4. Stufe (Bundesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 311241:
Es sei

x = e0,000009 − e0,000007 + e0,000002 − e0,000001, y = e0,000008 − e0,000005.

Man untersuche, ob x = y oder x > y oder x < y gilt.

Aufgabe 311242:
Auf einem Kreis k seien A1, A2 und P drei paarweise verschiedene Punkte; die Strecke A1A2 sei kein
Durchmesser von k. Für i = 1; 2 sei jeweils ki ein Kreis, der k von außen in Ai berührt, und Bi sei der von
Ai verschiedene Schnittpunkt des Kreises ki mit der Geraden durch P und Ai. Der Mittelpunkt von ki sei
Mi.

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen stets die durch A1, A2 bzw. durch B1, B2 bzw. durch M1,
M2 gelegten Geraden a bzw. b bzw. m entweder alle drei genau einen Punkt gemeinsam haben oder alle
drei zueinander parallel sind.

Aufgabe 311243:
Man beweise: Ist p eine Primzahl und werden zwei ganze Zahlen n, k mit 0 ≤ k ≤ n im Ziffernsystem mit
der Basis p geschrieben als

n = at · pt + at−1 · pt−1 + ...+ a1p+ a0,

k = bt · pt + bt−1 · pt−1 + ...+ b1p+ b0

(aj , bj ganze Zahlen mit 0 ≤ aj < p, 0 ≤ bj < p für j = 0, 1, ..., t), so läßt die Zahl
(
n
k

)
bei Division durch

p denselben Rest wie (
at
bt

)
·
(
at−1
bt−1

)
· ... ·

(
a1
b1

)
·
(
a0
b0

)
.

Hinweis: Für ganze Zahlen n ≥ 0 und k ≥ 1 wird(
n
k

)
=
n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)

1 · 2 · ... · k
definiert, für ganze Zahlen n ≥ 0 ferner

(
n
0

)
= 1

Aufgabe 311244:
Es sei P1P2P3 ein gegebenes beliebiges Dreieck; sein Flächeninhalt sei F , sei Inkreis habe den Mittelpunkt
M und den Radius r.
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a) Man beweise, daß eine Pyramide P1P2P3S genau dann unter allen Pyramiden P1P2P3S mit dieser
Grundfläche P1P2P3 und mit gegebenem Volumen V einen kleinstmöglichen Oberflächeninhalt hat,
wenn das Lot von S auf die durch P1, P2, P3 gelegte Ebene den Fußpunkt M hat.

b) Man beweise, daß dieser kleinstmögliche Oberflächeninhalt F +

√
F 2 +

(
3V
r

)2 beträgt.

Aufgabe 311245:
Es sei a eine beliebige reelle Zahl mit a ≥ 2. Man ermittle zu a alle Funktionen, die den nachstehenden
Bedingungen (1), (2), (3) genügen:

(1) Die Funktion f ist für alle nichtnegativen ganzen Zahlen x definiert; alle Funktionswerte f(x) sind
reelle Zahlen.

(2) Für alle nichtnegativen ganzen Zahlen x, y mit x, y mit x ≥ y gilt: f(x) · f(y) = f(x+ y) + f(x− y).

(3) Es gilt f(1) = a.

Bemerkung: f soll als elementare Funktion in geschlossenem Ausdruck angegeben werden, d.h.: Die formel-
mäßige Angabe der Funktionswerte f(x) soll dadurch erfolgen, daß auf x sowie auf Konstanten, Potenz-,
Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen von x oder auf Umkehrfunktionen solcher Funktionen
Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) angewandt werden, und zwar in einer
von x unabhängigen Anzahl der Anwendungsschritte.

Aufgabe 311246A:
Man untersuche, ob es eine Anzahl n ≥ 2 sowie eine positive reelle Zahl c und n positive reelle Zahlen ai
(i = 1, 2, ..., n) derart gibt, daß die Summe der ai gleich n · c, die Summe der Quadrate der ai gleich 2n · c2
und mindestens eine der Zahlen ai größer als (1 +

√
n− 1) · c ist.

Aufgabe 311246B:
In einem utopischen Roman ist von einem unendlich lange lebenden Autor die Rede. An jedem Tag schreibt
er einen Text, mit dem er mindestens ein Blatt Papier füllt und, wenn er an diesem Tag noch weitere Blät-
ter beginnt, auch jedes dieser Blätter am gleichen Tag füllt. Im Lauf jedes Jahres füllt er auf diese Weise
eine Anzahl Blätter; für verschiedene Jahre können diese Anzahlen verschieden sein, in keinem Jahr jedoch
beträgt diese Anzahl mehr als 730.

Man beweise: Im Leben dieses Autors gibt es für jede positive ganze Zahl n einen Zeitraum von aufeinan-
derfolgenden Tagen, in dem der Autor genau n Blätter füllt.

Hinweis: Es wird vorausgesetzt, daß die derzeit gültige Regel unendlich lange gilt, wonach sich stets un-
ter acht aufeinanderfolgenden Jahren mindestens ein Schaltjahr mit 366 Tagen befindet, während jedes
Nicht-Schaltjahr aus 365 Tagen besteht.
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32. Mathematik-Olympiade 1992/93
1. Stufe (Schulrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 321211:
Man ermittle alle diejenigen Paare (a; b) nicht-negativer ganzer Zahlen a und b, für die das Quadrat ihren
Produkts doppelt so groß wie die Summe ihrer Quadrate ist.

Aufgabe 321212:

Man beweise, daß für alle reellen Zahlen a ≥ 3 die Ungleichung 3
√
a > 4
√
a+ 1 gilt.

Aufgabe 321213:
Dora und Karla berechnen für verschiedene Flächen jeweils den Quotienten aus Flächeninhalt und Umfang.
Sie vermuten: Wählt Dora ein beliebiges gleichschenkliges Dreieck D und Karla den einbeschriebenen Kreis
K dieses Dreiecks D, so müssen sich stets einander gleichgroße Quotientenwerte ergeben.

Trifft diese Vermutung zu?

Aufgabe 321214:
Bei einem Würfelspiel Reise durch Deutschland sind
2 000 Felder längs der Reiseroute angeordnet (siehe
Abbildung). Beim Startfeld 1 beginnend, wird der
Spielstein nach jedem Mal Würfeln in Richtung Ziel
um die gewürfelte Augenzahl weiterbewegt, Steht
der Stein dann genau auf dem Feld 1 990, so er-
hält der Spieler einen Bonus. Für jedes Feld n mit
1 ≤ n ≤ 1 989 bezeichne P (n) die Wahrscheinlich-
keit dafür, daß ein auf dem Feld n stehender Stein im
weiteren Verlauf des Spieles diesen Bonus einbringt.

Man ermittle diejenige Zahl n (1 ≤ n ≤ 1 989), für
die P (n) den größten Wert hat.

Hinweis: Informieren Sie sich gegebenenfalls über
den Begriff Wahrscheinlichkeit!

1

2000

1989

1990

2

3

Start

Ziel
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32. Mathematik-Olympiade 1992/93
2. Stufe (Regionalrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 321221:
Man ermittle zu jeder ganzen Zahl k alle diejenigen Paare (x; y) ganzer Zahlen, die das Gleichungssystem
aus den beiden folgenden Gleichungen (1), (2) erfüllen:

x2 + k · y2 = 4, (1)
k · x2 − y2 = 2. (2)

Aufgabe 321222:
Man beweise, daß für jede positive ganze Zahl n die Ungleichung

1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · ... · 2n
<

1√
2n+ 1

gilt.

Aufgabe 321223:
Man beweise:

In jedem Dreieck ist für jede seiner Ecken der Abstand des Höhenschnittpunktes zu dieser Ecke dop-
pelt so groß wie der Abstand des Umkreismittelpunktes von derjenigen Seite, die der genannten Ecke
gegenüberliegt.

Aufgabe 321224:
Eine Schulklasse ist im Sportunterricht in einer Linie angetreten. Auf das Kommando rechts um! drehen sich
alle Schüler um 90◦, jedoch einige zur falschen Richtung. Jeder Schüler kehrt also jedem seiner Nachbarn
entweder das Gesicht oder den Rücken zu.

Von dieser Anfangssituation an drehen sich nur noch zu jeder vollen Sekunde genau diejenigen Schüler, und
zwar um 180◦, die einem ihrer Nachbarn das Gesicht zuwenden und dabei sein Gesicht sehen.

Man untersuche, ob sich aus jeder (der obigen Beschreibung entsprechenden) Anfangssituation einer Schul-
klasse heraus einmal ein Zeitpunkt einstellen muß, von dem an sich kein Schüler mehr dreht.
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32. Mathematik-Olympiade 1992/93
3. Stufe (Landesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 321231:

Man untersuche, ob es eine positive ganze Zahl n gibt, für die die Zahl
√
n+
√
n+ 4 rational ist.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet werden, daß für jede natürliche Zahl k, die
keine Quadratzahl ist, die Zahl

√
k nicht rational ist.

Aufgabe 321232:
Man beweise: Zu jeder Primzahl p gibt es eine reelle Zahl c, mit der Zahlenfolge (ak)k=1,2,3,..., die durch

a1 = c, ak+1 = a2k + c (k = 1, 2, 3, ...)

definiert wird, periodisch ist und die Zahl p als kleinste Periodenlänge hat.

Hinweis: Eine Zahlenfolge (ak)k=1,2,3,... heißt genau dann periodisch, wenn es eine positive ganze Zahl n
gibt, mit der für alle k = 1, 2, 3, ... die Gleichung ak = ak+n gilt. Ist das der Fall, so heißt jede positive ganze
Zahl n, mit der das zutrifft, eine Periodenlänge der Zahlenfolge (ak)k=1,2,3,...

Aufgabe 321233A:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f , die für alle reellen Zahlen x mit x 6= 0 und x 6= 1 definiert sind
sowie für alle reellen Zahlen x mit x 6= 0, x2 − x − 1 6= 0 und x2 + x − 1 6= 0 die folgende Gleichung (1)
erfüllen:

2 · f
(
x2 + x− 1

x2 − x− 1

)
− 3 · f

(
x2 − x− 1

x2 + x− 1

)
= 5 · f

(
x− 1

x

)
. (1)

Aufgabe 321233B:
Für jede natürliche Zahl n ≥ 2 ermittle man alle diejenigen n-Tupel (x1, x2, ..., xn) positiver ganzer Zahlen
x1, x2, ..., xn, die das folgende Gleichungssystem erfüllen:

x1 · x2 = 3 · (x1 + x2),

x2 · x3 = 3 · (x2 + x3),

...

xn−1 · xn = 3 · (xn−1 + xn),

xn · x1 = 3 · (xn + x1).

Aufgabe 321234:
Von einer ungeraden natürlichen Zahl n und von n Zahlen a1, a2, ..., an werde vorausgesetzt, daß jede der
Zahlen 1, 2, ..., n genau einmal unter den a1, a2, ..., an vorkommt.
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Man beweise, daß unter dieser Voraussetzung das Produkt

(a1 − 1) · (a2 − 2) · ... · (an − n)

stets eine gerade Zahl sein muß.

Aufgabe 321235:
Man beweise, daß es zu jeder positiven ganzen Zahl n eine reelle Zahl c gibt, so daß für alle reellen Zahlen
a > 0 die Ungleichung

a+ a2 + a3 + ...+ a2n ≤ c ·
(
1 + a2n+1

)
gilt.

Man beweise auch, daß es zu jedem n unter allen solchen Zahlen c eine kleinste gibt, und ermittle jeweils
zu n dieses kleinste c.

Aufgabe 321236:
Es seien k1, k2 und k3 drei konzentrische Kreise mit den Radien r1 = 5, r2 = 3 bzw. r3 = 1. Man ermittle
den größtmöglichen Wert für den Flächeninhalt eines Dreiecks ABC mit der Eigenschaft, daß A auf k1, B
auf k2 und C auf k3 liegt.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet werden, daß unter allen Dreiecken mit der
genannten Eigenschaft ein Dreieck mit größtmöglichem Flächeninhalt existiert.
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32. Mathematik-Olympiade 1992/93
4. Stufe (Bundesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 321241:
Von den Eckpunkten eines regelmäßigen 250-Ecks wurden genau 16 gelb und alle anderen blau gefärbt.

Beweisen Sie, daß es zu jeder solchen Färbung eine Drehung des 250-Ecks um seinen Mittelpunkt gibt, bei
der alle gelben Ecken in blaue übergehen!

Aufgabe 321242:
Man beweise, daß ein Würfel für jede natürliche Zahl n ≥ 100 in genau n Würfel zerlegt werden kann.

Aufgabe 321243:
Von 1 993 Punkten P1, ..., P1 993 werde vorausgesetzt, daß keine drei Pi, Pj , Pk von ihnen (i 6= j, i 6= k,
j 6= k) einer gemeinsamen Geraden angehören.

Ferner sei für gewisse Paare (i, j) mit 1 ≥ i < j ≥ 1 993 jeweils die Strecke PiPj konstruiert; dabei werde
vorausgesetzt, daß jeder der 1 993 Punkte Pi mit mindestens 1 661 anderen dieser 1 993 Punkte durch eine
der konstruierten Stecken verbunden ist.

Man beweise, daß aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Unter den Pi gibt es 7 Punkte, von denen jeder
mit jedem anderen dieser 7 Punkte durch eine der konstruierten Strecken verbunden ist.

Aufgabe 321244:
Man beweise: Wenn reelle Zahlen a, b, c das Gleichungssystem

a+ b+ c = 2,

ab+ ac+ bc = 1

erfüllen, so gilt

0 ≤ a ≤ 4

3
, 0 ≤ b ≤ 4

3
, 0 ≤ c ≤ 4

3
.

Aufgabe 321245:
Man ermittle die größtmögliche Anzahl von Dreiecken mit ganzzahligen Seitenlängen und mit dem Umfang
1 993, unter denen sich keine zwei untereinander kongruenten Dreiecke befinden.

Aufgabe 321246A:
Eine Bus-Bahn-Rundreise durch n Städte sei eine Reise, die in einer dieser Städte beginnt, jede andere von
ihnen genau einmal erreicht, dann zum Ausgangspunkt zurückführt und insgesamt keine anderen Verkehrs-
mittel als Bus oder Bahn benutzt.

Von n Städten S1, ..., Sn werde vorausgesetzt, daß zwischen zwei von ihnen genau eine (in beiden Richtungen
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benutzbare) Verbindung besteht und daß diese jeweils nur entweder eine Bus- oder eine Bahnverbindung
ist.

Man beweise für jede natürliche Zahl n ≥ 3, daß es durch n Städte, die diese Voraussetzungen erfüllen, stets
eine Bus-Bahn-Rundreise geben muß, bei der das Verkehrsmittel höchstens einmal gewechselt wird.

Aufgabe 321246B:
Eine Funktion f erfülle folgende Voraussetzungen: f ist für alle reellen Zahlen x definiert und stetig, alle
Funktionswerte f(x) sind reelle Zahlen, und für jedes reelle x gilt f(f(f(x))) = x.

Man beweise: Diese Voraussetzungen werden nur von derjenigen Funktion f erfüllt, die für alle reellen x
durch f(x) = x definiert ist.
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33. Mathematik-Olympiade 1993/94
1. Stufe (Schulrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 331211:
Man ermittle alle diejenigen natürlichen Zahlen n, für die folgende Bedingungen erfüllt sind:

Die Zahl n ist zehnstellig. Für die Ziffern ihrer Dezimaldarstellung, von links nach rechts mit a0, a1, ..., a9
bezeichnet, gilt: a0 stimmt mit der Anzahl der Nullen, a1 mit der Anzahl der Einsen, ..., a9 mit der Anzahl
der Neunen in der Dezimaldarstellung von n überein.

Aufgabe 331212:
Zeigen Sie, daß sich jede positive ganze Zahl z in der Form

z = a1 · 12 + a2 · 22 + ...+ an · n2

darstellen läßt, wobei n eine positive ganze Zahl ist und jeder Koeffizient a1, a2, ..., an eine der Zahlen 0,
1, -1 ist!

Aufgabe 331213:
In einem Schönheitswettbewerb für Pudel stellen sich Asta, Benno, Cäsar und Dolly einer Jury aus vier
Mitgliedern. Jedes Jurymitglied stimmt für einen der Hunde durch Heben eines Kärtchens mit dem Anfangs-
buchstaben des Hundenamens. Als Regel zur Auswertung dieses Abstimmungsergebnisses wurde festgelegt:
Kommen eindeutig zwei Hunde mit größerer Stimmenzahl als die beiden anderen Hunde vor, so gelten sie
als qualifiziert. Tritt aber der Fall ein, daß in dem Abstimmungsergebnis nicht eindeutig zwei Hunde mit
größerer Stimmenzahl als die beiden anderen Hunde vorkommen, so wird eine Zusatzregelung getroffen (z.B.
eine erneute Abstimmung angesetzt).

Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Abstimmungsergebnisse, die zu diesem letzgenann-
ten Fall führen! Dabei gelten Abstimmungsergebnisse genau dann als einander gleich, wenn sie nicht nur
in den Stimmenzahlen der Hunde, sondern auch darin übereinstimmen, welche Jurymitglieder für die be-
treffenden Hunde gestimmt haben. Beispielsweise gelten die Abstimmungsergebnisse AABC und CABA als
voneinander verschieden.

Aufgabe 331214:
Man beweise, daß für jedes spitzwinklige Dreieck ABC die folgende Aussage gilt:

Sind a, b, c die Seitenlängen, α, β, γ die Winkelgrößen, ist F der Flächeninhalt, ist D der Fußpunkt der auf
AB senkrechten Höhe und ist H der Höhenschnittpunkt des Dreiecks ABC, so gilt für die Streckenlängen
CH und HD die Gleichung

CH ·HD =
a2 · b2 · c2 · cosα · cosβ · cos γ

4F 2
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33. Mathematik-Olympiade 1993/94
2. Stufe (Regionalrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 331221:
Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x; y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfüllen!

2− x+ y =
√

18 + x− y, (1)√
1 + x+ y +

√
2 + x− y = 5. (2)

Aufgabe 331222:

a) Beweisen, Sie, daß für jede natürliche Zahl n ≥ 4 die Ungleichung

42 − 9

42 − 4
· 52 − 9

52 − 4
· ... · n

2 − 9

n2 − 4
>

1

6

gilt!

b) Kann man die Zahl 1
6 auf der rechten Seite dieser Ungleichung durch die Zahl 0,1667 ersetzen, ohne

daß damit aus der in a) zu beweisenden Aussage. eine falsche Aussage entsteht?

Aufgabe 331223:
Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) positiver ganzer Zahlen m, n, für die 1 994m − 1 993n eine Qua-
dratzahl ist.

Aufgabe 331224:
Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck, C ′ sei der Bildpunkt von C bei der Spiegelung an AB.

Für jeden Punkt P , der auf AB zwischen A und B liegt, seien Q auf BC und R auf CA so gelegen, daß
PQCR ein Parallelogramm ist. Dann sei X der von P verschiedene Schnittpunkt der Umkreise der beiden
Dreiecke APR und BPQ.

Man beweise: Die Menge aller so zu erhaltenden Punkte X stimmt überein mit dem im Innern des Dreiecks
ABC gelegenen Bogen den Umkreises des Dreiecks ABC ′.
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33. Mathematik-Olympiade 1993/94
3. Stufe (Landesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 331231:
Beweisen Sie, daß für alle positiven reellen Zahlen a, b, c, d die nachstehende Ungleichung gilt!

1
1
a + 1

b

+
1

1
c + 1

d

≤ 1
1
a+c + 1

b+d

(1)

Aufgabe 331232:

M1 M2

M3M4

h1
h2

k4

k3

BMA

h

Über einer Strecke AB sei ein Halbkreis h mit dem Mittelpunkt
M errichtet. Darin (siehe Abbildung) seien die Halbkreise h1 und
h2 über AM bzw. MB konstruiert. Ferner sei k3 derjenige Kreis,
der h von innen sowie h1 und h2 von außen berührt, und es sei
k4 derjenige Kreis, der h von innen sowie h1 und k3 von außen
berührt.

Man beweise, daß M und die Mittelpunkte M3, M4, M1 von k3,
k4 bzw. h1 die Ecken eines Rechtecks sind.

Aufgabe 331233A:
Ist m eine natürliche Zahl mit m ≥ 2, so werde eine Zahlenfolge (xn)n∈{0,1,2,... } durch die Festsetzung
definiert, daß x0 = 0, x1 = 1 gelten soll und für n ≥ 0 jeweils xn+2 der Rest (mit 0 ≤ xn+2 < m) sein soll,
den xn+1 + xn bei Division durch m läßt.

Man untersuche, ob zu jeder natürlichen Zahl m mit m ≥ 2 eine natürliche Zahl k mit k ≥ 1 existiert, mit
der die drei Gleichungen x0 = xk, x1 = xk+1 und x2 = xk+2 gelten.

Aufgabe 331233B:
Für jede ganze Zahl n mit n ≥ 0 sei fn die durch

fn(x) = x3 + (n+ 3) · x2 + 2n · x− n

n+ 1

für alle reellen x definierte Funktion.

Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen n mit n ≥ 0, für die gilt: Alle Nullstellen von fn liegen in einem
Intervall der Länge 3.

Aufgabe 331234:
Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Paare (x, y) ganzer Zahlen x, y, für die

√
x+
√
y = 1 993 gilt.
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Aufgabe 331235:
Zwei kongruente regelmäßsige 2n-Ecke seien durch Verbinden ihrer Eckpunkte mit dem jeweiligen Mittel-
punkt in Dreiecke zerlegt. Jedes dieser Dreiecke sei entweder blau oder rot gefärbt. Von einem der beiden
2n-Ecke werde vorausgesetzt, dass es ebenso viele blaue wie rote Dreiecke hat.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist es stets möglich, die beiden 2n-Ecke so aufeinanderzule-
gen, daß in mindestens n übereinanderliegenden Dreieckspaaren die beiden Dreiecke dieses Paares einander
gleichgefärbt sind.

Aufgabe 331236:

Man ermittle für jede natürliche Zahl n die größte Zweierpotenz, die ein Teiler der Zahl
[(

4 +
√

18
)n]

ist.

Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird diejenige ganze Zahl g, für die g ≤ r < g + 1 gilt, mit g = [r]
bezeichnet.
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33. Mathematik-Olympiade 1993/94
4. Stufe (Bundesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 331241:
Man untersuche für jede der beiden unten genannten Aussagen a) und b), ob diese Aussage für jede Menge
wahr ist, in der sich genau 32 positive ganze Zahlen befinden, von denen jede kleiner als 112 ist und von
denen keine zwei einander gleich sind:

a) Es gibt eine Zahl, die unter den Differenzen von je zwei dieser Zahlen mindestens fünfmal vorkommt.

b) Es gibt eine Zahl, die unter den Differenzen von je zwei dieser Zahlen mindestens sechsmal vorkommt.

Hinweis: In dieser Aufgabe sei als Differenz zweier Zahlen x, y stets die Zahl |x− y| verstanden. Sind x, y
Zahlen einer obengenannten Menge, so werde diese Differenz unter allen zu berücksichtigenden nur einmal
gezählt (nicht etwa zweimal, als |x− y| und als |y − x|).

Aufgabe 331242:
Für n = 1, 2, 3, . . . sei

sn =

n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

tn =
n∑
k=1

1

k · s2k
=

1

1 · s21
+

1

2 · s22
+

1

3 · s23
+ · · ·+ 1

n · s2n
.

Man beweise für alle n = 1, 2, 3, . . . die Ungleichung tn < 2.

Aufgabe 331243:
Es sei ABCDS eine gerade vierseitige Pyramide mit der Spitze S und der quadratischen Grundfläche
ABCD. Ferner seien A′, B′, C ′, D′ vier Punkte, die jeweils auf den Seitenkanten AS, BS, CS bzw. DS
liegen und von S beliebig gegebene (von Null verschiedene) Abstände a, b, c bzw. d haben.

Man zeige, daß unter diesen Voraussetzungen stets gilt: Die Punkte A′, B′, C ′, D′ liegen genau dann in
einer gemeinsamen Ebene, wenn

1

a
+

1

c
=

1

b
+

1

d
gilt.

Aufgabe 331244:
Für jedes Dreieck ABC sei D bzw. E jeweils der Schnittpunkt der von A bzw. B ausgehenden Winkelhal-
bierenden mit der Gegenseite BC bzw. AC; ferner sei P ein beliebiger Punkt der Strecke DE.

Man beweise: Unter dieser Voraussetzung ist stets die Summe der Abstände des Punktes P zu den Geraden
durch B, C bzw. durch A, C gleich dem Abstand des Punktes P zur Geraden durch A, B.
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Aufgabe 331245:
Im Zwergenland wohnen 12 Zwerge. Jeder von ihnen hat unter den 11 anderen eine ungerade Anzahl von
Freunden; alle diese Freundschaften beruhen auf Gegenseitigkeit. In jedem Monat hat einer der 12 Zwerge
Geburtstag. Jeder Zwerg bewohnt ein Haus für sich allein, jedes Haus ist entweder rot oder grün gestrichen.
Jeder Zwerg streicht in jedem Jahr an seinem Geburtstag sein Haus in derjenigen Farbe, die unter den
Farben der Häuser seiner Freunde in größerer Anzahl als die andere Farbe vorkommt.

Zeigen Sie, daß unter diesen Voraussetzungen stets ein Zeitpunkt existieren muß, von dem ab die Farbe aller
Häuser unverändert bleibt!

Aufgabe 331246A:
Für alle positiven ganzen Zahlen n werde definiert:

f(n) =
[
2
√
n
]
−
[√
n− 1 +

√
n+ 1

]
.

Man ermittle alle diejenigen positiven ganzen Zahlen n, für die

a) f(n) = 1,

b) f(n) = 0

gilt.

Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird diejenige ganze Zahl g, für die g ≤ r < g + 1 gilt, mit g = [r]
bezeichnet.

Aufgabe 331246B:
Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n) ganzer, nicht negativer Zahlen m, n, für die 2m − 5n = 7 gilt.
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34. Mathematik-Olympiade 1994/95
1. Stufe (Schulrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 341211:
Von einer natürlichen Zahl n sei bekannt, daß ihre Dezimaldarstellung nur die Ziffern Drei und Null enthält,
wobei die Drei genau 1 994 mal und die Null genau 1 995 mal auftritt.

Man untersuche, ob eine solche Zahl Quadratzahl sein kann.

Aufgabe 341212:
Man ermittle die Anzahl aller derjenigen natürlichen Zahlen n, welche die folgenden Bedingungen (1), (2),
(3) erfüllen:

(1) Die Zahl n ist durch 5 teilbar.

(2) Die Zahl n und ihre Quersumme enthalten beide in ihrer Dezimaldarstellung keine Ziffer Null.

(3) Die Quersumme der Quersumme von n beträgt 2.

Aufgabe 341213:

In die Kreise der Abbildung lassen sich reelle Zahlen so eintragen,
daß an die Randkreise die angegebenen Zahlen kommen und daß
in jedem der sieben inneren Kreise jeweils das arithmetische Mittel
der sechs benachbarten Kreise steht.

Man untersuche, welche Zahl x dabei im mittleren Kreis steht.

11 12 1

10

9

8

7

2

3

4

56

x

Aufgabe 341214:
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, welche die Ungleichung

1√
x

+
1√
x+ 1

<
1

x− 1
erfüllen.
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34. Mathematik-Olympiade 1994/95
2. Stufe (Regionalrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 341221:
Man beweise, daß für alle nichtnegativen reellen Zahlen x und y die Ungleichungen

0 ≤
√
x2 + y2

2
− x+ y

2
≤ |x− y|

2
gelten

Aufgabe 341222:

Man beweise für jeden Punkt P , der im Inneren eines gleichseitigen Dreiecks
ABC mit dem Flächeninhalt F = 1 liegt:

Die Längen x, y, z der Lote von P auf die Dreiecksseiten (siehe Abbildung)
erfüllen die Gleichung

x+ y + z =
4
√

3.

P
x

z

y

C

BAAufgabe 341223:
Man beweise die folgende Aussage:

Wenn die Längen der Seitenkanten eines Tetraeders ABCD die Gleichungen

AD = BD = CD = 1 und AB = BC = CA

erfüllen, so ist die Oberfläche des Tetraeders kleiner als 3
2 ·
√

3.

Aufgabe 341224:

Ist z eine 1 995-ziffrige natürliche Zahl und ist n eine natürliche Zahl mit 1 ≤ n ≤ 1 994, so bezeichne z[n]
diejenige Zahl, deren Zifferndarstellung entsteht, indem man aus der Zifferndarstellung von z die ersten n
Ziffern wegläßt und in gleicher Reihenfolge wieder an das Ende der Zifferndarstellung anfügt.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man für jedes 1 995-ziffrige z und jedes n mit 1 ≤ n ≤ 1 994:

Ist z durch 27 teilbar, so ist auch z[n] durch 27 teilbar.
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34. Mathematik-Olympiade 1994/95
3. Stufe (Landesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 341231:
Man beweise, daß für alle positiven reellen Zahlen x, y, z die Ungleichung

1

1 + x+ 1
y

+
1

1 + y + 1
z

+
1

1 + z + 1
x

≤ 1 gilt.

Aufgabe 341232:
Im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC werde ein Punkt P beliebig gewählt. Die Fußpunkte der Lote
von P auf die Seiten BC, CA, AB seien in dieser Reihenfolge mit X, Y , Z bezeichnet.

Man beweise, daß die Summe der Längen x, y, z der Strecken BX, CY , AZ nicht von der Wahl des Punktes
P abhängt.

Aufgabe 341233A:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x, y) reeller Zahlen x, y, die die folgenden Gleichungen (1) und (2)
erfüllen:

sin4 x = y4 + x2y2 − 4y2 + 4, (1)
cos4 x = x4 + x2y2 − 4x2 + 1. (2)

Aufgabe 341233B:
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f , die für alle reellen Zahlen definiert sind und für alle reellen x
und y den folgenden Bedingungen (1), (2), (3) genügen:

f(x · y) = f(x) · f(y)− f(x)− f(y) + 2, (1)
f(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy − 1, (2)

f(1) = 2. (3)

Aufgabe 341234:
Man ermittle die kleinste natürliche Zahl n mit n ≥ 2 und der folgenden Eigenschaft (*):

(*) In jeder Menge von n natürlichen Zahlen gibt es (mindestens) zwei Zahlen, deren Summe oder deren
Differenz durch 7 teilbar ist.

1.-34. Olympiade - Klasse 12 233



http://www.olympiade-mathematik.de

Aufgabe 341235:
Man beweise: Wenn in einem Tetraeder OABC die Seitenflächen OAB, OBC, OCA rechtwinklige Dreiecke
mit den rechten Winkeln bei O sind, so gilt für die Längen OA = a, OB = b, OC = c und für die Länge h
der auf ABC senkrechten Höhe des Tetraeders die Ungleichung

h ≤ 1

3

√
a2 + b2 + c2.

Aufgabe 341236:
Man ermittle für jede ungerade natürliche Zahl n ≥ 3 die Zahl[

1√
1 +
√

2
+

1√
3 +
√

4
+

1√
5 +
√

6
+ ...+

1√
n2 − 4 +

√
n2 − 3

+
1√

n2 − 2 +
√
n2 − 1

]
.

Hinweis: Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] diejenige ganze Zahl g = [z], für die g ≤ z < g + 1 gilt.
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34. Mathematik-Olympiade 1994/95
4. Stufe (Bundesrunde)

Klasse 12
Aufgaben

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzuführen.

Aufgabe 341241:
Man beweise: Wenn für eine von Null verschiedene reelle Zahl x die Zahl x + 1

x eine ganze Zahl ist, dann
ist für dieses x und jede positive ganze Zahl n auch xn + 1

xn eine ganze Zahl.

Aufgabe 341242:
Im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC werde ein Punkt P beliebig gewählt. Die Fußpunkte der Lote
von P auf die Seiten BC, CA, AB seien in dieser Reihenfolge mit X, Y , Z bezeichnet.

Man beweise, daß die Summe der Flächeninhalte der Dreiecke BXP , CY P , AZP nicht von der Wahl des
Punktes P abhängt.

Aufgabe 341243:
Man beweise, daß für alle ganzen Zahlen k und n mit 1 ≤ k ≤ 2n die Ungleichung(

2n+ 1
k − 1

)
+

(
2n+ 1
k + 1

)
≥ 2 · n+ 1

n+ 2
·
(

2n+ 1
k

)
gilt.

Hinweis: Für ganze Zahlen n und k mit 0 ≤ k ≤ n definiert man
(
n
k

)
= n!

k!·(n−k)! , wobei für ganze Zahlen

m mit m ≥ 0 definiert wird: m! = 1 ·2 · ... ·m [ausführlicher: 0! = 1 sowie m! = (m−1)! ·m (m = 1, 2, 3, ...)].

Aufgabe 341244:

Über ein Dreieck ABC und zwei Punkte D, E werde vorausgesetzt:

D liegt auf der Strecke BC und ist von C verschieden, E liegt auf der Strecke AC und ist von C verschieden.
Die Strecke DE geht durch den Inkreismittelpunkt M des Dreiecks ABC. Der Inkreisradius des Dreiecks
ABC sei r, der Flächeninhalt des Dreiecks CDE sei F .

Man beweise, daß unter diesen Voraussetzungen stets F ≥ 2r2 gilt.

Aufgabe 341245:
Man ermittle alle diejenigen Paare (x; y) nichtnegativer ganzer Zahlen x, y, für die

x3 + 8x2 − 6x+ 8 = y3 gilt.

Aufgabe 341246A:
Zu gegebenen positiven ganzen Zahlen a und b sei (xn)n=0,1,2,... diejenige Zahlenfolge, die durch

x0 = 1, xn+1 = axn + b (n = 0, 1, 2, ...)
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definiert ist.

Man beweise: Für jede Wahl von a und b enthält die so gebildete Folge unendlich viele Zahlen, die keine
Primzahlen sind.

Aufgabe 341246B:
Zwei Personen P und Q spielen das folgende Spiel:

In der Gleichung x3 + ax2 + bx+ c = 0 belegt zunächst P , danach Q und schließlich wieder P je einen noch
nicht belegten der drei Koeffizienten a, b, c mit einer reellen Zahl. Das Spiel ist genau dann für P gewonnen,
wenn die so entstandene Gleichung drei paarweise verschiedene reelle Lösungen hat.

Man untersuche, ob P bei jeder Spielweise von Q den Gewinn erzwingen kann.
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