Klasse 6 — 1. Tag olpha22)a5 |

340631 s.22fp|
- Jedes konvexe Vieleck 1i6t sich in Drei-
ecke zerlegen, deren Eckpunkte zugleich
Eckpunkte des Vielecks sind. Bei einem
Viereck beispielsweise findet man daflir
genau 2 Mbglichkeiten (siche Abb.
A340631a).

Abb. A340631 a

Skizziere fiir ein selbstgewihltes
a) konvexes Fiinfeck,
b) konvexes Sechseck

alle Zerlegungen dieser Art!

Hinweis: FEin Vieleck wird genau dann
konvex genannt, wenn alle seine Dia-
gonalen ganz der Fliche des Vielecks

* angehtren. Ein Beispiel fiir ein Viel-
eck, das nicht konvex ist, zeigt
Abb. A340631 b:

S
-~

Abb. A340631 b

340632

Man kann die Buchstaben eines Wortes
in eine andere Reihenfolge bringen. Jede
so entstandene Aneinanderreihung von
Buchstaben soll ebenfalls ein ,,Wort“ ge-
nannt werden, auch wenn sie (in der deut-
schen Sprache) keinen Sinn ergibt. Wich-
tig ist nur, daB jeder Buchstabe genau so
oft vorkommt wie im urspriinglichen
Wort. Zum Beispiel lassen sich aus dem
Wort TAL insgesamt folgende Worter bil-
den:

ALT, ATL, LAT, LTA, TAL, TLA.

Sie sind hier alphabetisch geordnet (zum
Beispiel steht ATL vor LAT, weil der er-
ste Buchstabe A von ATL im Alphabet
frither vorkommt als der erste Buchstabe L
von LAT; tiber die Reihenfolge von LAT
und LTA mit gleichem erstem Buchstaben
entscheidet der zweite Buchstabe usw.).

Wie man sieht, steht bei dieser Ordnung
das Wort TAL an der 5.Stelle der Aufzih-
lung.

(Thael ?)

(a) Gib alle Worter an, die sich ebenso aus
dem Wort LAND bilden lassen (das
Wort LAND ist dabei mit aufzuzih- |
len)! ‘

(b) Wenn die Worter in (a) alphabetisch
geordnet werden, an wievielter Stelle
steht dann das Wort LAND ?

(c) Wieviele Worter lassen sich aus dem
Wort UMLAND bilden? (Wieder ist
UMLAND mitzuzihlen.)

(d) An wievielter Stelle steht bei alphabe-
tischer Ordnung der Worter aus (c) das
Wort UMLAND ?

340633 ] 5

Schon vor 5000 Jahren gab es in Agyp-
ten eine weit entwickelte Kenntnis der
Bruchrechnung. Dabei wurden Stammbrii-
che bevorzugt; das sind Briiche, deren
Zshler 1 lautet und deren Nenner eine na-
tilrliche Zahl ist.
(a) Gib je eine Mdglichkeit an, wie man

2 3
die Briiche —7- und — als Summe von

mindestens zwei unterschiedlichen
Stammbriichen darstellen kann!

Die Anzahl der Summanden ist nicht
vorgeschrieben; eine Begriindung wird
nicht verlangt

1
(b) Stelle den Bruch -3—6- derart als Summe

von mindestens zwei Stammbriichen |
dar, daB einer der Surhmanden so grofl
wie mdglich ist! Erklire, warum kein
gréBerer Summand méglich ist!

1
(c) Luose dieselbe Aufgabe fir —
n

1
—, wo n eine beliebige natiirliche

36
Zahl grisBer als 1 ist!

statt
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Vera erzihlt ihrer Freundin Ute, sie habe
die Kantenlingen eines Quaders gemessen.
und dabei folgendes bemerkt: ‘
(1) Eine der Kanten ist doppelt so lang wie,
eine andere der Kanten.

(2) Die Summe der Liingen aller zwolf

Kanten des Quaders betriigt 320 cm.

(3) Genau zwei der sechs Seitenflichen
des Quaders sind Quadrate.

Ute meint, durch diese Angaben sei ein-
deutig bestimmt, welche Kantenlingen bei
diesern Quader aufireten.

Untersuche, ob Utes Meinung wahr ist!
Wenn sie wahr ist, gib die Kantenlingen
an; wenn sie nicht wahr ist, gib alle Mog-
lichkeiten an, die es fiir die Kantenléingen,
eines Quaders” gibt, auf den Veras Anga-
ben zutreffen!

340635
albjc
h d
gil-f| e

Abb. A340635 a

) Bei der Angabe der Kantenlangen eines
Quaders brauchst du natlirlich nicht zwolf
Kantenliingen anzugeben, sondern  es
genligen die Liingen etwa der drei Kanten,
die an einer Ecke des Quaders zusammen-
treffen.

In das Schema der Abbildung
A340635 a kann man anstelle der Buch-
staben Zahlen 0,1,2,3,4,5,6 so cintra-
gen, daB} die vier ,.Seitensummen® einan-
der gleich sind:
a+b+e=c+d+e=e+ f+g=g+h+a.

Ein Beispiel, hier mit dem Wert 14 der
vier ,,Seitensummen®, zeigt die Abbildung
A340635b.

41416
B b
516|313

Abb. A340635 b

{a) Gib drei solche Eintragungen an, eine
mit dem Wert 2 der vier ,Seiten-
summen®, eing mit dem Wert 13 der
vier ,,Seitensummen® und eine mit dem
Wert 17 der vier ,,Seitensummen®! -

(v} Auch mit dem Wert 18 der vier ,Sei-
tensummen® ist eine sclche Eintragung
mdglich; dagegen nicht, wenn das
Schema so mit Steinen eines Domi-
nospiels gebildet werden soll, wie die
Abbildung A340635 ¢ zeigt. Zeige,
daB das stimmt; erkldre den Unter-
schied!

.

Abb, A340635 ¢

(Du erinnerst dich vielleicht an eine
Aufgabe aus der 2.Runde der Mathe-
matik-Olympiade dieses Schuljahres.
Es ist zugelassen — freilich nicht ver-
langt — , Teile der Lisung jener Auf-
gabe als bekannten Sachverhalt anzu-
fithren,)

(¢) Fritz Schiaumeier schaut das ansgefiill-
te Schema filr die ,,Seitensumme® 14
an, Oberlegt eine ganze Weile und
meint dann: ,Die vier Zahlen fiir b, d,
fund 4 stehen in emner ganz besonde-
ren Bezichung zueinander. Diese Be-
zichung gilt auch fiir jede Ausfilllung
mit einer anderen ,Seitensumme® .

Gib eine solche Beziehung an.und
~ weise nach, daf} Fritz recht hat!

alpba 2-5 195
s.22 ff (Wd?]
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Vater, Mutter, Tochter und. Sohn in einer
Familie steflen fest:

(1) Das Produkt aus Tag- und Monatszahl

ﬁ? des Geburistages betript beim Vater

. 242 bei der Mutter 200 und bei der

. Tochter 6.

- (Beispiel filr eine solche Produktbil-

. dung;: Ein Geburtstag am 30.Juli ergibt
30-7=210.)

(2) Die Summe aus Tag- und Monatszahl

* des Geburtstages ergibt bei jedem der

* vier Familienmitglieder die — in ganzen
Zahlen gerechnete — Altersangabe in
Jahren, ‘
(Beispiel: Ein Geburtstag am 30.Juli
ergibt: Das Alter betriigt 30+7 =37
Jahre.)

(3) Die Summe dieser vier Altersangaben
betriigt 80.

(4) Das Produkt dieser vier Altersangaben
betriigt 59400,

(a) Wie alt sind die Familienmitglieder?
Wann haben Vater, Mutter und Toch-
ter Geburtstag? :
Gewinne die Antworten auf diese Fra-
gen.ausgehend von den Feststellungen
(1), (2), (3), (4)! Untersuche _dabei
auch, ob es filr einige der erfragten
Angaben mehrere Moglichkeiten gibt!

(b) Zeige, dal man die Aufgabe (2) auch

noch —mit demselben Ergebnis — 15sen |

kann, wenn man eine der Fest-
stellungen (1), (2), (3), (4) weglaBt!

alpla, 2-3)4F 5. 22(
(Thiet 7)
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34. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe (Léinder-Olympiade)
Klasse 6
Lésungen
1. Tag
340631 Losung: 6 Punkte
Die Abbildungen L340631 a, b zeigen Zeichnungen der verlangten Art.

DOROE

Abb. 1340631 a

SBISNE
RTINS

N

Abb.L340631 b
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340632 Losung: 8 Punkte
(a) Die gesuchten Worter, bereits alphabetisch geordnet, sind:

ADLN, ADNL, ALDN, ALND, ANDL, ANLD,

DALN, DANL, DLAN, DLNA, DNAL, DNLA,

LADN, LAND, LDAN, LDNA, LNAD, LNDA,

NADL, NALD, NDAL, NDLA, NLAD, NLDA.

(b) Das Wort LAND steht hierbei an der 14.Stelle.

(c) Fiir die Wahl des 1.Buchstabens (aus den 6 Buchstaben U, M, L, A, N, D ) hat man genau
6 Moglichkeiten. . In jeder dieser Moglichkeiten hat man fiir die Wahl des 2.Buchstabens
genau 5 Moglichkeiten. Damit ergeben sich 6 -5 Moglichkeiten fiir die Wahl der ersten
beiden Buchstaben. Entsprechend folgt: Fiir die Wahl der ersten drei Buchstaben hat man
6 - 5- 4 Moglichkeiten. So fortfahrend ergibt sich: Es gibt genau 6-5-4-3-2-1=720
Worter aus den 6 Buchstaben des Wortes UMLAND.

(d) Um die Wérter zu kennzeichnen, die dem Wort UMLAND vorangehen, betrachten wir
zundichst die mit A beginnenden Worter. Sie werden gebildet, indem man .auf A alle
Worter aus den 5 Buchstaben D, L, M, N, U folgen [dBt. Wie in (c¢) ergibt sich, dal} dies
genau 5-4-3-2-1= 120 Worter sind.

In dieser Weise fortfahrend kommt man zu folgender Aufzéhlung. Dem Wort UMLAND
gehen insgesamt voran:

Fiir jeden der 5 Buchstaben A, D, L, M, N jeweils 5- 4-3-2 - 1= 120 Worter,

die mit diesem betreffenden Buchstaben beginnen;
weitere, mit U beginnende Worter, und zwar fiir jeden der 3 Buchstaben A, D, L jeweils
4-3.2-1= 24 Worter,

in denen dieser betreffende Buchsatabe auf den Anfangsbuchstaben U folgt;

. weitere, mit UM beginnende Worter, und zwar fiir jeden der 2 Buchstaben A, D jeweils

3-2-1=6 Worter,

in denen dieser betreffende Buchstabe auf den Wort-Anfang UM folgt;
schlieBlich (nach den zuletzt erfaten Wortern mit dem Wort-Anfang UMD) das eine Wort
UMLADN.

Zusammen sind das 5-120+3-24+2-6+ 1 =685 Worter. Also steht das Wort
UMLAND an der 686.Stelle.

Bemerkung: Zur vertieften Beschiftigung mit Aufgaben dieser Art kann man Fragen wie etwa
die folgende behandeln: Welches Wort steht (bei alphabetischer Reihenfolge der aus dem Wort
UMLAND gebildeten Worter) an der 352. Stelle der Aufzihlung? Zur Beantwortung dieser
Frage ist folgende Rechnung niitzlich: Es gilt

351=2-120+111,  111=4-24+15, 15=2-6+3, 3=1-2+1.
Die unterstrichenen Zahlen ermdglichen nimlich eine Ubersicht itber die ersten 351 Worter der
.aufzdhlung.
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340633 Losung: 6 Punkte
. . 2 H Al 31 1 1
Beispiele zu (a) sind etwa: —=—— — =t
7 4 28 13 6 26 39
) 1 1 37-36 1 1 1 I
(b),(c) Es gilt e S ———1-]——n also —=—+—r
36 37 36-37 1332 3 37 1332
1 1 n+l—n 1
bzw. ebenso —— = =; : also
n o n+l n-(n+l) n(n+)
1 1 1
= +

l 1
Dabei hat der Summand —7 [bzw. der Summand — J die verlangte Eigenschaft,
3 n+l

daB kein groBerer Stammbruch Summand in einer solchen Darstellung sein kann.
Beweis:

Unter den natiirlichen Zahlen ist 37 [ bzw n+1 ] die nichstgrdBere zu 36 [ bzw. zu
n],dh.:

Es gibt unter den natiirlichen Zahlen, die groBer als 36 [bzw. als n] sind, kei
Kleinere als 37 [ bzw n+1 ] . Daraus folgt:

Es gibt unter den Stammbriichen, die (in einer gesuchten Darstellung als Summand

1 1
auftreten und daher) kleiner als — [bzw. als —| sein miissen, keinen grofieren als

37 n+1

Bemerkung: Interessiert man sich fiir Zerlegungen, die nicht

, sondermn den
n+1

nichstkleineren Stammbruch enthalten, so findet man z.B. fiir jede gerade Zahl »n = 2m

n+2
1 1 1

e + ,
2m 2m+2 2m-(m+1)
z.B. fiir jede ungerade Zahl n=2m-1
1 1 1 1

- + 2 ] 2 2
2m-1 2m+1 2m 2m’ -(4m" = 1)
und z.B. fiir jede natiirliche Zahl #
1 1 1 1 1

+ + ~+ il
n n+2 n-(n+2) (n+1)°* n-(n+2)-(n+1)'
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Vorschlige zur Punktverteilung

340631
5 Zeichnungen: Fiinfeckzerlegungen ........ccoccvveeeereeieesececcecesreceeeeenees

14 Zeichnungen: Sechseckzerlegungen

340632

(2) ANZAbE der 24 WBITET ....reneerereeeerreccreeresieese e caeesessmsesessascsessreasasnaens
(b) Angabe der Stellenzahl 14 ...........ccocoooiievireereree e seeneaee
(c) Ermittlung der Wortzahl 720 ........coorueirroriconi et seseaenn
(d) Ermittlung der Stellenzahl 686 ............ccoruremueici e eesseeeeenes

340633

(a) Angabe von Zerlegungen der geforderten Art .......ocveoeerecrevenrcmenneeneenne
(b) Angabe einer Zerlegung und Maxinalititsnachweis ......cc.ccoeceevireennneaces

113
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34. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe (Linder-Olympiade)

Klasse 6
Lgsungen
2. Tag
340634 Losung: 6 Punkte

L

1L

Wenn a, b, ¢ die MalBzahlen der in cm gemessenen Lingen von drei an einer Ecke
zusammentreffenden Kanten eines Quaders sind, auf den Veras Aussagen (1), (2), (3)
zutreffen, so folgt:

Nach (3) sind genau zwei der a, b, ¢ einander gleich; die Bezeichnungen lassen sich so
wihlen, dal b = ¢ gilt.

Nach (2) und weil jede der Kantenléingen a, b, ¢ genau 4 mal vorkommt, folgt daher

a+2b=320:4=80. 4)
Aus (1) folgt ferner: Es gilt
entweder a=2b (5)
oder b=2a . (6)
Gilt (4) und (5), so folgt a+a =80 , also
a=40, b=20, c=20. (7
Gilt aber (4) und (6), so folgt a+4a =80, 5a =280 ,also
a=16, b=32, C = B2 (8)

Die in (7) genannten Zahlen erfiillen (4) und (5), die in (8) genannten Zahlen erfiillen (4)
und (6); auBerdem gilt in beiden Fillen b =c. Daher treffen in beiden Fillen Veras
Aussagen (1), (2), (3) zu. )

Mit L. und II. ist gezeigt: Die Kantenldngen eines Quaders sind durch Veras Angaben (1), (2),
(3) nicht eindeutig bestimmt (d.h. Utes Meinung ist nicht wahr), sondem es gibt fiir die
Kantenlingen eines Quaders, auf den Veras Aussagen zutreffen, genau die beiden
Maglichkeiten, daB diese Kantenlingen entweder 40 cm, 20 cm, 20 cm oder 16 cm, 32 cm,
32 cm betragen.

340635 Losung: 7 Punkte
(a) Abb. L340635 zeigt je ein Beispiel fiir Eintragungen mit den ,,Seitensummen® 2, 13 und 17.
1110 41613 51616
0 2 5 4 6 5
14110 4136 6|15 ]|6b

Abb. L340635

(b) Der Unterschied kann folgendermaBen erklért werden:

Fiir das Schema aus Abb. A340635 a ist eine Eintragung mit der ,Seitensumme® 18
méglich, indem man in alle acht Felder eine 6 eintrigt.

Daraus jedoch, daf ein Dominospiel nur einen Stein (6;6) enthlt, folgt: Mit den Steinen
eines Dominospiels ist eine solche Eintragung nicht moglich. (Das Ausfiihren dieses
Schlusses, wie zB. im folgenden angegeben, kann auch durch einen Verweis auf
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340624 (b) ersetzt werden:) Die einzige Moglichkeit, 18 als Summe von drei Summanden
darzustellen, die nur Zahlen 0, 1,2, 3, 4, 5, 6 sein diirfen, lautet nimlich 18=6+6+6.
Demzufolge gibt es keine andere Moglichkeit, die ,,Seitensumme® 18 zu erreichen, als mit
der 6 in allen Feldern. Dazu wire aber mehr als ein Stein (6;6) erforderlich.

(c) Eine Beziehung zwischen den Zahlen fiir b, d, f, h, hist b+ f =d +h .
Beweis: Wegen der Gleichheit aller vier ,Seitensummen® gelten zB. auch die

Gleichungen
at+b+c=c+d+e

und e+f+g=g+h+a,

die auf beiden Seiten eine Eckenzah! enthalten. Daher gelten auch die Gleichungen
a+b=d+e,
e+ f=h+a.

Aus ihnen folgt (a+b)+(e+f)=(d+e)+(h+a).

Da auch in dieser Gleichung auf beiden Seiten iibereinstinmende Summanden, nimlich a
und e ,vorkommen, folgt
b+f=d+h.

Hinweis zur Korrektur: In der Aufgabenstellung war offengelassen, welche ,besondere
Beziehung anzugeben ist. Andere mégliche Angaben sind Beziehungen, die zu der hier
genannten Gleichung dquivalent sind (Beispiel: ,,Es gilt b—d =4— f %) oder auch nur
aus ihr folgen (Beispiel: ,,Von den Zahlen b, d, f, /4 sind entweder alle vier oder keine
oder genau zwei ungerade.“ Weiteres Beispiel: ,,Wenn b<d ist, dann ist A< f ) In die
Bewertung einer Schiilerldsung ist einzubeziehen, ob bzw. wie weit ein Beweis flir die
Allgemeingiiltigkeit einer angegebenen Beziehung korrekt ist — natiirlich unter
Berlicksichtigung altersgerechter Formulierungsméglichkeiten. Eine Bewertung nach der
»Qualitdt einer Angabe sollte mit Vorsicht erfolgen, um der Ungenauigkeit der Ziel-
formulierung ,,ganz besondere Beziehung“ Rechnung zu tragen.

340636 Losung: 7 Punkte
(@) I Aus den Feststellungen (1), (2), (3), (4) kann man folgende Schliisse ziehen:
Um (1) anzuwenden, ermittelt man alle Zerlegungen von 242, 200 bzw. 6 in je zwei
Faktoren, die als Tag- und Monatszahl mdglich sind. Man findet, z.B. mit Hilfe der
Zerlegungen 242 =2-11-11 , 200=2-2-2-5-5 bzw. 6=2-3 in Primfaktoren
(oder auch einfach mit probeweisem Dividieren durch 1,2,...,12): Die genannten
Zerlegungen sind genau 242=22-11 , 200=25-8=20-10 bzw. 6=6-1=3-2;

daraus folgt nach (1):
Der Geburtstag des Vaters ist der 22.11. , (5)
Der Geburtstag der Mutter ist der 25.8. oder der 20.10. , 6)
Der Geburtstag der Tochter ist einer der Tage 6.1.,3.2.,2.3., 1.6. . (7)
Aus (2) und (5), (6), (7) ergibt sich:
Der Vater ist 33 Jahre alt, (8)

die Mutter ist entweder 33 oder 30 Jahre alt, 9
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die Tochter ist entweder 7 oder 5 Jahre alt. (10)
Nach (8) und (4) betrigt das Produkt der Altersangaben von Mutter, Tochter und Sohn
50400 : 33 = 1800 . Da diese Zahl weder durch 33 noch durch 7 teilbar ist, sind in (9),
(10) und damit in (6), (7) nur moglich:

Die Mutter ist 30 Jahre alt, ihr Geburtstag ist der 20.10. . an

die Tochter ist 5 Jahre alt, ihr Geburtstag ist entweder der 3.2. oder der 2.3. . (12)
Nochmals nach (4) folgt dann wegen 1800:30= 60 und 60:5=12:

Der Sohn ist 12 Jahre alt. (13)
Daher konnen die Feststellungen (1), (2), (3), (4) nur bei den Angaben in
(5), (8), (11), (12), (13) erflillt sein.

II. Bei diesen Angaben sind die Feststellungen (1), ), 3), (4) erfulit. (Wegen
33+30+5+12 = 80 ist insbesondere auch die — in den bisherigen Betrachtungen

noch nicht herangezogene — Feststellung (3) erflillt.)

Mit I und IL ist gezeigt: Die beiden in (5),(8),(11),(12), (13) angegebenen
Méglichkeiten (fiir das Alter der vier Familienmitglieder und die Geburtstage von Vater,
Mutter und Tochter) sind alle diejenigen, bei denen die Feststellungen (1), (2), (3), (4)
erflillt sind.

(b) Da in (a)l. die Feststellung (3) nicht herangezogen wird (und in (a)ll. natiirlich auf das

Bestitigen dieser Feststellung verzichtet werden kann, wenn sie nicht zu den Forderungen
der Aufgabe gehort), hat die Aufgabe nach Weglassen von (3) dieselbe Losung.

Vorschlige zur Punktverteilung

340634
Vorbereitungsschritte, Z.B. (4), (3), (6) oo 3
Ermittlung der zwei Losungen und Probe ... 3
6

340635
(a) Drei Beispiele mit den geforderten SEItENSUITUTIEI ...eveveeerversencsenasersermesasnssessesesaasnsaninns 2

(b) Erklirung des Unterschiedes: Moglichkeit der Seitensumme 18 in Abb. A340635 a,

Unmiglichkeit mit den Steinen eines Dominospiels ......coceeerenessseeerniccnieis 2
(c) Formulierung einer Beziehung zwischen b, 4, /. h; Nachweis ihrer Allgemeingiiltigkeit_ 3
7

340636
(2) GEbUISIAZ AES VALETS ..rrvvvvvsieerecssssesemenssssssnsssssss e 1
ATLET AES VALELS 1.voveeereeerreeseaseseeesmsssretsmnsessatsessntsba st st s se st e st s e St 1
Alter und Geburtstag der MUHET ....vicuivoerrie ittt 1
Alter und zwei mgliche Geburtstage der TOCHEr ... 1
ATLET AES SONIMES +veeeeereeeeesesersessseseacessereesecnmssrebabesassaser sttt s r e s e st s s sn e 1

(Bei anderem Aufbau eines Losungsweges sind diese 5 Punkte sinngemaB anders zu

verteilen.)
(b) Angabe: Entbehrliche Bedingung; Nachweis ihrer Entbehrlichkeit ..o 2



