MOW-*W » %%6{,&:;@

34, Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)

Aufgaben

Klasse 6
Hinweis: Der Ldsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei Konstruk-
tionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in logisch und grammatisch eimvandfieien
Sditzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beiveisen.
Nur yvenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschafien bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt
anzufiihren.

340621

Ein Jogger bendtigt im Dauerlauf fiir 100 m jeweils 20 Sekunden.

(a) Welche Strecke schafft er, wenn er dieses Tempo 20 Minuten lang unveréindert durchhalt?

(b) Welche Strecke schafft er, wenn sich in den insgesamt gelaufenen 20 Minuten auch
Zeiten befinden, in denen er flir 100 m jeweils 30 Sekunden benétigt, und zwar auf
Teilstrecken, die zusammen 1600 m betragen?

340622

Die Gérten von Familie Kniffel und Familie Knobel haben jeweils die Form eines Quadrates
und grenzen so aneinander, wie Abb. A 340622 a zeigt.

Die Fliche von Kniffels Garten betriigt 1225 Quadratmeter, die von Knobels Garten 625
Quadratmeter.

(8)  Welche Breite AD bzw. EF haben die Gérten?
(b) Familie Kniffel gibt Familie Knobel ein Stiick ihres Gartens ab. Danach haben beide
Grten gleichgroBe Flidche. Wie groB ist diese?

(©)  Abb. A 340622 b zeigt die neue Aufteilung. Um welche Lange GH ist Knobels Garten

langer geworden?
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Nach folgenden Regeln 16t sich ein ,,Zahlenzug* bilden:
e Imersten ,,Waggon* steht eine natiirliche Zahl gréBer als 1.

e Steht in einem ,,Waggon® eine gerade Zahl, so steht im néchsten ,,Waggon* die halb so
grofle Zahl.

e Steht in einem ,,Waggon® eine ungerade Zahl grofler als 1, so steht im néchsten ,,Waggon™
die um 1 kleinere Zahl.
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s Steht in einem ,Waggon“ die Zahl 1, so ist der ,,Zahlenzug“ mit diesem ,,Waggon$“

beendet.

(a) Nenne alle digjenigen ,,Zahlenziige®, die aus genau 4 ,,Waggons* bestehen!
Begriinde auch, daf} deine Aufzéhlung volisténdig ist!

(b) Welches ist die groBtmdgliche Zahl, die im ersten ,,Waggon“ eines ,Zahlenzuges®
vorkommen kann, der aus genau 7 ,Waggons“ besteht? Nenne einen solchen
,Zahlenzug® mit dieser Anfangszahl und zeige, daB eine groBere Anfangszahl nicht

moglich ist!

() Welches ist die Kleinstmdgliche Zahl, die im ersten ,,Waggon™ eines ,,Zahlenzuges*
vorkommen kann, der aus genau 7 ,Waggons“ besteht? Nenne einen solchen
Zahlenzug® mit dieser Anfangszahl und zeige, daB eine kleinere Anfangszahl nicht

mdglich ist!

340624

Abb. A 340624 a
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Abb. A 340624 b

Zu einem Dominospiel mit den natiirlichen Zahlen
von 0 bis 6 gehdren 28 Steine. Jede Zusam-
menstellung von zwei der Zahlen kommt auf einem
dieser Steine vor. Abb. A 340624 a zeigt als
Beispiel den Stein mit den Zahlen 2 und 5. (Auch
die 0 wird hier als natiirliche Zahl bezeichnet.)

Aus vier geeignet ausgewihlten Steinen eines
Dominospiels kann man ein ,, Fenster wie in Abb.
A 340624 b legen, und zwar so, daB auf jeder der
vier ,Seiten® des Fensters dieselbe Summe auftritt.
Im Beispiel der Abb. A 340624 b betrdgt diese
»Seitensumme* 9.

(a) Nenne je ein Beispiel flir ein Fenster mit der
Seitensumme 2 und eines mit der Seiten-
summe 16 !

(b) Begriinde, daB es kein Fenster mit der
Seitensumme 18 gibt!

(c) Es gibt noch drei weitere natiirliche Zahlen
kleiner als 19 mit der Eigenschaft, daB kein
Fenster die betreffende Zahl als Seitensum-
me hat. Finde diese Zahlen und begriinde fiir
sie die Unmbglichkeit, Seitensumme eines
Fensters zu sein!
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34. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)

Losungen
Klasse 6

340621 Losung: 10 Punkte

(@ Da der Jogger in 20 Sekunden 100 m schafft und da 20 Minuten 60 mal so viel Zeit sind
wie 20 Sekunden, schafft er in 20 Minuten 60-100 m = 6000 m .

(b) Wihrend er die 1600 m mit der niedrigeren Geschwindigkeit lduft, braucht er 16 mal so
viel Zeit wie fiir 100 m , also 16-30 Sekunden =480 Sekunden= 8 Minuten. Wegen
20~8=12 bleiben 12 Minuten fiir die hhere Geschwindigkeit. Da eine Minute 3 mal
so viel Zeit wie 20 Sekunden ist, schafft er in diesen 12 Minuten 3-12-100 m = 3600 m.
Insgesamt legt er so 1600 m+ 3600 m = 5200 m zuriick.

340622 Lgsung; 10 Punkte

(@) Wegen 35-35=1225 hat ein Quadrat mit der Seitenlinge 35 m den Fliicheninhalt 1225
Quadratmeter. Also ist die Breite von Kniffels Garten 4D =35m . Aus 25-25=625
folgt ebenso EF =25m .

(b) Wegen 1225+ 625=1850 haben beide Gérten zusammen 1850 Quadratmeter. Nach der
Aufteilung in zwei gleichgrofle Flidchen hat jede von ihnen wegen 1850:2 =925 somit
925 Quadratmeter.

(©)  In dem Rechteck KEFH mit diesem Flicheninhalt und der Seitenldinge £F =25m ist
wegen 925:25=37 die andere Seitenlinge FH=37m . Damit ergibt sich
GH=FH~FG=37Tm-25m=12m .

340623 Losung: 10 Punkte

Fiir jeden ,,Zahlenzug gilt: Im letzten ,,Waggon® steht eine 1. Steht in einem ,,Waggon eine
ungerade Zahl, so steht im vorangehenden ,,Waggon“ das Doppelte. Steht aber in einem
»Waggon“ eine gerade Zahl, so steht im vorangehenden ,,Waggon® entweder die um 1 gréBere
Zahl oder das Doppelte.

(@)

(b)

©

Hieraus folgt der Reihe nach:

Im vorletzten ,, Waggon® steht eine 2, davor entweder eine 3 oder eine 4;

vor der 3 steht eine 6; vor der 4 steht entweder eine 5 oder eine 8.

Damit ist als vollstindige Aufzihlung der ,Zahlenziige* aus genau 4 ,,Waggon®
begriindet: (6,3,2,1),(5,4,2,1),(8,4,2, 1).

Wihlt man bei jeder geraden Zahl die Moglichkeit, als vorangehende Zahl das Doppelte
zu nehmen, so erhilt man als ,,Zahlenzug” aus genau 7 ,,Waggon®: (64, 32, 16, 8, 4, 2,
1). Da das Verdoppeln einer Zahl, die grofier als 1 ist, stets zu einem groReren Ergebnis
fiihrt als das Addieren von 1, ist eine griBere Anfangszahl nicht mdglich; damit ist als
groftmogliche Anfangszahl 64 nachgewiesen.

Im AnschluB an (a) folgt der Reihe nach:

Als flinftletzte Zahl sind genau mdglich: Wenn sie ungerade ist, 7 und 9; wenn sie
gerade ist, 10, 12, 16; _

als sechstletzte Zahl: ungerade 11, 13, 17; gerade 14, 18, 20, 24, 32.

Fiir die hierzu vorangehende Anfangszahl ist damit als kleinste ungerade Zahl 15, als
kleinste gerade Zahl 22, also insgesamt 15 als kieinstm&gliche Anfangszahl
nachgewiesen. '

Der ,,Zahlenzug* hierzu lautet (15, 14, 7, 6, 3, 2, 1).
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340624 Losung: 10 Punkte

(a)

Abb. L. 340624 zeigt je ein Beispiel der geforderten Art.

(b) Die einzige Darstellung von 18 als Summe dreier Zahlen von 0 bis 6 ist 18=6+6+6.

(©

Ein Fenster mit der Seitensumme 18 kdnnte daher nur aus Dominosteinen (6,6) bestehen.
Da nach dem Aufgabentext das Fenster aber aus Steinen eines Dominospiels zu legen
wire und das Dominospiel den Stein (6,6) nur einmal enthélt, ist ein solches Fenster
nicht moglich.

Drei solche Zahlen sind 0, 1 und 17. Die einzige Summendarstellung (ohne Beachtung
der Reihenfolge) ist nimlich 0=0+0+0 bzw. 1=0+0+1 bzw. 17=6+6+35. Daher
konnte ein Fenster mit der Seitensumme O nur aus Steinen (0,0) bestehen, ist also nicht
mdglich; und zur Seitensumme 1 bzw. 17 miifite gelten:

Um auf der oberen waagerechten Seite diese Sumune zu erreichen, miifite entweder links
oben der Stein (0,1) bzw. der Stein (6,5) liegen und rechts davon eine 0 bzw. 6
vorkommen, oder es miifite links oben (0,0) bzw. (6,6) liegen und rechts davon 1-bzw. 5.
Da auch auf der rechten Seite die Summe 1 bzw. 17 zu erreichen ist, folgt in beiden
Fillen: Mindestens einer der Steine links oben, rechts oben miifite (0,1) bzw. (6,5) sein.
Ebenso folgt: Mindestens einer der Steine rechts unten, links unten miifite (0,1) bzw.
(6,5) sein. Da das Domino- spiel auch diesen Stein nur einmal enthilt, sind somit
ebenfalls die Seitensummen 1 und 17 als nicht erreichbar nachgewiesen.
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Abb. L 340624
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Vorschlidge zur Punktverteilung

340621

(a) Zwischenschritt (etwa: Umrechnung von 20 Minuten in Sekunden); abschlieBende
Ermittlung: 242 PUNKLE ....c.cooveeieeiiieiciceecec e eese e sne et essasassssesonansesesesesesensesesnens

(b) Etwa drei Arbeitsschritte (z. B.: Laufzeit mit niedrigerer Geschwindigkeit; Weg mit
hoherer Geschwindigkeit; Gesamtweg): 2+3+1 Punkte ......cceeevvnneenenecccecneenee

340622

(a) Ermittlung der beiden Breiten: 241 Punkte .........coceovoevorecereieeeer e
(b) Emmittlung des Flicheninhalts nach der Angleichung ..........oooveevvvecnsicecnncenncn
(c) Ermittlung der neuen Lénge und der Zuwachsliinge: 242 Punkte ........c.cccoevccinnnnnce.

340623
(a) Aufzihlung der Zahlenziige mit ersichtlich gemachter Vollsténdigkeit ..........ccccecec.
(b) Maximalititsbegriindung (z. B. Vergleich zwischen Verdopplung und Addition
von 1); Emmittlung des Zahlenzuges mit maximaler Anfangszahl: 2+1 Punkte ............
(c) Vergleichsargumente (auch von aufzihlendem Charakter); Ermittlung des Zahlen-
zuges mit minimaler Anfangszahl: 242 Punkte ........cccoeoeereneeneeseeenenececeeeneeees

340624
(a) Zwei Beispiele: 2+1 PUNKLE .....cccoeeeieicieinrceiercnctneneeeseeeee e seeeseencsens
(b) Unmoglichkeitsnachweis fiir die Seitensumme 18 ........ooveeereerrecrereeeeececeenens
(c) Unméglichkeitsnachweis fiir die Seitensummen 0 und 1 ;17 (1 Punkt und

242 PUNKEE) ..eveveeieeeerereeieteeeneceete e e sertesessaneassessesasssnsessssesssenssensnsaanassennensaseasennonens
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