33. Mathematik-Olympiade, 2.vStufe
Aufgaben
Olympiadeklasse 6
Hinweig: Der Ldsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei
Konstruktionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in
logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden.
Zur L&sungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur

wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder

" aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweis-

angabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

330621
Von einem ,Fest der Tiere" wird erzidhlt:
Dort waren ebenso viele Storchenbeine wie Kédfer, 90 Kaferbeine

mehr als Hasen, aber dreimal so viele Hasenbeine wie Stérche.

Nenne Anzahlen der Stdérche, Hasen und Kéfer, so daB die Erzidhlung
stimmt! Uberpriife dies bei deinen Anzahlangaben!
(Die Tiere sollen alle nach dem Biologielehrbuch gebaut sein:

Jeder Storch mit 2 Beinen, Jjeder Hase mit 4 Beinen, Jjeder Kiafer
mit 6 Beinep.)

330622

Man denke sich aus den fiinf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 alle verschiede~ =

nen Zahlen gebildet, die durch Anordnung dieser Ziffern in jeder
méglichen Reihenfolge entstehen kodnnen. Welches ist die Summe

aller dieser fiinfziffrigen Zahlen?

330623
Konstruiere ein rechtwinkligés Dreieck ABC mit AC = 5 cm 0
BC = 6 cm und dem rechten Winkel bei C ! Konstruiere weiter den

Kreis k um C mit dem Radius 2,5 cm !

Nun soll eine Gerade g so gelegt werden, daBf folgende Bedingung
erfiillt wird: Wenn man das Dreieck ABC an g spiegelt und dabei das
Dreieck A’B’C’ efhﬁlt, so hat der Kreis k genau 3 gemeinsame
Punkte (Schnitt- oder Beriihrungspunkte) mit diesem Dreieck, d.h.
mit der Linie, die sich aus den drei Strecken A'B', B’C’ und C’A’

zusammensetzt.

Konstruiere eine solche Gerade g und iiberpriife durch Konstruktion
des durch Spiegelung entstehenden Dreiecks A’B’C’, ob die Bedin-
gung erfiillt ist!
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330624 ;
In einer Schachtel sind Kugeln; jede von ihnen hat eine der Farben

blau, gélb, rot. Von jeder Farbe sind mindestens 3, aber héch-
stens 7 Kugeln vorhanden. Die Anzahl aller Kugeln in der Schachtel
ist eine Primzahl. Die Anzahl der roten Kugeln ist durch die An-
zahl der gelben Kugeln teilbar., Nimmt man eine gelbe und zwei roté
Kugeln heraus, so ist die Anzahl aller Kugeln in der Schachtel
durch 5 teilbar, auferdem ist dann wieder die Anzahl der roten
Kugeln in der Schachtel durch die Anzahl der gelben Kugeln in der
Schachtel teilbar. ' ‘

Wieviele Kugeln waren zu Anfang von jeder Farbe in der Schachtel?

R loehs - Bemaolore
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33. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe
Lésungen
Olympiadeklassebﬁ
330621 L3sung: 9 Punkte

Anzahlangabe: Es waren 8 Stdrche, 6 Hasen und 16 Kafer.

Uberpriifen der Erzéhlung: Die 8 Stdrche haben 16 Beine, also
ebenso viele, wie es Kidfer gibt. Die 16 Kdfer haben 96 Beine,
also 90 mehr, als es Hasen gibt. Die 6 Hasen haben 24 Beine, das
sind dreimal so viele, wie es Std8rche gibt.

Bemerkungen: Die Anzahlen kénnen mit Hilfe der Gleichungen

k=2s, h+ 90 =6k, 3s = 4h gefunden werden, 2z.B, indem man

rechnet: Es folgt h + 90 = 628 = 125 = 4°3s = 4*4h = 16h, also
90 ='15h, h = 6 und dann 6 + 90 = 6k, k = 16 sowie 16 = 2s, s = 8,

Man kann z.B. auch durch folgendes Probieren zu Anzahlen kommen:
Es sind.mehr als 90 Kdferbeine, also mehr als 15 Kdfer. Ein probe-
weises Ansetzen der Kidferzahl 16 ergibt 16:2'= 8 als Anzahl der
Stérche und 96-90 = 6 (oder 3°8:4 = 6) als Anzahl der Hasen.

Die Wiédergabe eines solchen heuristischen Weges und erst recht
die (beim Ldsen des Gleichungssystems oder bei weiterem Probieren
zu gewinnende) Einsicht, daB die Anzahlen eindeutig bestimmt sind,
werden - gemdf dem Aufgabentext - nicht vom Schiiler verlangt.

330622 Lésung: 10 Punkte
Fiir jede Mdglichkeit, als Einerziffer eine der Ziffern 1, 2,
3, 4, 5 zu wdhlen, gibt es so viele Zahlen, wie es Reihenfolge-
Moglichkeiten der {ibrigen vier Ziffern gibt. Die Anzahl dieser
Méglichkeiten betrdgt 24, (Dies kann als bekannter Sachverhalt
zitiert oder z.B. s0 gefunden werden: Fiir die erste dieser vier
Ziffern hat man 4 Mdglichkeiten, bei jeder von ihnen fiir die
zweite Ziffer 3 Mﬁglichkeiten{ bei jeder der so entstandenen 4:3
= 12 Méglichkeiten gibt es 2 Reihenfolgen der letzten beiden Zif-
fern; also gibt es genau 12-2 = 24 Reihenfolgen fiir vier Ziffern.)

Als Summe der Einerziffern erhdlt man folglich

24°(1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 24+15 = 360 .,

Dasselbe gilt fiir die Summe der Zehner-, Hunderter-, Tausender-

und Zehntausenderziffern. Daher ergibt sich dasselbe Ergebnis wie
bei der folgenden Rechnung:

360
360
360
360
360
3999960
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Bemerkung: Korrekt (wenn auch zeitraubend) ist es natiirlich auch,
die 120 Summanden aufzuschreiben und zu addieren. Jedoch sollte
die volle Punktzahl nur dann erteilt werden, wenn aus dem L&sungs-
text die Vollstéandigkeit der Summandenberﬁcksichtigung ersichtlich
ist. (Das gilt erst rechtlfﬁr begonnene und mit ,usw." abgebroche-

ne Aufzidhlungen.)

330623 Lésung: ’ . 10_Punkte
In Abb. L 330623 a und Abb., L 330623 b sind zwei mégliche Lésungen
gezeigt.

Die dort jeweils verwendete Gerade g kann nach folgender Beschrei-
bung konstruiert werden (eine solche Beschreibung wird nicht vom
Schiiler gefordert; gemif dem allgemeinen Vorspanntext sollte aber
grundsétzlich ersichtlich sein, daB g nicht etwa nur durch ,unge-
fdhres Einpassen" gewidhlt wurde, da die genaue Lage einer Ecke von
A’B'C’ auf k oder das genaue Beriihren von k an. eine Seite erfor-
derlich ist):

a) Man konstruiert das Lot von C auf AB. Ist D sein FuBpunkt, so
‘verlﬁngert man DC iiber C hinaus bis zum Schnitt D' mit k. Dann
konstruiert man g als die Mittelsenkrechte von DD’.

b) Man verlidngert BC iiber C hinaus bis zum Schnitt B’ mit k. Dann
konstruiert man g als die Mittelsenkrechte von BB’,

.

Abb. L 330623 a

-14 -
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Abb. L 330623 b

330624 LSsung ' 11 Punkte
Fiir die Anzahlen b, g, r der blauen, gelben bzw. roten Kugeln gilt
9 S btg+r S 21 , da jede der drei Zahlen b, g, r mindestens 3 und
héchstens 7 betrdgt. Da b+g+r eine Primzahl ist, kann dies nur
eine der Zahlen 11, 13, 17, 19 sein. Nach dem Herausnehmen von
einer gelben und 2zwei roten Xugeln verbleibt eine der Anzahlen
8, 10, 14, 16, Von ihnen ist nur 10 durch § teilbar; also mufite
" b+g+r = 13 sein. ’

Alle Mdglichkeiten, 13 in drei Summanden zu zerlegen, die minde-

stens 3 und hdéchstens 7 betragen, sind

3+347 ,  B+345 ,  6+3+4 )
34446 , 4+4+45 , [B+4+4] , 6+4+3 ,

» . 4+5+44 , 54543

3+6+4 , 4+6+3 ,

3+7+¢3

Nur bei den eingerahmten Zerlegungen ist der dritte Summand durch

den zweiten teilbar. Verringert man in diesen Zerlegungen den

-15 -
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zweiten Summanden um 1 und den dritten um 2, so entsteht

34443 . 543+2 7T+2+1

Nur bei der eingerahmten Zerlegung (entstanden aus der Zerlegung
4+3+6) ist der dritte Summand durch den zweiten teilbar.

Also waren zu Anfang 4 blaue, 3 gelbe und 6 rote Kugeln in der
Schachtel. -

Bemerkung: Da die Existenz von Anzahlen mit den genannten Eigen-
schaften dem Aufgabentext entnommen werden kann, ist eine Probe
nicht zu einer vollstdndigen Losung der Aufgabe erforderlich.

Vorschlidge zur Punktverteilung:

330621

Angabe der Zahlen und ersichtlich sinngemédfes Ansetzen
des Uberpriifens der Erz8hlung ...ccecveoecvcssssrnossrosones

3
tberpriifungen, je nach Aufwand gestaffelt etwa in 3+2+1 ..... _86
9

330622 )
Ersichtliche Einsicht, daB in jeder Spalte (Einer, Zehner,

Hunderter, Tausender, Zehntausender) jede Ziffer 1,...,5

so oft vorkommt, wie es Reihenfolgen von 4 Ziffern gibt ... 3
Anzahl 24 solcher Reihenfolgen '";T""""""""""""‘ 2
Ermittlung der Summe 360 bei Addition in jeder Spalte ....... 3
AbschlieBende Ermittlung der gesuchten Summe ......ccc0000000 13
330623
Konstruktion von ABC und K +ciessssesessscasassosacsssosvesss 3
Ersichtliche Wahl einer Spiegelachse g, mit der die

Anzahl 3 gemeinsamer Punkte von A’B’C’ und k entsteht ..... 3
Ausfiihrung der Konstruktion von g und A’B’'C’ ................_Ta_
33062 '
SchluB auf b+g+r = 13 . iiiiriesnsarssesassascassssrorsvssssss 3

Ermittlung aller Tripel (b,g,r) mit b+g+r = 13 und glr ......

Ermittlung des - unter diesen befindlichen -
Tripels mit (€-1)I{r=2) civevevevevsvescsossssososvencnsene__3

11
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