311021
Beim Schachspiel-’darf die Dame auf dem

8 |x X X Schachbrett waagerecht, senkrecht und dia-
7 x|x|x : . ; e _
6 MxTxDlxxlxxlx gonal um eine ‘beliebige fnzahl Felder ge
5 x|x|x zogen werden. Man sagt auch, diese Felder
; X z X = werden von der Dame bedroht. So sind in
2 X X der Abbildung A 311021 von der Dame auf c6
1 X x| genau die angekreuzten Felder bedroht.
abcdefgh )
Abb. A 311021 Leonhard Euler (1707 - 1783) behandelte

die Aufgabe, auf einem Schachbrett 8 Damen
so aufzustellen, daf keine dieser Damen
eine andere bedroht. Wir wollen die Aufgabe hier durch die Zusatz-
forderung vereinfachen, daB keine der 8 Damen auf eines der 16
Felder gestellt werden darf, die sowohl den Zeilen 3, 4,5, 6 als
auch den Spalten c, d, e, f angehdren. '

Man ermittle alle Aufstellungen, die diese Forderungen erfillen.

Hinweis: Die ,verbotenen" Felder wirken nicht etwa als ,Sperre der
Bedrohung"; z.B. bedroht eine Dame auf b3 auch ,die Felder g3, h3,
f7 und g8. IR

311022 b . T

Eine Kugel K wird zylindrisch so durchbohrt; daB die Achse der
Bohrung .durch den Mittelpunkt der Kugel geht. Danach bleibt. von
der Kugel ein Restkdrper C iibrig. Dieser ringfdrmige Kérper C hat
zwel kreisformige Kanten; als einzige GrdBenangabe bekannt sei die
Lange h einer zur Bohrungsachse parallelen Strecke, die einen
Punkt der einen Kante mit einem Punkt der anderen Kante verbindet.

Andrea behauptet, allein aus h kénne man das Volumen V(C) von C
ermitteln. Birgit meint dagegen: Da sich der genannte Wert h aus-
gehend von unterschiedlich grofen Kugeln (Radius R) durch jeweils
zu R passende Wahl des Radius r der zylindrischen Bohrung habe
erreichen lassen,. miiften zu diesem h unterschiedliche Werte V(C)
méglich sein; man kdnne also, wenn man weder R noch r kennt, V(C)
nicht allein aus h ermitteln. - Wer hat recht?

Hinweis: Fiir das Volumen V(K), V(A), V(Z) einer Kugel K (Radius R)
bzw. eines Kugelabschnitts A (,Pfeilhdhe" p ; siehe Abb. A 311022)
bzw. eines Zylinders Z (Grundkreisradius r , Hohe h) gelten die
Formeln 4 : . 5 . )

V(K):EnRa, V(A)'=an2-%_np, v(z) = r’ h .

311023 :

Man beweise, daB sich in einer Ebene 100 verschiedene Geraden so
legen lassen, daB die Anzahl aller derjenigen Punkte, die Schnitt-
punkt von je mindestens zwei der 100 Geraden sind, genau 1991
betragt.

311024 i ,

Ermtteln Sie alle diejenigen natilirlichen Zahlen t, fiir die

Y t + 24/t rational ist!



Abb. A 311022
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311021 Losung: - e ‘ ; 10 Punkte
Da dle 8 Damen auf d1e 8 Zellen des Schachbretts so.verteilt wer-
den mussen, daﬁ kelne Zelle mehr als eine Dame enthalt, muB in je-
der Zelle genau elne Dame 'stehen. Ist z eine Zellennummer; so be-
zelchne D ‘die. Dame 1n Zelle z..Ebenso muB in Jeder Spalte s genau

..eine Dame stehen, 51e werde auch mit, p° bezelchnet.w

D1e Damen D ',F‘D4 ’ D5 D konnen wegen ‘der Zusatzforderung nicht
1n d1e Spalten c, d, eyt kommen, sie mussen also 1n dle ‘Spalten
a, b, g, h' vertellt werden, ebenso D° ‘,'Dd ,\'De ’ Df in die Zeilen

1, 2';7"8 Damlt sind auBer den bereits ausgeschlossenen 16 Fel-

dern noch weltere 16 Felder ausgeschlossen (siehe in den Abbildun-

gen'L 311021 a bis d die Felder « & " ). R

o Steht D _auf cl (Abb L 311024 a), so folgt: Stiinde D° auf e7 
oder e8, so waren alle Felder von. Zeile 8 bzw. ailé Felder von
Ze11e /T3, ausgeschlossen. Also steh; D8 auf gZ‘(Abb. L 311024 b).
Stunde nun DY i auf g3, . so .wadren alle Felder von Spalte h
,ausgeschlossen,._alsq . steht fpg auf g6 }(Abb, L'311024 c)y
und es folgt.liDr‘véteht _gﬁf >f8 ,so.'wie-’D7 3Dy D, Dt au s

; d7, a5,,h4 b3 " (Abb. L 311024 e). £ : :

. 2. Steht D ‘auf dl. (Abb. L 311024 d), so folgt Stunde D* auf a5,

SO waren: alle Felder von Spalte.b’ ausgeschlossen.\Stunde n* aufﬂ

a3, so’ erhlelte man durch Spiegelung an der Dlagonale al- h8 ein
Schachbrett mlt Damen auf cl, a4, Wegen D auf c1 konnte man % G
anwenden und erhlelte D auf ab’ 1m W1derspruch zu D auf a4.
Also steht (1n ~Abb. L 311021 d) p? -auf a6. Nach elner Drehung
um 90 kann man‘linanwenden, dann w1eder zuruckdrehen und somit

7 311021ﬁf kommen."" ; S ;
,oder el,‘

elndeutlg zu Abb
3. Steht D 'au ;;;;fl

spaltenparallelen 'Halblerungsgeraden' bzw. 2. anwenden und

-somit e1ndeut1g Zu Abb L 311021 g bzw. Abb L 311021 h. kommen.
Damit 51nd alle gesuchten Aufstellungen ermlttelt. : ;?f'

80 kann man nach Splegelung .an  der

/
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311022 Losung: L R D et 10 Punkte

:D1e Ebene durch e1ne der krelsformlgen Kanten (Radlus r) trennt
“von'der Kugel. (Radius R) ‘einen; Kugelabschnltt A (Pfeilhohe p) ab;
das herausgebohrte. Kugelstiick -setzt; sich -aus : zwei solchen ein-
ander glelchgroﬁen Kugelabschnltten und einem. Zyllnder Z (Grund-
kreisradius T/ Hohe'h)’ zusammen. Ist!/kidessen halbe Hdhe, also:

_ .-h"==~'2k‘; N AR o Bl
Vel st AR Juik s ploys, 1 (U P TSUSER b el e

und’ ein’ (nach 'dem Thalessatz)’ rechtwinkliges “Dreieck! hat als
Hypotenuse die Bohrungsachse (Kugeldurchmesser ZR), sie wird durch
den FuBpunkt ‘der’ zugehdrigen -Hohe . in die 'Abschnitte 'p und
2R = p = 2k'+ p izerlegt. Die Linge dieser 'Héhe betrédagt r , also
gilt nachvdem Héhensatz ¢ e R aR c A {

: r2‘= (2k + p)op .1 ‘ . ¢
Damit ergibt, sich:, ; X J i :;‘

v(c) = V(K) - (V(Z) + 2V(A)) G haaa oy

=2 H(Il(-‘l-p)‘ £ 1[(2k+p)p 2k - 2 (n(k+p)p ,'-, %)
& % n(k +3k p+3kpZ+p’) - 2m (Zk b+ kp D % p%)
} i _i ¥y o —1- | y . 3
=3 n k (.= 3 n h AT

Also ist. V(C) durch h eindeutig'bestiﬁmt; Andrea Bét‘récht.



311023, 1.Lésungsweg: ' | : . SRS 0 Punk be
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'Dann=gibt'es'genéqu 1,.
von Je zwel dleser Geyaden. Sle llegen 1n elnem Rechteck R.' Eine
RIS AT

“die mlt den Geraden aus M und M W1nke1 von

weltere Gerade g,

“olCtD

von' a zuelnander par-

X' "nachbgrten dieser Ge-.

"IJ”A Ry : i b fallsjgje,éwei benach-

”d-b Schnlttpunkte ‘f : = : .2 (1)

45° blldet, kann nun'so gelegt werden, daB 51e durch genau X § i

: der Schnlttpunkte in (1) geht. Sle hat dann auﬁerhalb des Recht—

.ecks R, also verschleden von den Punkten in (1), m1t den Geraden'

aus M genau ; ¢ 3 R X Schnlttpunktq__h~'v Livion (2)

und m1t den Geraden aus M genau

Vb= 14,;

' auf elner Geraden aus‘M} l-alsp lgge er
in R ) : ; ; ; G ; BRI _,w;li_ e N
Nun kann man natur‘iche,iahlen a , b ; # §o'wéhiéhi &éﬁﬁsie die
Unglelchungen Faidwn i 0T ;x;é,a éj RN @ n‘j¢f. - : -‘(4)
und die Gle;chungen 5 ‘}J-:\a +:b +vi.;‘100 SO m ey 7 :  (5)
iR T R R Gi adeabita +.b 522 =991 s hi sl (6)
erfﬁlleh,v namllch an=5260; b:— 73, = (oder fa.- 27, b= 172,

k'= 26) Nach (5) 51nd damit 100 Geraden beschrleben, ~und nach
(1), (2) (3), (6) ist: 1991 die Anzahl aller Schnlttpunkte ‘von Je\

i

zwei dieser Geraden. G : ; v



Bemerkungen: 1. Ganzzahlige L&sungen von (4),(5),(6) kann man z.B.
finden, indem man unter den Paaren (a;b) mit (4),(5) solche sucht,
bei denen a*b kleiner als 1991 ist, aber nahe bei 1991 liegt. Fir
.das Paar mit gréBtméglichem a*b <1991, nédmlich. (28;71), fihrt (6)
auf x =48 im Widerspruch zu (4), aber a = 27 und a = 26 ergeben
die obengenanntéh Lﬁsungen. Sie sind'alle’ganzzahligen Lésungen zZu
(4),(5),(6). .
2. Derartige Angaben zum Ldésen von. (4) (5), (6) werden ‘nicht vom
Schiiler verlangt; es genligt sogar, statt der oben zundchst ohne
Festlegung von, a,b,x gegebenen Beschrelbung soglelch in einem kon-
:kreten Belsplel 100 Geraden anzugeben, z.B. in einem Koordinaten-
system ‘durch “Gleichungen x = u (u= 1,...,73), y. =V (v-71,...96),
X = y, und an diesem Belsplel die: Anzahl der Schnlttpunkte zu be-
‘ stdtigen: Von ‘den 96 Punkten (1; 1),...,(96 96) auf x = y gehdren
genau die drei. (71;71), (72; 72),(73;73) zu den 73:26 Schnittpunkten
der x = u mit. den y = v; aléo: treten 1nsgesamt 7326 + 93 =-1991
\S¢hnittpunkte auf. ¥ : -

2. Losungsweg: : e ; : :
Wiirde man 100 Geraden so legen, daB keine zwei zueinander ‘parallel

>

sind und keine: dre1 einen gemelnsamen Punkt haben, so wurden genau
200:99 - 4950 Schnlttpunkte entstehen, also 49507~ 1991 = 2959 zu
viel. "Nun' kann man 77 solcher Geraden so andern, dafl’ sie alle
durch einen gemelnsamen Punkt gehen, daB aber ihr Schnlttverhalten
‘mit den ubrlgen 23 Geraden erhalten blelbt (kelne parallel zZu

e1ner‘der123,_ke1ne durch einen Schnlttpunkt von zwei der 23) Da-
m1t verrlngert s1ch wegeh 77276’—-2926 d1e Anzahl der Schnltt—
punkte um‘genau 2925 es verblelben 2959 - 2925 = 34 zu v1el.

Entsprechend kann man nochmals 8 der 2334 Geraden andern und damit,
Mdle Anzahl der Schnlttpunkte wegen 2%1 28 um 27 verrlngern, da-.

nach verblelben 7. zu viel. Zwei weltere Anderungen von 4 Geraden
‘und dann von 3 Geraden verrlngern wegen ﬁ%ﬁ 6 bzw. §§2 = 3 die

Anzahl um'5 und um 2 ‘auf die gewunschte Zahl 1991 d;ese‘ist damit

als errelchbar nachgew1esen.' ¢

Bemerkung Auch zu solchen Losungswegen genugt es, ohﬁe heﬁristi-
‘" sche Hlnfuhrung ‘eine Beschrelbung von Geraden mit Bestatlgung der
Schnlttpunktzahl zu geben, etwa wie’ folgt Man lege der Relhe nach
77 Geraden durch einen Punkt A, 8 Geraden durch elnen 'Punkt B,
4 Geraden durch einen Punkt C, 3 Geraden “durch elnen Punkt D,
8 weltere Geraden. Keiner der Punkte B, C D llege auf einer der je-
weils vorher genannten Geraden; jede Gerade“sel zu  allen vorher
‘'genannten nlcht parallel wund gehe durch’ kelnen Schnittpunkt von
zwei. vorher 'genannten Geraden. 'Die ‘Anzahl ‘der: so ‘entstehenden
Schnittpunkte ist AECRENEN Y ‘;' :

L+ (104 8:77) 4+ (1 + 4:85) + (17+ 3:89) + (T 4 892) = 1901 .



311024 Lésung: 5k : : 10 Punkte
I./Wenn fir. elne natiirliche Zahl t d1e Zahl : .

r = t+24/—. Ve :“'.\t"" ‘ . (1)

rational ist, so folgt Dle Zahl /_ ——EZ—E 1st rational.

Es gilt ‘der Satz Wenn die Quadratwurzel aus: einer naturll—
chen Zahl rational: 1st, so ist'sie selbst e1ne naturllche Zahl.
Also gibt es eine natiirliche Zahl n mit 00 oy

AT S T . . e (2)

~-und nach (1) ist r =y n® + 24n Wehdet man nochmals den ge-
‘nannten Satz ‘an, so folgt ‘Auch r 1st elne naturllche Zahl. Fir/
sie giltd tizan ") a4y, SRR R (3)

1. Fortsetzungsméglichkeit: . ° R ' e
Falls t > 0, also r,n > 0 gilt, sei g der gréBte gemeinsame
¢ Teller _von. r,n, mit teilerfremden naturllchen u,v > 0 also
55 gu,.n=gV-‘-«v g e (4)

2

Aus (3) (4) folgt g u gv(gv + 24) ,yguz;;Jv(gv + 24) %

Somit 1st v ein’ Teller von gu ; wegen. dér Teilerfremdheit zu u
~_also ein Teiler von g; d.h., mlt naturl1chem h > 0 gilt.
R e A e ,gl=,vh i : i (5)

T = v(hv +24)7,.°24 h(u,’—'v ) o= h (u v) (u+v) ;
.Fir diese Zerlegung von 24 in drei ganze Zahlen glbt es unter
Beachtung “der 'Ungleichungen -h > 0 £

sowie  u-v:< u+v und. der Teilbarkeit 'von -(u+v) (u=v) = 2v
durch 2 nur die Mogllchkelten der folgenden Tabelle. Darin- sind
anschlleBend die ‘resultierenden Werte von u,v sow1e nach (5),
(4), (2) von gin,t elngetragen b o :

e b ] RV e e s Rl v P £ X faalak
1 i 12 [T 5. S35 | 257 |+ 6251 ]
1 4 6 5 1 1 1 Lo
2k | a2 6 4 2 4 T T b A R R
; 3 o Sieq 4 3 1: 3 Sri v e 9257 v
Daher kann (1) nur ratlonal sein fur d1e naturllchen Zahlen

| ACE ] | SR I MO CY. 625 jar St v3e (-6)

II Fiir diese Werte sind in der Tat rve i ariippa i el L HTa0 0o
Y0+24-0=0, Y1+24-1=5, /9+24 3 9, /64+24 8= 16 /625+24 25 35
rationale Zahlen- gt

Daher ist (1) genau. fir die Werte (6) ratlonal ; :

. Andere Fortsetzungsméglichkeiten: Aus (3)! folgt n <:r < n + 24 ;

fiir d = r-n also 0 .<.d < 24, und man kann probleren, fur welche
d = 1,...,23 dle Glelchung (n+d) n2 +- 24n e1ne naturllche Zahl
n'_als Losung hat. Da sie auf d = 2n(12 - d), also d < 12 fuhrt,

genligt es sogar, nur d = 1,...,11 zu prufen.

1) Dieser Satz kann ‘als bekannter Sachverhalt zitiert ‘oder =z.B.
so bewiesen werden: Ist Yyt = p/q'mit (0.B.d.A.) teilerfremden

natlirlichen Zahlen p,q >.0, so folgt tq? = pz; Da somit p
Teiler von tqz, aber tellerfremd zZu q ist, ist p Teiler von t,

‘also t = px mit natiirlichem x. Es folgt pxq ='p2, 'xq2’= P.
Nach der glelchen Beweisfiithrung folgt' p ist Teiler von x, mit

naturllchem y gilt  x = py, pyq = p,' yq2;= 1, 'also  q = 1.

JEAEV IS0 P dlgo u=v > ol
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etwa auftellbar aly o
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Vorbereitende: Zusammenhange ZW1schen R,r,h,p A A S

Gewinnung einer Ermlttlungsmogllchkelt,(z B Formel) fir V(c). A

“Nachweis,: daB V(C) nur von h abhang
311023 sl Lk ;
“Bei: untersch1ed11che

'Nachwels,
311024
‘Zuruckfuhrun

daﬁ




