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XXX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
' 2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtungs: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver=-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen werden.
Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hiifslinien)‘muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schlisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

301021

In dem nachstehenden Kryptogramm sind die Buchstaben so durch
Ziffern 0, 1, 2, «ee, 9 zu ersetzen, daB gleiche Buchstaben durch
gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben durch verschiedene Zif=-
fern ersetzt werden und daB eine richtig gerechnete Additionsauf=-
gabe entsteht. Der Buchstabe o braucht nicht durch die Ziffer O
(Null) ersetzt zu werden. \

’ mord

+ raub

= krimi

a) Beweisen Sie, daB sogar in keiner Losung des Kryptogramms der
Buchstabe o durch 0 ersetzt wirdl

b) Geben Sie vier Ersetzungen an, unter denen sich keine zwei
mit gleichem Wert fur a befinden! Bestétigen Sie, daB die von
Ihnen angegebenen Ersetzungen vier Lésungen des Kryptogramms
sind!
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Beweisen Sie, daB fiir jede natlrliche Zahl n, 'die nicht Quadrat-
zahl ist, die Zahl V'n' irrational istl

(Dabei werde wie Gblich eine natiirliche Zahl n genau dann Quadrat-
zahl genannt, wenn es eine natfirliche Zahl k gibt, mit der n = k2
gilt.) ‘

30 11 93-1 ‘ 1



A 10
301023

Beweisen Sie die folgende Aussagel

Wenn ABCD ein Rechteck mit AB > AD ist, so schneidet die Mittel-
senkrechte der Diagonale AC die Randlinie des Dreiecks ABC in
einem Punkt P, der zwischen B und dem Mittelpunkt Q der Strecke AB

liegt.
301024
Fur jede ganzeZahl n >0 sei
a, = ((n+ 1)Vn + nvh + )7L
mit dieser Bezeichnung sei

8 = 383 +3; % «ee *+ 35999 * 31990°

Beweisen Sie, daB hieraus 0,5 < s < 1 folgtl
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XXX+ Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Ldésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fur die
1., Stufe gelten auch fiur die 2. Stufe.

301021) L8sung: ' 9 _Punkte

a) Ware o = O moglich, so miuBte (um a = i zu vermeiden):
r+u+X=10 +m (1)
gelten, wobei X diejenige der beiden Zahlen O und 1 ist, mit
der d + b = 10 « X + 1 gilt. Da aus den Angaben der Zehntau-
sender- und Tausenderstelle aber k = 1 und dann m = 9 folgt,
fuhrt (1) wegen r = 8, u = 8, X = 1.auf einen Widerspruch.

b) vier geforderte Ersetzungen sind z. B,

alb|c|i|k|m|o|rju
2/ 4/6|0(1|9|8|3]|5
4, 2|8|0|1|9|6|3|5
6| 2(8|0|1|9| 4|3 |5
8|/ 4|6|0|1|{9| 2|35

Sie werden als Losungen bestédtigt mit den entstehenden Addi-

tionsaufgaben
9836 9638 9438 9236
+ 3254 + 3452 + 3652 + 3854
= 13090 = 13090 = 13090 = 13090

Bemerkung: Alle weiteren Lésungen des Kryptogramms entstehen,
Indem man in jeder der vier hier angegebenen Ldsungen entweder

b mit d vertauscht oder r mit u vertauscht oder beider Vertau=-
schungen vornimmt, Diese Angaben werden nicht vom Schiiler ver-
langt, erst recht nicht ein Beweis der darin enthaltenen Eindeu=-
tigkeitsaussage, auch nicht in Gestalt der Angabe von Ausschlie-,
Bungs~ oder sonstigen Suchschritten (diese Bemerkung ergibt sich
bei Beachtung der Anforderungsformulierungen im Aufgabenteil b)).
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301022) Ldsung: 10 Punkte

Fiur jede natirliche Zahl n, die nicht Quadratzahl ist, gilt:

Es ist n > 1; denn wegen O = 02 und 1 = 12 sind O und 1 Quadrat=-
zahlen. Ware nun\/n rational, so gdbe es natirliche Zahlen r

und s mit 8 >0 und

V- L
Daraus wirde
2
n‘-s—z,
neses r? (1)
folgen.
Die auf beiden Seiten der Gleichung (1) stehende natirliche Zahl
ware gréBer als 1, also das Produkt aus einer Anzahl (gréBer
als 0) von Primfaktoren, Dasselbe trafe fiur n zu; ferner mibBte
in der Primfaktorzerlegung von n mindestens ein Primfaktor p in
ungerader Anzahl auftreten; denn andernfalls erhielte man n als
das Quadrat derjenigen natirlichen Zahl k, in der jeder Primfak=
tor in halb so groBer Anzahl vorkame wie in n,
In &2 kame jeder Primfaktor, also auch p, entweder gar nicht oder
in gerader Anzahl vor. Also kame p in n -« 8% in ungerader Anzahl
vor. In r2 aber kame jeder Primfaktor in gerader Anzahl vor. Das
widerspricht der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung der in (1)
genannten Zahl. '
Bemerkung: L&Bt man den Fall einer Anzahl Null von Faktoren zu,

ndem man als Wert des Produktes dann 1 definiert, so ist eine
gesonderte Betrachtung von n = 1 entbehrlich, ebenso eine geson=-

derte Erwdhnung der Mbéglichkeit, daB p in 32 gar nicht vorkommt,
Man kann fir einen groéBeren Beweisanteil die indirekte Beweisflh-
rung vermeiden: Aus der Voraussetzung, +/n sei rational, folgt (1)
und dann entweder (falls r = O ist) n = O oder die Aussage, daB
in der Primfaktorzerlegung von n jeder Primfaktor in gerader
Anzahl (die auch O sein kann) auftritt, n also Quadratzahl ist,

301023) Losung: 10 Punkte

I, Der Mittelpunkt von AC sei M; die Mittelsenkrechte von AC ist
also die auf AC in M errichtete Senkrechte. Wegen
FBAM = FBAC < 90° gilt zunichst:
Die Mittelsenkrechte von AC schneidet
den Strahl aus A-durch B in einem Punkt P, (1)
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Wegen AM : AC = AQ : AB = 1 : 2 folgt weiter

QM Il BC (Umkehrung des Strahlensatzes),
STAMQ = SFACB (stufenwinkelsatz)
< 90°
also =AMQ < =X AMP, Daher liegt
P auf der Verlangerung von AQ tuber Q hinaus, (2)

II. Da alle Punkte der Mittelsenkrechten von AC denselben Abstand
von A wie von C haben, gilt auch PA = PC. Daraus folgt

TFACP = —-CAP (Basiswinkelsatz)
= <t:EAB.

Aus BC < AB folgt fir die im Dreieck ABC gegenuberliegenden
winkel =<CAB SFACB; damit ergibt sich

SFACP < =FACB,

Also liegt
P zwischen A und B, ) (3)
Mit (1), (2), (3) ist bewiesen: P liegt zwischen Q und B.
Bemerkung: Sowohl fiir die Wahl, mit welchen Te¢llaussagen (wie hier
» (3)) der geforderte Beweis gefihrt werden soll, als

auch fur die Beweise zu derartigen Teilaussagen gibt es mehrere
andere Méglichkeiten.

Abb, L 301023
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301024) Lésung: 11 Punkte

Fur jedes n > 0 gilt

(n+1)vn - m/ #1_ _ (n#1)vn = nvher 1 _ 1

n (n+1)2n -n (n+1) n(n+1) \/51 Vn+1
Damit folgt

.

8 -.1'..--!‘-+.—1-_i-+.l._.l.+ oe + 1 - 1
VI NVZ V2T VEOVE VA /1990 /1991
V1991
<1
. 1 1 ' 1 1
und wegen < also < auch s > x.
19T ° 2 /2991 2 Zz
Bemerkung: Die Ungleichung s > % kann bereits durch Berechnung
von
PSR SN 1 - __2+4ak+2/5
+ 2 24nf 3L +2/5 6+62+ 45 4+2/6 /
1+2/2+V3 1

814'52'!'8-

3+ 3v§”+ zvg'aﬁi 4v§~ﬂK;.

2L +15/5 + 125+ 96 _ 1
42 + 302 + 245 + 186 2

bewiesen werden, die auch als Anregung dienen kann, allgemein
fur a1 + eee * 8, nach Vereinfachung zu suchen.
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Empfehlung fiur die Punktverteilung

OKL 10 Gesamtpunktzahl: 40

301021

a) Widerlegung von o = O
b) Angabe und Bestatigung fur vier Ersetzungen der
geforderten Art

301022

SchluB von der Rationalitét von\/n auf eine Gleichung
fur ganze Zahlen (einschlieBlich explizit erforderlicher
oder bei implizitem Vorgehen ausreichend bericksichtig-
ter Fdlle n = 0, n = 1)

Nachweis des Widerspruchs zwischen einer solchen Glei-
chung und der Eigenschaft von n, nicht Quadratzahl zu
sein (oder einer zu einem solchen Widerspruch logisch
&quivalenten Aussage) :

301023

Nachweis, daB die Mittelsenkrechte den Strahl aus A
durch B (und nicht den hierzu entgegengesetzten Strahl)
schneidet

Nachweis, daB der Schnittpunkt P auf der Verléngerung
von AQ iber Q hinaus liegt

Bei anderem Beweisaufbau sind diese 6 Punkte in entspre-
chender Weise auf zwei wesentlich vorbereitende Beweis-
teile aufzuteilen.

AbschlieBender Nachweis (im Beispiel vermittels der
Aussage, daB P zwischen A und B liegt)
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Nachweis von s > 0,5 (durch Berechnung von a1+32+asfoder
im Rahmen einer Umformung von s)

Nachweis von s < 1:

Umformung von ap

SchluBfolgern auf Umformung von s
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