A 10;I
XXIX. Olympiade Junger Mathematiker

der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen préazise formuliert und bewiesen
werden. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muf deutlich erkennbar
sein. Die Gedankengange und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Satzen darzulegen.

291031
Man stelle fest, ob die Zahl

X = Wé +'V; +_V3 LB AREE | WﬁQBQ + /1990

rational oder irrational ist.

291032

In einem Lande gebe es eine Anzahl n 2 3 von Stédten Syr Sy sees
S,e Fur je zwei Stédte S;, Sj mit i < j gebe es genau einhe von
von S; nach S, fuhrende EinbahnstraBe und genau eine von S. nach
Si fihrende EinbahnstraBe; dies seien alle StraRen des Landes.
Auf einer Landkarte seien diese StraBen unter Verwendung von
genau n-1 Farben so geférbt, daB fur jede Stadt gilt: Die n-1
von dieser Stadt ausgehenden StraRen sind mit den n-1 Farben ge-
féarbt, jede mit genau einer Farbe.

Untersuchen Sie fur jedes n 2 3, ob man eine F&rbung der CtraBen
unter Einhaltung dieser Bedingungen so wéhlen kann, daB fir eine

F F der Farben

einheitlich gewéhlte Reihenfolge F o eleest B

die folgende Aussage (x) zutrifft!1

(x) Fir jede Stadt S; (1 =1, ..., n) gilt: Startet man in S
und fahrt der Reihe nach auf den StraBen der Farben Fl' F2,
coe, Fn-i' jeweils auf einer dieser StraBen bis zur néchsten
Stadt, so endet diese Fahrt stets in der Stadt S, .

1
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Abb. A 291033

Die Abbildung A 291033 steilt in
senkrechter Eintafelprojektion -
einen ebenfléchig begrenzten
Kérper dar, der genau vier Eck=-
punkte A, B, C, D hat. Ihre
Bildpunkte A*, B', C', D' sind
die Ecken eines Quadrates mit
gegebener Seitenlénge a. Im bei-
gefigten HohenmaBstab hat D die
Hohendifferenz a zu C, und A, B

haben die Hohendifferenz % zu C.

Ermitteln Sie aus diesen Angaben das Volumen des Korpers!



A 10;I1
XXIX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 ~ 2, Tag -

291034
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x, die die folgende
Ungleichung (%) erfillen

Vx + 5

gt S (%)

291035,

Man begrinde und beschreibe eine Konstruktion, durch die zu be-

liebig vorgegebenen Dreiecken ABC alle diejenigen Geraden g er-

halten werden kénnen, die die folgenden Bedingungen (1), (2) und

(3) erfullen: ‘

(1) Die Gerade g geht durch den Mittelpunkt M der Seite AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Verléngerung der Seite BA iber A
hinaus in einem Punkt P und folglich die Seite BC in einem
Punkt Q.

(3) Der Flacheninhalt des Dreiecks AMP ist doppelt so groB wie
der Flacheninhalt des Dreiecks CMQ.

Man zeichne ein beliebiges, nicht gleichschenkliges und nicht

rechtwinkliges Dreieck ABC und fiihre dann die beschriebene

Konstruktion aus.

291036

a) Man beweise, daB es zu jeder natirlichen Zahl k eine natiir-
liche 'Zahl m sowie eine Mdglichkeit gibt, m Vorzeichen
(jeweils + oder =) derart zu wshlen, daB mit den gewihlten

Vorzeichen
B4R R pRME R s Rl (%)
gilt,

b) Man beweise, daB es zu jeder natirlichen Zahl k sogar unend-
lich viele verschiedene natirliche Zahlen m und zugehérige
Vorzeichenwahlen gibt, mit denen (x) gilt.
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XXIX, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 = 1. Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Loésungen fir die
1. Stufe gelten auch fur die 3, Stufe. '

291031)Lésung: 5 Punkte
Da die Zahl 1990 keine Quadratzahl ist, ist 'VI§§6 irrational.
Wir beweisen nun die Hilfsaussage, daB stets y =7 a+b irrational
ist, falls a rational und b irrational ist: Wire y =1/;:B ratio=-
nal, so muBten auch y2 = a+b und folglich b = y2 - a rational
sein. Wegen dieses Widerspruchs war die Annahme falsch; damit

ist die Hilfsaussage bewiesen.

Durch wiederholte Anwendung dieser Hilfsaussége folgt, daB die in
der Aufgabe genannte Zahl x irrational ist,.

291032)Losung: 7 Punkte
Eine solche Farbung ist moglich, wie das folgende Beispiel zeigt:
‘ Von \nach——> / v
| l . Sy .|S2 " |83 |eee. |Sn3 |Sne2 |Sm1 (%n
l
S1 Fn-l Fn_.2 coe F4 F3 F2 F1
S2 n-1 g S b N o L VR
33 = Fn-2 eee F4 F3 F2 F1
s \F F F ~ \F F F
n=-3 'n=1 |"n=2 |"n-3 sl 2 1
Sne2 Foamt' [Pz (Fpag [ove “Fg S Lt R R
“n-1 iFn—i n=2 ' n=3 | °°° F3 Fa Fl
lsn an-l Fr-2 | n=3 (°*° 3 Fa F1
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(Fur kleine werte von n ist diese Tabelle sinngemiB zu reduzie-
ren.) Ersichtlich haben fir jede Stadt die von ihr ausgehenden
StraBen die geforderten Farben; ferner bestédtigt man: Die nach-
einander durchfahrenen StraBen der Farben F1 und F2 fuhren von
jeder Stadt Si aus nach Sn_2 (im Fall i=n uber Sn_l, in allen
Fadllen i < n Uber Sn). Ist n=3, so ist man damit in Sl; istin~n= 3,
so ‘gelangt man von Spp 8US auf den StraBen der Farben Fgo eeey

P (in der Tabelle unterhalb der Hauptdiagonale) ulber Sp.30

vess 32 nach Sl. wie in (%) verlangt.
291033)Losung: 7_Punkte
D K Wie in Abbildung L 291033 gezeigt,
kann der Korper ABCD aus einem Wir=-
H , 7 fel EFCGHIKD erhalten werden, indem
\\\\ man die Pyramiden ABFEC, ABIHD,

ADGEC, BCKID eq;fernt. Die ersten

4 ' 2 beiden haben als Grundfliche je ein
Rechteck mit den Seitenléngen a,
6 C g. also dem Flacheninhalt %-az.
Die letzten beiden haben als Grund=-
£ r flache je ein Trapez mit parallelen
Abb. L 291033 Seiten der Langen a, % und der

Hohenlange a, also dem Flichen-
inhalt Zoa « Alle vier Pyramiden haben die Héhenliange a. Damit
ergibt sich als gesuchtes Volumen von ABCD

" =>a3 - 2-%-a3 - 2-%-33 = %'a3.

2

2, Loésungsweg: Wegen DK | AB hat K denselben Abstand von der
Ebene durch A,B,C wie D, also hat ABCD dasselbe Volumen wie ABCK.
Wéhlt man als Grundfliche von ABCK das Dreieck BCK, so ist

AB = a die zugehdrige Hohenlange. Im Dreieck BCK ist CK = a, u
B hat von CK den Abstand a; also hat BCK den Flacheninhalt %'a

Damit ergibt sich das gesuchte Volumen V = %'33.

nd
2
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XXIX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Rephblik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

291034)L6sung: 7 Punkte
Fir x < = 5 ist (*) nicht erfillt, da x + 5 < O ist, also Vx + 5
nicht existiert.

Fir = 5 5 x < = 1 ist (%) nicht erfullt, da Vx + 5 2 0, x + 1 < O,

also -—:‘;%—i—’ 2 0L =71 gl e
Fir x = = 1 ist (x) nicht erfillt, da x + 1 = O ist, also —§:§é§

nicht existiert.
Fir x > = 1 ist (x) wegen x + 1 > O der Reihe nach &quivalent mit
Vx + 5 >x + 1,

X + 5> x2 + 2x + 1,

x2 +x =-4<0,
17
'—4-

-3V17 <x + 3 < 3V17,

- 31+ VI7) < x < VT - 1). : (1)
Da V17 >1, also = %(1 +V17) <= 1 gilt, ist (1) fur x> = 1
squivalent mit i 7

-1<x<%(1/1_7-1). (2) -

(x + HZ <

Die gesuchten Zahlen, die (*) erfillen, sind also genau alle
Zahlen des in (2) genannten Intervalls,

291035)Lésung: 7 Punkte
Eine Gerade g, fiur die (1) und (2) gilt, erfillt wegen AM = MC
genau dann auch (3), wenn der Abstand des Punktes P von der
Geraden durch A,C doppelt so groB ist wie der Abstand des
Punktes Q von dieser Geraden. Nach dem Strahlensatz ist dies
genau dann der Fall, wenn PM = 2.MQ gilt., Aus dem Strahlensatz
folgt ferner: Die Parallele durch M zu BC schneidet einerseits
die Seite AB in ihrem Mittelpunkt R; endererseits ist die
Bedingung PM = 2.MQ dquivalent mit PR = 2.RE = AB, also mit

FA = (FR - R =) 2.78,
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Daher werden (zu gegebenem Dreieck ABC) die Bedingungen (1), (2),

(3) genau von derjenigen Geraden g erfillt, die durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann (Abb. L 291035):

‘Man konstruiert die Mittelpunkte M bzw. R von AC bzw. AB und ver-
langert BA Uber A hinaus um die Léange %-Kﬁ bis P. Dann konstruiert
man die Gerade g durch P und M,

Bemerkung: Wie schon aus dem Beweis ersichtlich, kénnen mehrere
andere Konstruktionen zur gesuchten Geraden g filhren (Hilfs=
strecken senkrecht zu AC oder einander parallel in einer anderen
Richtung, z. B. parallel zu BC; Verlangerung von CA um %-EZ usW.) .
Manche dieser Konstruktionen gestatten Begriindungen, die kiirzer
als oben verlaufen. '

Abb. L 291035

291036)Lésung: 7 Punkte
a) Man bestatigt durch Nachrechnen

12 4222 3% 4 42_52_62 472 .0, (0)

12 = 1, (1)

= 12 w'p® U 3R, 42 =2, (2)

= 12 + 22 =3 ; (3)

sowie fur jede natlrliche Zahl n

(n+1)2-(n+2)2-(n+3)2+(n+4)2 = 2n-4n—6n+8n+12-22-32+42=4 (4)

Flir jede natirliche Zahl 'k gibt es natiirliche zahlen g, r
mit k = r + 4qund r £ 3,
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b)

Setzt man. mg = 7. m1 =1, m2 = 4, m3 = 2, so kann man
nach (0), (1), (2) oder (3) die Zahl r in der Form

r=2 12 R mr2
darstellen. Ist q = 0,-so ist damit k in der geforderten
Form (x) dargestellt,
Ist q > 0, so kann man n1 =m.,n, = m. + 4, eoey N- =
LY (gq-1) <4 setzen und dann nach (4), angewandt auf n=n,,
N=N5s eee, n=nq_1, die Zahl k in der geforderten Form (x)
namlich

k=r+4q=:2: : 2

ik e m.
2 7 2 2 2
+ (n1 +‘1) =Rl((nh 2)7 - (n1 + 3)7 + (n1 + 4)

P00 0P P 0PEPNPOPNE00000000000E000PE0COIOIOCEUOBROIEOCOVCOGCECREOEOREO®OD

2 2 2

+(ag+ 1% = (ng+2)% - (n + 3%+ (n + 4%,

q
darstellen, w.z.b.w,

Fir jede natirliche Zahl m folgt aus (4), angewandt mit n = m
und n = m + 4, i

(me2)2 = (m42)2 = (m+3) & (nea)?

- (m+5)2 + (m+6)2 + (m+7)2 - (m+8)2 =4 - 4 =0,

Zu jeder = nach a) existierenden - Darstellung

kw28 o Rip® gibt es daher auch die Darstellung
kii=is 12 - et m2 +(m+1)2-(m+2)2-...+(m+7)2-(m+8)2.

Dieses Bilden weiterer Darstellungen der Zahl k kann man be-
liebig oft fortsetzen. Pamit ist auch der in b) verlangte
Beweis gefihrt, )



