XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen werden.
Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengénge und Schlisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

281021

Gesucht ist die kleinste positive natirliche Zahl, deren Ziffern-
darstellung (im Dezimalsystem) nur aus den Ziffern O und 1 be-~
steht und die durch 450 teilbar ist. ;

281022 ;
Weisen Sie nach, daB es genau eine quadratische Funktion f gibt,
die die Bedingung

f(x) + fixs2) x2 L (%)

fur alle reellen Zahlen x erfillt,und daR diese Funktion zwei
ganzzahlige Nullstellen hat!

281023

Uber einen Kreis k1 mit dem Mittelpunkt M1 und einen Kreis k2
mit dem Mittelpunkt M, werde vorausgesetzt, daB k2 durch My
geht, aber nicht ganz in der Flédche des Kreises k1 liegt. Der-
jenige Schnittpunkt von k1 mit der Geraden g durch My oMo, der
dann im Innern von k2 liegt, sei S. Ferner sei P2 einer der
Schnittpunkte, die k2 mit der in S auf g errichteten Senkrech-
ten hat.

Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzungen stets folgende
Aussage gilt:

Diejenige von P, an k1 gelegte Tangente t, die k1 in einem von S

verschiedenen Punkt P1 berihrt, ist auch Tangente an k2.
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Gegeben sei ein Halbkreis. Gesucht sind Vierecke, die die fol-
genden Bedingungen (1) bis (3) erfullen:

(1)

(2)
(3)

a)

b)
c)

Zwei Eckpunkte des Vierecks liegen auf dem Durchmesser des
Halbkreises, die beiden anderen Eckpunkte liegen auf dem
Halbkreisbogen.
Das Viereck ist ein Rechteck.
Seine Seitenléngen verhalten sich wie'\[gl 2.
Beschreiben Sie eine Konstruktion, durch die man zwei ver-
schiedene Vierecke P4QR Sy und PoQ5R,8, erhdlt!
Fihren Sie die beschriebene Konstruktion aus!
Beweisen Sie, daB die nach Ihrer Beschreibung konstruierten
Vierecke die Bedingungen (1) bis (3) erfillen!
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XXVIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 rie

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

281021) Losung: 10 Punkte

"Fur natirliche Zahlen, deren Zifferndarstellung nur aus Ziffern

0 und 1 besteht, gilt:

1. Eine solche Zahl ist genau dann positiv, wenn die Anzahl der
Ziffern 1 nicht Null ist.

2. Sie ist genau dann durch 450 teilbar, wenn sie durch 9 und
durch 50 teilbar ist, da 9 und 50 zueinander teilerfremd sind.

3. Sie ist genau dann durch 50 teilbar, wenn ihre Zifferndar-
stellung auf ...00 endet (da die Teilbarkeit durch 50 &quiva-
lent damit ist, daB die Zehl auf ...00 oder ...50 endet, hier
aber nur Ziffern O und 1 vorkommen dirfen).

4, Sie ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 9 teilbar ist; ihre Quersumme ist aber gleich der An-
zahl der zZiffern 1 in der Zifferndarstellung der Zahl.
Die Zifferndarstellung der kleinsten Zahl, die alle diese Bedin-
gungen erfullt, besteht folglich aus (der kleinsten von Null
verschiedenen durch 9 teilbaren Anzahl, d. i.) genau neun Zif-
fern 1 und zwei anschlieBenden Ziffern O. Das heiBt, die gesuchte
Zahl lautet 11111111100,

281022) Losung: 10 Punkte
I. Wenn eine quadratische Funktion f, d. h. eine mit reellen
ay 0, b, c durch
f(x) = ax2 + bx + ¢
fur alle reellen x definierte Funktion f, die Bedingung (%)
erfullt, so folgt: Wegen
f(x+2) = a(x+2)2 + b(x+2) + ¢
= ax” + 4éx + bx + 4a + 2b + ¢,
also f(x) + f(x+2) = Zax2 + 2(2a+b)x + 2(2a+b+c),
gilt fur alle reellen x die Gleichung f(x)+f(x+2)=6x2-18,

30 10 62-1 A



L 10
d. h. die Gleichung
2ax?+2(2a+b)x+2(2a+bsc) = 6x2+0.x -18. (% %)
1. Fortsetzungsmoglichkeit:
Durch Koeffizientenvergleich (d. h. nach dem Satz, daB aus
einer fur.alle reellen x geltenden Gleichung
anxn+...+aix+ao = bnxn+...+b1x +b0
die Gleichungen a; = b, (i = 0,1,...,n) folgen) ergeben sich
aus (k%) die Gleichungen
2a = 6,
2(2a+b) = 0,
2(2a+b+c) = -18,
Aus ihnen folgt a = 3, b = =6, ¢ = =9,
2, Fortsetzungsméglichkeit:
Da (#%) auch (z. B,) fir x = 0, fur x = 1 und fir x = =1
gilt, folgt
2(2a+b+c) = =18,
2a + 2(2a+b) + 2(2a+b+c) = =12,
2a - 2(2a+b) + 2(2a+b+c) =12,
Aus diesen Gleichungen folgt a = 3, b = ~6, ¢ = =9,
Also kann nur die durch
f(x) = 3x% = 6x =9
definierte Funktion die Bedingung (%) erfillen.
II. Sie erfullt diese Bedingung; denn fur alle reellen x gilt

Fx) + F(x22) . 1 (3% -6x =9 +3(x+2)? -6(x+2) =9)

= x2 =3, ;
Mit I. und II. ist der erste geforderte Nachweis gefihrt.
Die Gleichung f(x) = 0, d. h.
3x2 -6x =9 = 0,
hat genau die Ldsungen
= 1 5143,

Xqjo
d. h. Xy = 3, x5 = =1,
Da dies zwei ganze Zahlen sind, ist damit auch der zweite gefor-
derte Nachweis gefihrt.

281023) Lésung: 10 Punkte
Nach Voraussetzung gilt 3M1852 = 90°




L%10
sowie nach dem Satz iber Tangente und Berihrungsradius

NP, P, = 90°%. ity
Hieraus sowie aus M5 = M, P, (Radien von k,)
une P 1
folgt AM, SP, = AM P, Py,

(Kongruenzsatz sSW{ dieser ist anwendbar, da in diesen Dreiecken
die Seite M,P, dem rechten Winkel gegeniiberliegt, also die
groBte Seite ist. Man kann auch den Satz von der Gleichheit der
Tangentenabschnitte PSS = 5E$I zitieren und dann den Kongruenz-
satz sss anwenden). Daher gilt

TIPS = P M, Py (2)

Da ferner MM, = 252 (Radien von k2)

gilt, folgt nach dem Basiswinkelsatz*

CIPMS = TP, (3

Aus (2) und (3) folgt JP M, P, = M P M, und daraus nach der
Umkehrung des Wechselwinkelsatzes

M Py Il MyPoe
Daher und wegen (1), d. h. M,P, 1l t, ist auch

M2P2 1l t.
Nach der Umkehrung des Satzes iiber Tangente und Berihrungsradius
folgt daraus, wie behauptet, daB t auch Tangente an k2 ist.

Bemerkung: Der Beweis verlauft ohne jede Anderung fir die fol-
genden drei Félle:

(1) s ist innerer Punkt von M /M (Abb, L 281023a),

(2) s ist auBerer Punkt von M Mj (Abb, L 281023b),

(3) s = M, (Abb. L 281023c).

Die Aufzahlung dieser drei Falle und eine Ausfiihrung von (drei
derartigen)Abbildungen wird nicht vom Schiler verlangt.

*Es gilt dP M S = AP5My My, da aus den Voraussetzungen folgt,
daB S auf dem Strahl aus M1 durch M2 liegt. Vom Schiler wird
nicht verlangt, dies auszufihren. k




Abb. L 281023a

P, P2 t
L
T T ST
Abb. L 281023b Abb, L 281023¢c
281024) Lésung: 10 Punkte

a) Der Durchmesser des Halbkreises sei AB, sein Mittelpunkt M,

die Gerade durch A und B sei g, der Halbkreis h.

Man konstruiert zundchst folgendermaBen ein Rechteck EFGH:

(4) Man konstruiert ein gleichseitiges Dreieck EFK (mit belie-
biger Seitenlénge).

(5) Die Parallele durch K zu EF schneidet die in E und F auf
EF errichteten Senkrechten in H bzw. G.

Man konstruiert dann folgendermaBen ein Viereck P101R131:

(6) Der Kreis um M mit %E? schneidet g in E1 und Fl; man
konstruiert auf derjenigen Seite von g, auf der h liegt,
das zu EFGH kongruente Rechteck ElFlGiHi‘

(7) Die Strahlen aus M durch G, bzw., Hy schneiden h in Ry bzw.
S,i man konstruiert die Lote R1Q1 bzw., 31P1 von R1 bzw.
81 auf g. \
SchlieBlich konstruiert man folgendermaBen ein Viereck P2°2R232='

(8) Der Kreis um M mit %?5 schneidet g in Fo und G,: man kon-
struiert auf derjenigen Seite von g, auf der h liegt, das
zu FGHE kongruente Rechteck FZGZHZEZ’

(9) Die Strahlen aus M durch H, bzw. E, schneiden h in R, bzw.
S,i man konstruiert die Lote RS0, bzw. S,P, von R, bzw, S,
auf g.

b) Konstruktion: Abbildung L 281024a,b,c.
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Abb, A 2810242

Abb. A 281024b
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L40
c) Beweis, daB P QR4S die Bedingungen (1) bis (3) erfullt:
Das nach (5) konstruierte Rechteck EFGH hat als Seitenlénge FC

die Héhenldnge des nach (4) konstruierten gleichseitigen Drei-
ecks EFK. Daher gilt FG:EF = %ngEF:Eﬁ =1\/3:2. :

Nach (6) ist §ME1H1 = 3!‘4?161 = und E1H1 F.G (W:.nkel
bzw. Gegenseiten im Rechteck E1F1G1H1) sowie ME Ey s MFi EEF'

Damit folgt AME,H, = AMF,G, (sws), also -quT-l. = m.
Wegen (7) besagt dies auch 2r$;ﬁ§; = 7{6;-5;
Nach (7) liegen ferner PyaQq auf AB und RysSy auf h, also ist
(1) erfillt, Weiterhin folgt X WP,S, = ?rﬁﬁzﬁi und
= T (Radien von h). Also gilt AMP,S, s AMQ1 4 (Innen-
winkelsatz und wsw). Damit folgt 5___ G;_I' und P101R181 ist
als Rechteck nachgewiesen, erfullt also (2).
SchlieBlich folgt aus dem Strahlensatz (oder vermittels
ke o il
QR, : Ffd; = F,6, : MF;
hiernach und wegen (6) gilt
ﬁ——— F’G— ?___ = FG:EF = Wf— 2,
also (3).
Entsprechend beweist man aus (8), (9): P R 82 erfullt (1), (2)

Ak 292k \'
und mit P,0, : Q,R, = FG:GH =1/3:2 auch (3). 1

Bemerkungen: Die beiden Vierecke kénnen zusammen oder in getrenn=-
ten Zeicgnungen konstruiert sein. Es gibt mehrere Ldsungswege.
Zwei Beispiele:

1, Man kann fur r:= MA (gegeben) und X, 2=
rechnerisch aus X5 yos (i =.1; 2)

MQi. yi:=51§i (gesucht)

und yl' 2%y =Wf322 bzw. 2x,:y, = 3:2 auf (beispielsweise)

Er bzw. y, = ir—f schlieBen und diese Léngen konstruie-

ren (z. B. erst aV1s ="\ (10a) -(Qa) (a beliebig) nach

Pythagoras und daran y, :r = 4a : /19 mit dem Strahlensatz).

2. Der obige Lésungsweg wird vereinfacht, wenn man AS, = BR, = MA
zur Konstruktion von Q1R15 P im Sinne des obigen FGHE zur

Gewinnung von P,Q,;R,S, heranz;eht (Abb, L 281024d).
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Empfehlung fiur die Punktverteilung
OKL 10 Gesamtpunktzahl: 40

281021

Angabe der gesuchten Zahl

Nachweis der Teilbarkeit durch 450
Nachweis der Minimalitat

281022

Herleitung der Funktion f(x) = 3x2-6x-9

Nachweis, daB f(x) die gegebene Funktionalgleichung
erfullt

Berechnung der Nullstellen

281023

Obertragung des Textes in eine Skizze

Beweis

(Fur das ordentliche Benennen der verwendeten
Sétze sind davon 2 Punkte zu reservieren.)

.

281024

Teil a) pro Viereck
Teil b) pro Viereck
Teil c) pro Viereck

2 Punkte
2 Punkte
6 Punkte
10 Punkte

6 Punkte
2 Punkte

2 Punkte
10 Punkte

1 Punkt
9 Punkte

10 Punkte

2 Punkte
1 Punkt

2 Punkte
10 Punkte



