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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver=
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

—. . Die. Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Satzen darzustellen.

271041
Beweisen Sie, daB die Gleichung

! x4 - 8x3 + 25x2 - 34x + 10 = 0

genau zwei reelle Ldsungen hatl

271042
"Es sel f eine Funktion, die far alle reellen Zahlen x definiert

ist und far alle reellen Zahlen X4+ X, die folgenden Gleichungen
(1), (2) erfallt:

f(xg + xp) = £(x3) + f(x3), (1)
f(x1 . xz) = Xy e f(xz) + X, o f(xl). (2)
Beweisen Sie, daB durch diese Voraussetzungen der Funktionswert

f(2 ++/5) eindeutig bestimmt ist, und ermitteln Sie diesen Funk-
tionswertl!:

«

on den nachstehenden Aufgaben 271043A und 2710438 ist genau
eine auszuwdhlen und zu 1lGsen.
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271043A

Die Abbildung A 271043A wird

gewdhnlich als das Bild eines
Wirfels oder jedenfalls eines
achteckigen Kérpers in schri-
ger Parallelprojektion ange-

|
|
|
| sehen.
I Zeigen Sie, daB dies aber
} auch sowohl das Bild eines
| zehneckigen als auch das Bild
/L——‘“"—“‘"“’_" eines zwdlfeckigen Kérpers in
v schrager Parallelprojektion
v sein kannl
Zeichnen Sie zu diesem Zwack
. Je einen solchen Kérper in
Abb, A 271043A elner neu gewadhlten schragen
Parallelprojektion, bei dsr
alle zehn bzw. alle zwdlf Eckpunkte des Kdrpers als voneinander
verschiedene Bildpunkte erscheinen! Geben Sie ferner zu jedem der
beiden K&rper eine Aufzéhlung aller Eckpunkte, aller Kanten und
aller ebenen Teilflachen seiner Oberflache an, und nennen Sie
- eilne Gerade in einer Projektionsrichtung, bei der das Bild

A 271043A entstehen wirde! Eine weitere Begriindung wird nicht
verlangt.

2710438
Ein Verfahren zur néherungsweisen Berechnung von V2 .besagt: Aus
einem Néherungswert 5, dessen Ziahler a und Nenner b positive
ganze Zahlen sind, wird ein neuer Naherungswert o BT nach der Vor-
schrift

a' = a% 4 2b2, (1)

b' = 2ab (2)
gewonnen., Um einschatzen zu kdénnen, ob % ein geeigneter Anfangs-
wert far dieses Verfahren sein kann, behandelt man die folgende
Aufgabe (bei der die Zahl /2 wie ein bekannter Wert verwendet
wird): Man ermittle alle diejenigen a (a,b positive ganze Zahlen),
bei denen die Vorschrift (1), (2) auf einen besseren Niéherungs-
wert ET fahrt, d. h.,

g+ -v2| < |3 -v2| -
gilt.
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Ein Kreis k1 mit dem Radius ry = 10 cm und ein Kreia\k2 mit dem

Radius r, = %% cm seien so in einer Ebene gelegen, daB der Mit-

lpunkt von k, auBerhalb von k1 liegt und daB sich k1 und k2 in
zwei Punkten P,, P, schneiden, fur die ﬁ;F; = 10 cm gilt., Ermit-
teln Sie den Flacheninhalt A des gemeinsamen Flachenstiicks der
beiden Kreisflachenl!
Hinweis: Entsprechend wie bei der obigen Angabe von ry soll die

zahlenmé&Bige Angabe von A erfolgen, ohne dabei N&herungswerte
(z.dB. endliche Dezimalbriche) fir irrationale Zahlen zu ver=-
wenden,

271045

Worte aus den Buchstaben E, R und S sollen nach folgenden Regeln

aus einem zu Anfang vorgegebenen Wort gebildet werden:

(1) Endet ein Wort auf S, so kann ein R angefigt werden,

(2) A1 ein Wort darf dasjenige Wort angefigt werden, welches aus
den gleichen Buchstaben, aber in umgekehrter Reihenfolge be-
steht.

(3) Treten in einem Wort drei gleiche Buchstaben unmittelbar
hintereinander auf, dann durfen sie durch ein R ersetzt
werden.

. ’4) Zwei aufeinanderfolgende R oder E durfen weggelassen werden.

Eine beliebige Wahl der Reihenfolge und beliebig hidufige Wieder-
holung der Regelanwendungen sind zugelassen.

Ist es mdglich, durch genigend haufige Anwendung dieser Regeln
aus dem Wort ES das Wort ER zu erhalten?

30 10 39-1 . ’ 1
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271046 v

Beweisen Sie folgende Aussage: Wenn fur reelle Zahlen 850 a5,
83, 84 85, b1' bz, b3, b4, b5 gilt, daB jede dieser Zahlen im
Intervall 5 = x = 10 liegt, dann gilt fur diese Zahlen stets

_ 2,2 2,2 2,2
2(a1b1+32b2+...+35b5) s ag+by + aaz-o-b2 tooe * a5+b5
5

=5 ¢ (aib1+azb2+...+a5b5).

|
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271041)L6sung:
Es sei f die durch f(x) =

finierte Funktion. Fir
(1) Es ist f(0) = 10 >0,
(2) Far alle x im Interva

-1sx~-2=: 0, als

0=z x=1=5 1, als

(3)‘Es ist f(4) = 16 + 9

piadeklasse 10 - 1, Tag =-

6 Punkte
x* - 8x> 4+ 25x% - 34x + 10
(x = 2)4 + %% - 2x - 6

(x =2)* 4+ (x ~1)2 - 7

sie gilt:

11 1= x = 2 ist

o (x = 2)4 s 1, und
2

o (x - 1)° = 4, also
f(x) = 12 +1~7< 0.
- 7 >0.

{(4) Im Intervall allesr x % 1 ist f streng monoton fallend; denn

xi -2<x,=-2<0,

Xq - 1< Xy = 1< 0,

(5) Im Intervell aller x

0 < Xy = 2 < Xy = 2,
0<xg=-1<x3-1,

Wegen (1), (2) gibt es im
Intervall (2;4) aufgrund
eine Losung der Gleichung
x < 1 und wegen (5) unter
Losung; wsgen (2) liegt a
Damitgist der verlangte B

30 10 39-1

aus x,; < x,< 1 folgt
also (x1 - 2)4 > (x2 - 2)4, und
also (x1 - 1)2 :»(x2 - 1)2,
also f(xi) > f(xz).
> 2 ist f streng monoton steigend; denn
aus 2 < X, < X, folgt
also (x5 - 2)4 < (%, - 2)4, und
also (x4 = 1)2 < (%4 - 1)2,
also f(x4) < f(x5)e
Intervall (0;1) und wegen (2), (3) im
der Stetigkeit von f je (mindestens)
f(x) = 0. Wegen (4) gibt es unter allen
allen x > 2 auch jeweils keine weitare
uch im Intervall [21;2] keine Lésung.
ewals gefihrt,
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271042)L6sung: ‘ 7 Punkte
Aus (1) mit Xy =X, =0 folgt f(0) = f(0) + f(0), also f(0O) = O.
Aus (2) mit Xy = X, = 1 folgt f(1) = f(1) + f(1), also f(1) = O.
Fir jedes reelle x folgt aus (1) mit Xy = Xy X5 = 0 ferner
f(x) = f(x3) + f(0) = f(xs). Somit besagt (1) auch, daB far alle
reellen Zahlen x,, X, ‘

f(x1 + xz) = f(xl) + f(xz) | (3)‘
gilt. Fur jedes reelle x folgt aus (3) mit Xy = Xy X5 =1 ferner
f(x + 1) = f(x) + f(1) = f(x). Somit ergibt sich der Reihe nach

f(2) = 0, f(3) =0, f(4) = 0, f(5) = 0. (4)
Aus (2) mit x; = x, = V5 folgt f(5) = V5 « f(V5) + V5 « f(+5) und
daraus y

f(v5) = 0. ' (5)
Damit folgt aus (3), (4), (5), daB der gesuchte Funktionswert
eindeutig bestimmt ist; er ergibt sich zu

f(2 +V5) = f(2) + f(5)
- O.

Es gibt auch Ldsungswege ohne den Obergang zu (3), z. B.:
Fir die Zahl a = %(1 +75) ist a = %(3 +V5) ma+1, a> =2 ++5,

. Damit folgt (nachdem man wie oben f(1) = O aus (2) hergeleitet
hat) einerseits aus (1) mit Xy = 8, X, = 1 und aus (2) mit
X, = X, = a
f(2 +V5) = f(a’) = f(a>) + f(1) = f(a + 1) |
' = f(a%) = 2a « f(a).
Andererseits folgt aus (2) mit Xy = az, X, = a
f(a%) = a2 + f(a) + a + f(a2) = 3a% . f(a).

Wegen 2a 332 folgt dann durch Subtraktion f(a) = O und damit
f(2 +'\/_§) = 0,
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271043A)L8sung:
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Abb, L 271043A b

7 Punkte
Zeichnungen: Abb. L 271043A a,b
zehneckiger Korper

Eckpunkte:
AancoDnEbFoGrH-PoRo

Kanten:
AB, BC, CD, DA,
EF, FG, GH, HE,
BP, PA, FR, RE,
AE, BF, CG, DH, PR.

ebene Teilflachen:
ABCD, EFGH,
ABP, EFR,
BCGF, CDHG,, DAEH,
APRE, PBFR.

zwdlfeckiger Korper

Eckpunkte:
AOBICID!EIFDGDH'PIQORISO

Kanten:
AB, BC, CD, DA,
EF, FG, GH, HE,
BP, PQ, QA, FR, RS, SE,
AE, BF, CG, DH, PR, QS.

ebene Teilflachen:
ABCD, EFGH,
ABPQ, EFRS,
BCGF, CDHG, DAEH,
AQSE, QPRS, PBFR.

Fur beide Korper:
Gerade in Projektionsrichtung
Z, B.:

Die Gerade durch P und B.

Bemerkung: Zu beiden Teilaufgaben gibt es noch zahlreiche andere

Losungen.
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Hinweis zur Korrektur: Die anzugsbends Projektionsrichtung muB
* (nicht nur bezuglich der Punkte, sondern auch) beziglich der
Kanten genau zu Abb. L 271043A fihren. Beispielsweise wire fir
Abb, L 271042A a die Projektionsrichtung RG falsch. Bei ihr wiirde
zwar auch ein achtpunktiges Bild entstehen, aber es enthielte
z, B. die zusatzliche Strecke EG.

271043B)Losung: 7 Punkte
Die zu diskutierende Ungleichung
.
+ 2b
2a =2 ‘E - 2|

gilt wegen a,b > 0' genau dann, wenn
|82 + 262 - 2abvZ| < |2a? - 2abvZ|
gilt, und dieslist aquiva;ent.mit
la - in‘z < 2a o La - bVEl. ' (3)

Da fir ganze a,b wegen der Irratiocnalitit von V2 stets % £ V2,
also |a = b 2| >0 gilt, ist (3) aquivalent mit

la = bv2| < 2a
und dies der Reihe nach mit

- 2a< a - b2 < 25;
- a< byV2 < 3a, ‘ (4)
Far b >0 ist (4) aquivelant nit bvZ < 3a, Also fuhren (1), (2)

genau fir alle E g 4z

auf einen besseren N&herungswert,
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271044)L6sung : 7 Punkte
& ) Dis Mittelpunkte

von kl' k2 seien
My bzw, M. Die
Gerade durch

&2 My» M, schneide
P1P2 in Q. Das
Dreieck P1P2M1

ist gleichseitig

oy /// mit B P, = WP, =
A =MPyr=ry=

= 10 cm; daher

S,-Dy gilt TP M, P, =
SV S,0, = ¥ PPNy =

S ~ FEPN, = 60°.
Abb, L 271044 (verkleinerter MaBstab) Da die Verbin-
dungsgerade der Kreismittelpunkte die Schnittsehne halbiert und

auf ihr senkrecht steht, ist )
f— - e e s 1 -
QP, = % ry und +M;QP, = 90%; hieraus und aus MRy = E T folgt

- nach dem Satz des Pythagoras

Mg = i1 . .1
MQ=ryV3-3=75 M =% 2

Verlangert man M,Q iber Q hinags um seine eigens Linge bis R,

so liegt folglich R auf kz; auBerdem a?er ist P,4Q im‘Draieck

M, RP 4 sowohl, Hohe als auch Seitenhalbierende. Dieses Dreieck ist
daher auch mit ﬁ;ﬁ; = ﬁF; gleichschenklig, also sogar gleichsei-
tig. Da 'Q (als Punkt der Schnittsehne) innerhalb k1 liegt, M,
aber nach Voraussetzung auBerhalb k1, folgt wegen ro< rq, daB R
innerhalb k, liegt. Daraus und aus der Symmetrie bezdiglich MM,
ergibt sich: Es gilt

A= (81 - Dl) +_(52’- 02)
mit folgenden Bezeichnungen:

30 10 39-1 , 1



'

L iO;II

Sy Flacheninhalt des Kreissektors ﬁzszl von k1 mit dem Zentri-
winkel der GréBe o, = IP,M,P, = 60°,

2% Flacheninhalt des Kreieeektore B.F 1PoM, von k, mit dem Zen{ri-‘
winkel der GréBe %, = TFFEHEF; =2+ TPMR = 120°,

Dy: Flacheninhalt des Dreiecks PyPoMy,

Dzz Flacheninhalt des Dreiecks P1P2M2, wegen AMZQP2 I~ AMZQP1

g=ARQP1 auch Flacheninhalt des Dreiecks Mszi' }
Hiernach und wegen rg = é ri erhédlt man nach den Flﬁchéninhaltsy

formeln fir Kreissektoren und gleichseitige Dreiecke

1 2 12 1 2 12
51 =z g rye 01 = Zry V3, 52-‘- -z’ﬂ' roe DZ - zra-\f':’;

SRECEE SLRE X . A0

(35 - 3 3) - 100 ca?,

Hinweise zu anderen Ldsungsmdglichkeiten und zur Korrektur:
Fur das Ergebnis kdénnen auch mehrere andere Formelschreibweisen

akzeptiert werden, z, B A = (3821r - 1%2 ¥3) cn?,

An einigen Stellen kann statt mit den obigen Begrindungen. auch

mit Satzen Gber das Drachenviereck MyPiMoP o die gleichschenkligen
Dreiecke PP M;, P P M, oder die Symmetrie beziglich M4M, argumen=-
tiert werden, ‘

Bei der Herleitung zu Lageaussagen und zur Flﬁchénzusalnensetzung
kann anstelle verbaler Begrindung ein stérkerer Bezug auf die Ab-
bildung akzeptiert werden.

Bei manchen Herleitungsvarianten wird aber auch die Beachtung
weiterer Lageaussagen ndtig. Argumentiert man z, B. damit, daB

man S, + 'S, als "Vierecksflécheninhalt Dy + D, mit nochmals hin-
zugefigtem Teilinhalt A" deutet (und damit zZu A = (54 + 82)-

- (D1 + 02) gelangt), so wird verwendet, daB das gemeinsame
Flachenstick der beiden Kreise eine Teilfléche des Vierecks

M P,MP, ist..
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271045)L63ung; ‘ 7 Punkte

Man kann zundchst zeigen: Wenn in einem Wort w die Anzahl a der
Buchstaben S nicht durch 3 teilbar ist, dann gilt dies auch fir
Jedes Wort, das nach den Regeln (1) bis (4) aus w gebildet wird:
Fir die Regeln (1) und (4) gilt es, weil sich a nicht andert.
Flr die Regel (3) gilt es, weil a entweder unverandert bleibt
oder um 3 verkleinert wird.
Fur die Regel (2) gilt es; weil sich a verdoppelt, wobei aus
einer Zahl der Form a = 3n+l oder a = 3n+2 (n ganzzahlig) eine
Zahl der Form 2a = 3¢2n + 2 bzw. 2a = 3+(2n+1) + 1 entsteht.,
Damit folgt: Durch (beliebig oft ausgefiihrte) Anwendung der
jgeln (1) bis (4) kann aus dem Wort ES (mit a = 1) niemals das
Wort ER (mit a = O) erhalten werden.

271046)Ldsung: . 6 Punkte

1. Es gilt stets
(a, - b))% zo0,
also . 2a;b, = a2 + b2 (1= 1,2,3,4,5).

Addiert man diese funf Ungleichungen, so ergibt sich die linke

der behaupteten Ungleichungen.

2. Da nach Voraussetzung
a; = 10 = 2b1, also 2bi -a; 20,

und bi = 10 = 2ay, also 2a; - bi 20
gilt, folgt ferner
: (2by -'ai)(Zai -by) z0,
2 2
Saib1 - 2bi - 2aj

a? + b2 =3 ab, (1= 1,2,3,4,5).

z 0,

&

- Addiert man diese finf Ungleichungen, so ergibt sich die rechte
der behaupteten Ungleichungen,



