XXVII., Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2, Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen werden,
Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengédnge und Schlisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sétzeﬂ darzulegen.

271021

Das Rechteck in Abbildung A 271021a soll aus den Teilen der Abbil=~
dung A 271021b zusammengesetzt werden, Jedes Teil soll genau ein-
mal verwendet werden; die Teile sind ohne Anwendung von Spiege-
lungen, nur durch Verschiebungen und Drehungen in die gewiinschte
Lage zu bringen, :
Zeichnen Sie zwei verschiedene Zusammenéetzungen des Rechtecks,
die auf diese Weise entstehen kénnen! Oberprifen Sie darin die
Erfiillung der geforderten Bedingungen, indem Sie die (jeweils in
die gewiinschte Lage gebrachten) Teile durch ihre Nummern kenn-
zeichnen!
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Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fir die
n4 - 2n3 - 3n2 + 7n - 6
n+ 2

eine naturliche Zahl ist!

271023 d
Es sel ABCD ein Quadrat mit gegebener Seitenlénge a, ferner sei x
eine beliebig gewdhlte positive reelle Zahl, Die Quadratseiten
seien wie in Abbildung A 271023 um Strecken der Lange xea verlan-
gert bis R, S, T bzw. U,
(a) Beweisen Sie, daB unter diesen
Voraussetzungen stets RSTU ein
Quadrat ist! : A S
(b) Ermitteln Sie alle diejenigen D i T,
positiven reellen Zahlen x, bei
deren Wahl der Flacheninhalt
des Quadrates ABCD ein Fiinftel
des Fléchenihhaltes des Quadrates
RSTU betrégtl
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Bei einem Wirfel mit gegebener Kanten=-
lange a seien die Eckpunkte wie in
Abbildung A 271024 bezeichnet. Die Ge=-
rade durch A und F sei g, die Gerade
durch E und G sei h.

Ermitteln Sie den Abstand von g und h!
Unter dem Abstand zweier windschiefer
Geraden g, h versteht man die Lénge
einer Strecke XY, die so gelegen ist,
daB X auf g, Y auf h liegt und daB XY
sowohl auf g als auch auf h senkrecht
steht,



XXVII., Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1, stufe gelten auch fur die 2. Stufe.

271021) Lésungs ’ 10 Punkte
Es gibt (sogar genau) die beiden Zerlegungen in Abbildung L 271021a
und b (der Einzigkeitsnachweis wird nicht verlangt):
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271022) Losungs 10 Punkte

Fur jede natirliche Zahl n ist (wie man z. B, durch Polynom-
division erhalt)

(n4~2n3-3n2+7n-6) : (n+2) = n —4n2+5n-3 =

= n2(n-4) +/5(n=1) + 2 ) (=)
eine ganze Zahl, Fiir alle n 2 4 ist. diese Zahl, wie aus (%) er-
sichtlich ist, nicht negativ, also eine natirliche Zahl.
Fir n = 0, 1, 2, 3 ergeben sich in (®x) die Werte
-3, -1, -1, 3.
Also ist die zu untersuchende Zahl genau fur alle natiirlichen
Zahlen n mit n 2 3 eine natirliche zahl,

3

271023) Lésung: ] 10 Punkte
(a) Nach Voraussetzung ist
SUAR = ¥RBS = 90° (1)

(Nebenwinkel zu Quadrat-Innenwinkeln),
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(b)

10

AU = BR = x » a, (2)

AR = BS = (1+x) e« a. ‘ (3)
Daraus folgt AUAR ¥ ARBS (sws), also

UR = RS (4)
und =FURA = <FRSB. (5)

Da nach dem Innenwinkelsatz aus (1) ferner

RSB + FBRS = 90°
folgt, ergibt sich wegen (5) auch

FURA + ¥BRS = 90°,
d. h. FURS = 90°.
Entsprechend zu (4), (6) folgt, dal im Viereck RSTU alle vier
Seiten gleiche Liange und alle vier Innenwinkel die GréBe 90°
haben, Daher ist RSTU ein Quadrat, ;
Nach (1), (2), (3) hat das Dreieck RBS den Flacheninhalt
%xa(1+x)a = %(x+x2)32, ebenso die Dreiecke SCT, TDU und UAR.
Somit hat RSTU den Flécheninhalt a? + 2(x+x2)32.
Also erfullt x genau dann die in (b) gestellte Forderung, wenn
&7 & 2(x+x2)a2 = 522
gilt., Dies ist &quivalent mit
x2 +x -2 =0, -
und diese Gleichung hat genau die Ldsungen x =.1 und X =-2,
von denen genau x = 1 auch die Forderung erfillt, positiv zu
sein.

2 2

Andere Losungsmdglichkeit zu (b): Fur x = 1 wird UR® = a“ +

+ (2a)2 a2 S5a

2, also Forderung (b) erfullt., Bei kleinerer bzw.

gréBerer Wahl von x verkleinern bzw. vergréBern sich auch AU, AR

und folglich UR

2; also ist x = 1 der einzige Wert, der (b) erfullt.
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271024) Losung: 10 Punkte
Die Ebenen €, durch A, C, F und

il
€, durch D, E, G sind parallel

zueinander; die Raumdiagonale BH,
die sie in P bzw, Q schneide,
steht auf diesen Ebenen senkrecht,

(Zitat als bekannter Sachverhalt;
auch vermittels anderer Sachver-
halte, z. B.: AC|| EG, AFI| DG;
Drehung um die Achse BH mit A,

c, F =>C, F, A; oder Beweis

z. B.: Wegen AC_ AE | BF, ACl BD
ist ACLl BDHF, also 3H auch senk-
recht auf Parallelen zu AC, eben-
so auf Parallelen zu AF,) Alle
von Punkten aus Eq auf €, geféllﬁ

ten Lote haben somit die Lange PQ.

= Zu . diesen Loten gehdrt auch XY
) mit der im Aufgabentext beschrie-
Abb., L 271024a benen Lage.
(Die FuBpunkte aller von Punkten aus g gefallten Lote bilden nam-
lich eine zu g parallele Gerade g' in € 5i wegen g'| g4 h schneidet
sie h in einem Punkt Y, dieser ist Fubpunkt eines X auf g, und
wegen XYL €4, XYA_ez gilt XYLl g, XYL h,) X
Also ist PQ gleich dem gesuchten Abstand XY. Ist nun M der
Schnittpunkt von AC mit BD, so gilt: Die Ebene durch B, F, H, D
schneidet €4 bzw, €5 in der Geraden durch M, P bzw. der Geraden
durch D, Q. Wegen €41 €, ist daher MP || DQ, nach dem Strahlensatz
und wegen BM = MD also BP = PQ.
Ebenso folgt HQ = PQ. Also ist der gesuchte Abs tand
XY =PQg =380 = By

Wl
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Andere Lésungsméglichkeiten:

(1) Man definiert X, Y, U, V (Abb., L 271024a) durch AU = XF =
= EV = —/ﬁ erhalt (Strahlensatz und Umkehrung) VY| UX
nd V_ = UX, also UXYV als Parallzlogramm, Dann zeigt man
W = UY (z. B. fur ES = BT = %J?,, wegen AVSX TAYTU), also
UXYV als Rechteckt; XYilg und ebenso (mit anderen Hilfspunk-
ten.statt Uy MG i XY Lh,




(2) Die Gewinnung von Aussagen wia

fis

XF = 1&F, EY = 3EC kann auch unter

3

tigen Dreiecke A'C'

rallelprojektion auf eine zu ¢

B

Verwendung einer senkrechten Pa-

1

und €5 parallgle Zeichenebene er-
folgen. Man erhilt die gleichsei-
und D'E'G*
mit gemeinsamem Schwerpunkt

B' = H', also wegen A'C'| E'G*,
A'F'll D'G' die (auch als bekannter
Sachverhalt zu zitierende) Abbil-

D' dung L 271024b des regelmaBigen
Abb, L 271024b Sechsecks.
(3) Die Beziehung PQ = %@ﬁ kann auch erhalten werden, indem man P

als schwerpunkt von ACF nachweist, also PH als Héhenlénge des

regelmaBigen Tetraeders ACFH mit der Seitenlange s

PH = %Yg = %aVEEerrechnet. Damit verbleibt BP
ebenso HQ = %Eﬁ.

Empfehlung fur die Punktverteilung
OKL 10 Gesamtpunktzahl: 40

271021
Pro Zerlegung: 5 Punkte

271022
Aguivalenz mit n3 - 4n2 +5n = 3
n 2 4 als hinreichende Bedingung

als notwendige Bedingung

271023

a) gleichlange Seiten
gleichgroBe winkel

b) x = 1 hinreichend

notwendig

271024

Geometrische Erfassung einer geeigneten
Strecke xy

Berechnung der Lange von XY

4

= aV2 zu

= l@ﬁ und

S|

10 Punkte
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3 Punkte
10 Punkte

3 Punkte
3 Punkte
2 Punkte

2 Punkte
10 Punkte

5 Punkte

5 Punkte
10 Punkte



