A 10;I XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden. Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Godankbngénge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

251031

Ermitteln Sie alle diejenigen geordneten Paare (a:b) von ganzen
Zahlen a und b, die die Gleichung

a+b=(a-b)2erfullent

-

251032 .

a) Es sei a eine beliebige positive reelle Zahl, und es sei f
die im Intervall O § x S g (1)
durch f(x) = Ya+x' + ya-x' (2)

definierte Funktion., Beweisen Sie, daB f im Intervall (1)
streng monoton fallend ist!

b) Ermitteln Sie den gréBtméglichen Definitionsbereich D, in dem
durch (2) eine Funktion f definiert wird! Untersuchen Sie,
ob f im gesamten Bereich D streng monoton fallend ist!

Hinweis: Eine Funktion f heiBt genau dann in einem Bereich B
streng monoton fallend, wenn fir alle reellen Zahlen Xq4 X, in
B gilt: Aus Xy < Xy folgt f(x,) > f(xz).

251033

Aus 27 Wirfeln mit der Kantenldnge a wird ein Wiirfel mit der
Kantenlénge 3a zusammengesetzz. Jeder der 27 kleinen Wiirfel

ist entweder v8llig weiB oder v6llig schwarz angestrichen. Beim
Zusammensetzen soll auf jeder der sechs quadratischen Seiten-
fléchen des groBen Wiirfels ein Muster entstehen, das in jeder
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Zeile und in jeder Spalte genau ein schwarzes und genau zwei
weiBe Quadrate enthélt. Ermitteln Sie

a) die kleinste,

b) die groBte

Anzahl schwarzer Wirfel, mit der diese Forderungen erfﬂllbar
sinc'l



A 10;II XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag =

251034

Von einer natirlichen Zahl x wird gefordert, daB sie die fol-

genden Bedingungen (1) bis (5) erfullt:

(1) Die Zahl x hat, im Zweiersystem (System mit der Basis 2)
geschrieben, genau zehn Stellen,

(2) Schreibt man x im Dreiersystem, so steht an der zweiten
Stelle die Ziffer 1. ;

(3) Schreibt man x im Vierersystem, so steht an der zweiten
Stelle die Ziffer O,

(4) Die Zahl x hat, im Funfersystem geschrieben, genau vier
Stellen. , '

(5) Schreibt man x im Zehnersystem, so steht an der letzten
Stelle die Ziffer 2.

Beweisen Sie, daB es genau eine natirliche Zahl x gibt, die diese

Bedingungen erfillt, und ermitteln Sie diese Zahl!

251035

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck. Darin sei F ein von B und C
verschiedener Punkt der Strecke BC, und E sei ein von A und C
verschiedener Punkt der Strecke AC,

Ferner sei P der Schnittpunkt der Strecken AF und BE.

Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzungen die Umkreise der
drei Dreiecke AFC, EBC und PFB stets genau einen Punkt gemein-
sam haben|

251036

Das Arbeitsblatt zeigt das Bild A'B'C'D'E'F'G'H' eines Quaders

ABCDEFGH bei einer schrégen Parallelprojektion,

a) Konstruieren Sie das Bild S*' des Schnittpunktes S der
Strecke EC mit der Ebene, die durch A, F und H geht! Be-
schreiben Sie Ihre Konstruktion und beweisen Sie, daB der
nach Ihrer Beschreibung konstruierte Punkt S*' das Bild des
genannten Punktes S ist!
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b)JErmittoln Sie alle diejenigen Quader ABCDEFGH, flir:die S mit
dem Héhenschnittpunkt des Dreiecks AFH zusammenf&llt!

Arbeitsblatt:

Abb. A 251036



L 10;I XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiedeklasse 10 - 1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fur die
1. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

251031) Ldsungs " 5 Punkte

Angenommen, (a,b) sei ein Paar von ganzen‘Zahlen, die die ge-
nannte Gleichung erfillen, Da a und b ganze Zahlen sind, ist
auch ihre Differenz eine ganze Zahl g.

Damit gilt a - b = g

sowie a+bs= 92

und damit e =3 (a%+9) =39 (g+1)

(%)
1 2 1

b=3(g°-9) =139 (9-2)
Also erfiillen héchstens alle Paare (%g (g+1): %g (g=1)) mit
ganzzshligem g die in der Aufgabe genannte Gleichung. Sie er-
fillen diese Gleichung tatséchlich; denn es ist

%g(g+1) + %g(g-i) = g2 = (%g(g+1,- g+1))2, und sowohl\%g(g+1)
als auch %g(g-l) sind ganze Zahlen.

Anmerkung: .

Die Darstellung von a und b in Abhéngigkeit von dem Parameter g
ist eindeutig. Durch die Darstellung (% ) wird jedes der geord-
neten Paare genau einmal erfaBt. (Diese Ausfihrungen werden vom
Schiiler nicht verlangt.)

251032) Lésung: 7 Punkte
a) Aus 03 xy <x,%a (3)
folgt
2 2 2
xS <x, 3 a, (4)
2 2 2>
87 =g A Xy o, (5)
2 z 2 2
V; - X" > yat - x,7. : (6)
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Multipliziért man hierin beide Seiten mit 2 und addiert 2a,
so folgt weiter i

34‘)(1 + 2 '{34)(1 -"a-xl + a-x1 > B+X2 + 2 Vsz-Va-xz +

+ =Xy,
(Yoex, + 1a-x132 >-(1a+x2'+ Va-xé)z, (7)
und wegen 1a+x1' + '\’"'xll >0 folgt higrnus
Yerxy + a=xy > fa+x] +‘Va-x2'. (8)
w.z.bow,

b) Durch (2) wird fur genau diejenigen reellen Zahlen x eine

Zahl f(x) dfiniert, flr die

a+x % O und a=x € 0 :
gilt, Diese Bedingung ist gleichwertig mit

-a ¥ x 9 a; i (9)
also gibt (9) den gesuchten gréBtmdglichen Definitionsbereich
D an, Da beispielsweise :

-a <0
und

f(-a) = V2a' <2Va = f(0) :
gilt, ist f in D nicht etreng monoton fallend. (Oder, noch
einfacher: -a < a und f(-a) = f(a).)

Hinweise zur Korrektur:

wird in a) die Rechnung entsprechend der heuristischen Reihen-
folgo (8),(7)s1....,(3) angegeben, so muB die erforderliche
SchluBrichtung (3)=>(8) zusétzlich aus der Darstellung hervor-
gehen, :

Logisch korrekt, wenn auch durch die indirekte SchluBweise Uber-
fliseig kompliziert, ist es dagegen, den Beweis zu a) als SchluB

< < 1 < ]
von O § x, 2,08 x, § a und Yerxy' + yfa=xy' § yfavx; +Va-xz’
auf x, 2 Xy ;

auszufihren,

Bei Rechenschritten des Quadrierens und Radizierens sind ausrei-
chende Voraussetzungen zu Uberprifen, wie im obigen Ldsungsweg
die angegebenen NichtnegativitétswAussagen fir (3)=>(4),
(5)=>(6) und (7)=>(8).

In b) genigt (nach erfolgter Ermittlung von D) auch z. B. das
Argument, daB f in [-a; O] wegen f(-x) = f(x) streng monoton
steigend ist.
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251033) Losungs 8 Punkte

Fir die auf den Seitenfléichen des groBen Wirfels geforderten
Muster gibt es ale zueinander nicht kongruente Mdglichkeiten
genau diejenigen beiden, die in Abbildung L 251033 a und b dar-
gestellt sind. Weiterhin gilt:
(1) Mit weniger als acht schwarzen Wirfeln ist keine Zusammen-
setzung der geforderten Art méglich.
3eweis: Angenommen, es gibe eine solche Zuaammenuetzung mit sie-
ben oder weniger schwarzen Warfeln., In der “"vorderen" (d. h.
das Quadrat ABCD ausfliillenden; s. Abb. L 251033 c) Schicht wéren
dann genau drei schwarze Wiirfel, ebenso in der “"hinteren" (das
Quadrat EFGH ausfiillenden) Schicht. Fir die "mittlere” (des Qua-
drat PQRS ausfiillende) Schicht verbliebe somit hdchstens ein
schwarzer Wirfel. Wire er, fells vorhanden, einer der drei nach
Voraussetzung in der Zeile PQ suftretenden schwarzen Wirfel, so
enthielte die Zeile RS keinen schwarzen Wirfel. Da dies den Vor-
aussetzungen widerspricht, ist die Aussage (1) bewiesen.
(2) Mit mehr ale elf schwarzen Wirfeln ist keine Zusammenset-
zung der geforderten Art mdglich,
Beweis: Angenommen, es gibo eine solche Zusammensetzung mit
zwblf oder mehr schwarzen Wirfeln. In der "vorderen" und in der
“*hinteren” Schicht wéren je genau drei schwarze Wirfel, auBerdem
wire méglicherweise der den Mittelpunkt des groBen Wirfels ent-
haltende kleine Wiirfel schwarz. Unter den acht Wirfeln, die die
Randlinie dee Quadrates PQRS esusfillen, befénden sich daher min-
jestens 12-3-3-1 = 5 schwarze Wirfel. Unter ihnen kénnte es nur
vier geben, die keinen der Punkte P,Q,R,S enthalten, Also miBte
mindestens einer dieser Punkte, 0.B.d.A. der Punkt P, in einem
echwarzen Wirfel enthalten sein., Es verbleiben noch mindestens
5-1 = 4 schwarze Wirfel; von ihnen diirfte nach Voraussetzung
,keiner mehr den Streckenzug SPQ erreichen. Das fihrt auf den Wi-
derspruch, daB fir diese mindestens 4 schwarzen Wirfel nur noch
die drei Plétze bei U, R und V frei wiren; somit ist auch Aus-
eage (2) bewiesen.
(3) Mit acht schwarzen wirfeln ist eine Zusammensetzung der ge-
forderten Art moglich, wie Abbildung L 251033 d zeigt.
(4) Mit elf schwarzen Wirfeln ist eine Zusammensetzung der ge-
forderten Art mdglich, wie Abbildung L 251033 e zeigt,



L 201

Aus (1) und (2} folgt: Die in a) gesuchte kleinste Anzahl ist 8;

aus (2) und (4) folgr: Die in'b) gesuchte gréBte Anzahl ist 11,

Abb, L 251033a
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L 10;II XXV, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3, Stufe (Bezirksolympiade)

Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

251034) Ldsung: 7 Punkte

I. Wenn eine natiirliche Zahl x die Bedingungen (1) bis (5) er-
fallt, so folgt:
Wegen (1) und (4) ist 22 S x und x <54, d. h.

512 § x < 625. (6)
Unter Beachtung von 2 - 35 = 586 und 36 = 729 ergibt sich aus
(6), daB x im Dreiersystem genau sechs Stellen hat, wobei an
der ersten Stelle die Ziffer 2 steht.

Wegen (2) ist somit x & 2 - TR TN sl

567 ¥ x. (7)
Unter Beachtung von 2 . 4% 2 512 und 3 - 4% < 768 ergibt sich
aus (6), daB x im Vierersystem genau finf Stellen hat, wobei an
der ersten Stelle die Ziffer 2 steht.

Wegen (3) ist somit x < 2 - 4% + 1 . 4%, d. h.

x < 576. (8)
Die Bedingungen (7), (8) und (5) werden nur von x = 572 erfullt,
Daher kann nur diese Zahl den Bedingungen (1) bis (5) geniigen.

II. Sie genigt diesen Bedingungen; denn sie hat folgende Dar-
stellungen:
Zweiersystem: 1000111100 (10 Stellen)

Dreiersystem:- 210012 (ziffer 1 an der zweiten Stelle)
Vierersystem: - 20330 (ziffer O an der zweiten Stelle)
Fiinfersystem: 4242 (4 Stellen)

Zehnersystem: 572 (Ziffer 2 an der letzten Stelle)

Mit I. und II. ist der geforderte Beweis erbracht; die zu ermit-
telnde Zahl ist x = 572,
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251035) Ldsung: 6 Punkte

Die Umkreise K, und K, der Drei-
ecke AFC bzw. EBC haben den
Punkt C gemeinsam, wdhrend z. B.
der asuf K, gelegene Punkt E im
Innern von K, und der auf K,
gelegene Punkt F im Innern von
Ky liegt. Folglich haben K, und
Ko auBer C genau einen weiteren
Punkt S gemeinsam. Fur ihn gilt

Abb. L 251035

‘XPFS = XAFS (da P zwischen A und F 1iegt1)
= XACS (nach dem Peripheriewinkelsatz, da F und C auf
Ky tiber dem Bogen A% liegen)
= X ECS (da E zwischen A und C liegt)
= XEBS (nach dem Peripheriewinkelsatz, da C und B auf
Ky tber dem Bogen s liegen)
= XPBS (da P zwischen E und B liegt).
Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes liegen somit
P, F, S und B auf einem Kreis Ks: d. h., der Umkreis des Drei-
ecks PFB geht auch durch S,
Durch C geht er nicht, da er mit der Geraden durch B und C be-
reits die beiden von C verschiedenen Punkte B und F gemeinsam
hat.
Also haben die Umkreise der Dreiecke AFC, EBC und PFB genau den
Punkt S gemeinsam, Damit ist der geforderte Beweis erbracht.

1 Diese und die folgenden Lageaussagen brauchen vom Schiler
nicht genauer nachgewiesen zu werden.

251036) Losung: 7 Punkte

a) Konstruktion siehe Abbildung L 251036.

Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert den Schnittpunkt M' der Strecken E'G' und
FHS .




L 10;II

(2) man konstruiert den Schnittpunkt S' der Strecken A'M' und
E’C'., .

Beweis, daB der so konstruierte Punkt S' das Bild des in der

Aufgabe genannten Punktes S ist:

Wegen AE Il CG liegen A,E,C und G in einer Ebene p . Diese ent-

hdlt mit E und G auch den Schnittpunkt M der Rechteckdiagonalen

EG und FH; dabei hat M als Bild den in (1) konstruierten Schnitt-

punkt von E'G®' und F'H*, Die Ebene € durch A,F,H enth&lt mit F

und H auch M, Da somit die Ebenen n und ¢ beide die Punkte A

und M enthalten, ist die Gerade g durch A und M die Schnitt~

gerade von » und € .

Ferner enthélt n die Strecke EC; folglich enthdlt g den Schnitt-

punkt S von EC und ¢ ; dessen Bild S' ist somit der in (2) kon-

struierte Schnittpunkt der Bildgeraden g° mit der Strecke E°C',

b) Da die Rechteckdiagonalen EG und FH einander halbieren, ist M
der Mittelpunkt von HF, also AM Seitenhalbierende im Dreieck AFH.
Ferner ist EM = %EE = %KE; Daraus und aus dem Strahlensatz folgt
SM : SA = EM : AC = 1:2. Also ist S der Schwerpunkt des Dreiecks
AFH, Folglich ist S genau dann der Héhenschnittpunkt des Drei-
ecks AFH, wenn dessen Seitenhalbierenden zugleich Héhen sind.
Das trifft genau im Fall AF = AF ='AH zu.

Aus AF = HF folgt AAEF g AHEF (Kongruenzsatz sSW; dem rechten
Winkel LAEF = XHEF liegt als grdBtem Innenwinkel die léngste
Dreiecksseite gegeniber) und daher AE = HAE, Umgekehrt gilt: Aus
AE = HE folgt AAEF i AHEF (Kongruenzsatz wsw), also AF = HF.

Analog gilt: Aus AF = AH folgt EF = AE und umgekehrt.

Also ist S fur genau diejenigen Quader ABCDEFGH der Hohenschnitt-
punkt des Dreiecks AFH, fur die EF = AE = HE gilt, d. h., fiur ge-
nau diejenigen Nuader. die Wirfel sind.
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