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A 10;I . XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakteﬁ. die aus dem Schulunterricht
oder den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen
alle verwendeten Aussagen pr#ézise formuliert und bewie-
sen werden. Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrech-
nungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankengédnge und Schlisse sind in
logisch und gramnatisch sinwandfreien S#tzen darzu- .
legen. '

241041 . )
‘Ermitteln Sie alle diejenigen geordneten Paare (x;y) ganzer Zeah-

~len, fur die \V/x +\/y = /1985 giltl

241 042 : .

Ee sei ABC ein beliebigee Dreieck. Auf den Seiten BC, CA, AB
seien D, E bzw. F diejenigen Punkte, fir die BD = 2-TD,

CE = 2.AE, AF -“Z-EF'gilt. Weiter sei jeweils U bzw. V bzw. W
der Schnittpunkt von AD mit BE bzw. von BE mit CF bzw. von

CF mit AD. ; : '
Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussotiungon der Flbcheninhalt
dee Dreiecks UW stets gleich einem Siobontol des Flacheninhalts
des Dreiock. ABC ist! i

von den nachetehonden Aufgaben 241043A und 241043B ist genau eine
auszuwlhlen und zu 18sen: '

241043 A h

a) Man beweise, daB fir jede reelle Zahl p mit 1 = p = 2 eine
Funktion f mit den folgenden Eigenschaften (1), (2). (3)
existiert:
(1) Die Funktion f ist fir alle reellen Zahlen definiert.
(2) Fur alle reellen Zahlen x mit 2 & x < 4 gilt f(x) = p.

(3) Fﬁr.a11§ reallen Zahlen x. gilt f(x+2) = STT{§§13'T‘
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b) Man ermittle fur jede reelle Zahl p mit 1 S p S 2 und jede
Funktion f, die die Eigenschaften (1), (2), (3) hat, den
Funktionswert f(1985) in Abhéngigkeit von p.

241043 B

Es sei P die Oberfléche einer belisbigen Pyramide mit qdadra-
tischer Grundfléche. Man beweise: Wenn der Durchschnitt von P
mit einer Ebene E ein (nicht entartetes) Parallologrann 1ot,
dann ist er ein Quadrat.

(Hinweis: Ein Parallelogramm heiBt genau dann “nicht entartet”,
wenn keine drei seiner Eckpunkte auf oinor gemeinsamen Geraden
liogon )



A 10;II XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

241044

Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (a;b) natirlicher Zahlen,
fir die al + bl = (a + b)! gilt!

(Hinweis: Fir jede natirliche Zahl n a 1 ist n! definiert als
das Produkt aus allen denjenigen natirlichen Zahlen k, fir die
15 k s ngilt; ferner ist ol =1 definiert.)

”

241045
Es sei :
T = l— + l— + 3— +ooet ,1 + 1 + 1 .
VZ /3 /4 /999998 /999399 /1000000
s

Weisen Sie nach, daB dann 1998 < T'< 1999 gilt!
241046 . _
a) Es ist zu entscheiden, ob es moglich ist, die Felder des
8 x 8 Schachbrettes derart mit den Zahlen 1, 2, ..., 64 zu
‘dumerie}en. daB far Jido°To11figur des Schachbrettes, die
von der folgenden Form ist. : ' '

-

— ~—

1L

L]

. F

die Summe der vier Zahlen in den Teilfiguren durch vier teil-

bar ist.

b) Dieselbe Aufgabe ist fiir

. M =l

zu lésen.
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£ 2101 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der

Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

241041) Lésung s 6 Punkte

I. Wenn (x:;y) ein Paar ganzer Zshlen ist, das

VX +\/Y =\/1985 (1)
erfillt, so folgt aus der Existenz der Wurzeln

X 20 und y 2 0; (2)
aus\/y = O und (1) folgtvfﬂ V1985, also

x 5 1985. » (3)

Andererseits folgt aus (1)
VY =\/1985 -\/%,
y = 1985 - 2.,/1985x + x,
2/1985% = 1985 + X - Yo
4-1985x = (1985 + x - y)2. is (4)

Wegen der Primfaktorzerlegung 1985 = 5:397 und da 4-1985x
nach (4) eine Quadratzahl ist, muB x durch die Primfaktoren
S und 397 jeweils in ungerader, also von O verschiedener
Potenz teilbar und somit durch 1985 teilbar sein. Wegen (2),

- (3) ist dies nur mdglich far

IR0

X = 0 oder x = 198S;
hierzu gehéren nach (1) die Werte
y = 1985 bzw. y = O,

' Daher kénnen nur die Paare

(0:1985) und (1985;0) . - ()
die geforderten Eigenschaften haben.

Sie haben diese Eigenschaften; denn O und 1985 sind ganze
Zahlen, und es gilt

V0 +./1985 = /1985 +\/0 = /19865,

Somit sind gensu die Paare (5) die gosuchfen.
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241042) Ldsung: 6 Punkte

Nach Voraussetzung ist AE = éIU. Da die Dreiecke ABE, ABC
bezdglich der Grundlinie AE bzw. AC dieselbe Hbhe haben, folgti_
3(ABE) = § - 3(ABC). (1)
Der Schnittpunkt von AD mit der Parallelen durch E zu BC sei s.
Dann folgt aus dém Strahlensatz. E3 = %CU = éﬁﬂ und weiter
UEUB » E5:30 » 116,2 also UF « ;BE. Ferner ergiot der Strahlen-
satz fir die Léngen hu. hE der von U bzw. E auf die Gerade durch
A und B gefdlliten Lote hy ¢ hg = BU : BE = 6:7. Hiernach und nach
(1) gile

3(A8U) = § . 3(amE) « % . 3(asc).

Analog folgt J(BCV) = 3 . 3(ABC), 3(caw) % - 3(BC) und damit,
wie behauptet, PO v :

Abb. L241042

241043 A) L8sung: s 8 Punkta

a) Den geforderten Existenzbeweis kann man fdhren, indem man

- eine Funktion f definiert und (aus ihrer Definition) nachweist,
¢aB sie die Eigenschaften (1), (2), (3) hat:

€s werde fir alle ganzen Zahlen g

f(4gez) 1a{P -1 fir0s z< 2 : b
P for 2 3z < 4

definiert. Dann gilts
1 Ist XYZ ein Dreieck, so bezeichns I(X¥Z) seinen Flécheninhalt.

2 Dieses Aussage kann auch (ohne nochaali?e Ausfihrung des Bewei-
ses) als Zitat von Aufgabe 241035 angefihrt werden,
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Da es zu jeder reellen Zahl x genau eine ganze Zahl g und genau
eine reells Zahl z mit x = 4g+z und O & z < 4 gibt und da wegsn
p-= 1 ferner S5p-1 > 0 ist, ist f durch (4) fir alle reellen Zah-
len x definiert; d. h., (1) ist erfdllct.

Nach (4) fur g = O ist auch (2) erfullt.

Fir alle ganzen Zahlen g gilt ferner:

Ist x = 4g+z mit O & z < 2, so ist einerseits f(x) = 532:'T uhd

damit 5-f(x) > 1, also . : —= definiert, andererseits

x+2 = 4g+z+2 und 2 S z+2 < 4, also

37'("7)_5 .__?L__H-—_ r:-F.g__TT.p-f(x«rZ)

Ist aber x = 4g+7 nit 2 sz < 4. 80 ist einerseits f(x) = p. also

- fxx - definiert, andererseits x+2 = 4(g+1)+z-2 und

‘0 § z~2 < 2, also

f{x) - P j
ETTGT ST ¢ ST - f(x+2). S :
Damit .ist f(x+2) = f{x fir alle resllen x, d, h. (3 A
. x Y - .
nachgewigsen. : ¥ : Y

< <

b) wgnn p eine reelle Zahl -it 1 =p= 2 und f eine Funktion mit
den Eigenschaften (1), (2), (3) .iet, so gilt: Fir alle reellen x
ist b "

fix)
f(x+4) ;- gf:ﬁ:i?)- T = -——g:; : =3 = f(x).
o S.t(x) - 1

Die Funktion f ist aleo periodisch mit der Periode 4. Hisraus
und aus (3). (2) folgt

£(1985) = £(5+4.495) = £(5) w £(3+2) » gepriiler = Bl
241043 B) Lbsungs 8 Punkte

Der Durchschnitt von P mit E sei das (nicht entartete) Parallelo-
gramm KKLM; fir die Gerade 9, durch H und K sowie die Gerade S,
durch M und L gilt hiernach gq I g5 und 9, # 95-
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Oie Grundfléche der Pyramide eei ABCD, die Spitze S; die Ober-
fldche P besteht somit aus der Quadratfliche ABCD und den Drei-
ecksfléchen ABS, BCS, CDS, ADS. Keine zwei der Ebenen, in denen
diese fiinf Flachen liegen, sind iuoinandor parallel, also auch
nicht diejenigen beiden Ebenen E;. Ey, die 9, bzw . gp als Durch-
schnitt mit E haben. Somit ist der Durchschnitt von E; mit Ey
eins Gerade h. o _
Far diese gilt 9q | h und g4 # h; denn andernfalls hétten g
und h, da sie in Ey liegen, einen gemeinsamen Punkt; dieser wiirde
(da er auf h ldgs) auch zu E, und folglich (da er in E lége)
~Zu g, gehdren, was wegen 9y | 95 9, f_gz nicht méglich ist.
Ebenso beweist man g, | h und g9, # h.
Fir E, und E, liegt nun einer dorffolgandenvFélle (L) (2)s (3)
vors’ Vs {
it 1) In &, E, liegen zwei benach-
barte Dreiecksfléchen aus P,
0.8.d.A.: In E, liegt ABS, in
E, liegt BCS. Wire dieser Fall
mdglich, so folgte: h wire die
‘Gerade durch B und-S, und es '
‘lage (0.8.d.A.) H zwischen
A und §, K zwischen A und B,
L zwischen B und C, M zwischen
Abb. L 241C43Ba oG and s (Abb. 24104328Ba) .

Da g, (zwar durch H, asber) wegen 94 | he gy # h nicht durch s
ginge, also von der Geradeén durch A und S verschieden wére,
achnitte € die Ebene durch A,D,S in eine~ Geraden, die mit der
Jretecksfléche ADS sine Strecke HX ‘gemeinsam hédtte. Die Schnitt-
figur ven E mit der Pyramidencberfliche P hatte somit auBer
H,K,L.M einen weiteren Eckpunkt X, ware also nicht, wie angenom-
men, ein (nicht entartetes) Parallelogramm. Daher ist Fall (1)
nicht mdéglich. A
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Abb. L 2410438b

Wegen HA.L AB, KBJ_ AB und HK

(2) In E;. E, lisgen eine Drei-~

ecksfléiche und die Quadrat-
fléche aus P, 0.B.d.A.:

in g, liegt ABCD, in Ey

liegt ABS. Wiére dieser Fall
méglich, so folgte: h wiare
die Gerade durch A und B,

und es lige (o.B.d.A.)

H zwischen A und D, K zwischen
B und C, L zwischen B und S,

M zwischen A und S

(Abb. L 2410438b).
I AB wédre ABKH oin Rachtéck. Fer- .

" ner wire MS < AT, also wegen ML | AB nach dem Strahlensatz
M < AB = FAK; somit wdre HKLM kein Parellologrann. Alao ist

auch der Fall (2) nicht méglich.

Abb, L 241043Bc

(3) In E,, E, liegen zwei nicht

benachbarte Dreiecksflachen
aus P, 0.B.d.A.3 In E, liegt

. ABS, in E, liegt CDS. In

diesem Fall ist h die zu

AB und OC parallele Gerade

durch S, und es liegt
(0.B.d.A.) H in A oder zwi-
schen A und S, k in B oder
zwischen B und (AR O ¢ B

‘oder zwischen C und S, M in D

oder zwischen D und S
(Abb. L 241043Bc).

Aus HK [| AB, AK = ML, ML | OC und dem Strahlensatz folgt
AS : A5 a AR : 2B = MC : BT = ¥ : BS.
Hieraus folgt nach der Umkehrung des Strahlensatzes HM | AD.
Also ist die Ebene E parallel zur Ebene durch A,B,C,D und schnei-
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det P folglich in einer zu ABCD #hnlichen Figurl, d. h. in einem
Quadrat. ; :

Hinweis zur Korrektur: Es kann auch akzeptiert werden, die im
Beweis verbal ausgefilhrten Lagebeziehungen in stdrkerem MaRe
durch Verweise auf angegebene Abbildungen zu belegen.

1 Ausfuhrhch Es gilt auch RS : A5 = AM : AD sowie KS : BS =
« HS - 5 3 5§'alsoKMIiBDunddahormxw-K:ﬁ'
Damit ist AR 1 AB = M : AD = RM : B0, aleo A HKM~ A ABD ge-
zeigt. Analog (eder auch schon aus den vorausgesetzten Paral-

lelogrammeigenschaftan) folgt AKLM~ A\ BCD und somit insge-
samt HKLM. ~ ABCD.



L 10;11 XXIV. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. stufe (DOR-Olympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

241044) Lésung: 6 Punkte

Es genigt o0.B.d.A., Paare mit a = b zu betrachten.
Ist b = O, so ist al + bl = al + 1 £ al = (a + b)!.
Ist a = b 2 1, so gilt:
Im Fall a = 1, d. h. fir das Paar (a;b) = (1 1), ist
al + b! =2 = (a + b)!..
Im Fall & > 1 dagegen ist
el + bl S al +8l =al -2< al « (a+1)% (a+b)l.
Daher erfdllt gehau das Paar (1;1) die verlangte Gleichung.

241045) Ldsung: ] 7 Punkte

(a) Fir alle natdrlichen Zahlen n = 2 gilt
—+—+...+1—<2\/;-1.

Vi V2 Vi

Beweis :
I. Aus 2)/2 < 4-1 folgt nach Division durch \/2, daB
& BF 1 ‘
2 < 2/2°- 2=, also 1 + = < 2/2 - 1 gilt, d. h.
3 \/f' g vVa : g
die Behauptung fir n = 2.

. II. Wenn die Behauptung fiir ein n = 2 gilt, so folgt
1000 s | 1 1
.—-+-—-+...+-—+——-<2\/°'-1+ . (1)
Vi V2 Y RVLTS Vel '
Andererseits gilt
4n(n+1) < 4n2 + 4n + 1 = (2n+1)2
also 2/n/n+l < 2n+1 = 2(n+1)-1,

woraus sich nach Division durch\/n+1i

2/n< 2yn+1 -

2

1
\/n+1'
< 2/n+1 - 1 (2)
n+l

ergibt. Aus (1) und (2) folgt die Behauptung fiur nel.
Damit ist die Behauptung durch vollst&ndige Induktion bewiesen.

also 2/n - 1 +
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(b) FOr alle natirlichen Zehlen n 2 1 gilt
L+"—-+ vee +!'->2\/ﬁ+1-2.

VT V2 v

Beweis s

I.Es gilt 1> 272 - 2, d. h. die Behauptung fir n = 1.
II. Wenn die Bshauptung fur ein n 2 1 gilt, so folgt

p § 1 1 X i
T TR e b S e > AT o 2 (3)
WV ARV~ VARV TS ) V n+d

Andererseits gilt
(2n+3)2 = 4n® o 12n + 9 > 4(n+1)(n+2),

also 2(n+1)+1 = 2n+3 > 2/n+l\/ns2,
woraus sich nach Division durch\/n+i

1
2/n+1 + —— > 21/n+2,
Vel

n+l

1 20 '
also 2/hel’ - 2 + =2 > 2/n+2 - 2 - (4)
Vsl :

ergibt. Aus (3) und (4) folgt die Bbhauptung far nel.
Damit ist die Behauptung durch vollsténdige Induktion bewie-
sé‘n. : ;
Mit (a) und (b) fir n = 1000000 erhdlt asn i
21000 - 2 < 2/400000F - 2 < T < 2,/1000000 - 1 = 2-1000 - 1,
wW.Z.b.w. ; ‘

Ar\dore Lésungagarstcllung:

Nach Aufgabe 241032 gilt

20/meT «\/A) < ;—; < 2(/A - \/feT)

‘ar alle n 1. Daraus fol'gty

20/ -vD) < L < 7r-ym),

: V2
2(/F -/3) < \}-—3; < 20/3 -y2),

cootto.o....o.‘lo..-.t.-l.o".».'iolc.o.lll..ol..o'.o'...

: 3
2(,/1000001" -\/1000000) < < 26/1 - .
\/1 Vv ) s (/2000000 - |/ 999999)




L 10;11

Summiert man diese Ungleichungen und addiert 1, so ergibt sich
1 +2/1000001 - 2/2 < T < 1 + 2/1000000 - 21,

alse (wogon\/I665551;> 1000 und 22" < 3) erst recht
1 + 2000 - 3 < T < 1+ 2000 -2, w.z.b.w.

241046 ) Ldsung :

a) Es geniigt, die Aufgabe fir die Reste mod 4 der Zahlen
1,2,...,64 zu l8sen, von denen es 16 in Jeder Klasse gibt.
Indem wir die Reste gemdB der Tabelle

10321032
23012301
32103210
01230123
10321032
23012301
32103210
01230123

verteilen, sehen wir, daB die Bedingung erfillt ist. Fur die
Teilfigur [

*1 kdnnen die beiden obersn Felder
=it (3,0). (0,1), (1,2), (2,3), (3.2), (2,1), (1.0) bzw.
(0.3} belegt sein. Dann sind die beiden unteren mit (1,0),
(0.3). (3.2), (2,1). (1,2), (2,3), (3,0) baw. (0.1) belegt,
und 4 teilt die Sumame. : '
Analog diskutiert man die anderen Teilfiguren (vom Schiler
nachzuvollziehen bzw. durch Symmetriebetrachtungen zu begrin-
den).

b) Angenommen die verlangte Numerierung existiert|
Da das Schachbrett nur 28 handfeldor hat und auf jeweils 32
Feldern gerade bzw. ungerade Zahlen eingetragen sind, muB es
zwei bsnachbarte Felder geben, von denen keinss auf dem Rand
liegt und eines eine gerade Zahl g, das andere Feld eine un-
gerade Zahl u enth&lt. Wir betrachten die Teilfiguren:
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S OCT|N

Wegen

a|g|b gilt a ¥ b mod 2. (1)

Wegen . .
gilt a $ y mod 2. (2)

Wegen

r;- gilt b ¥ y mod 2. ‘ o (3)
9. -
u

eomecreur o

Dis Bsziehungen (1), (2), (3) liefern einen Widerspruch.
Folglich existiert die verlangte Numerisrung nicht.



