A~ 10;T XXI. Olympiade Juncer Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 LRl (VR T

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen wercen.
Der LOsuncsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengdnge und Schlisse sind in logisch und gramma-

tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

211031

Ermitteln Sie alle Tripel (a,b,c) natlirlicher Zahlen mit folgenden

Eigenschaften!

(1) Es¢gilt’ » 0'< a'= b = c.

(2) In einem Quader mit der Lidnge a cm, der Breite b cm und der
Hohe c cm betrdgt die Summe aller Kantenldngen ebenso viele

Zentimeter, wie das Volumen Kubikzentimeter betrédgt.
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Beweisen Sie den folgenden Satz (den sogenannten Satz von Menelaos)!

Wenn .eine Gerade g die Seite BC eines Dreiecks ABC in einem Punkt E

zwischen B und C schneidet und wenn g auBerdem die Seite CA in einem

Punkt F zwischen C und A schneidet und wenn g auBerdem eine Verl&n-

gerung der Seite AB ih einem Punkt G schneidet, dann gilt
B, F K _
CE AF BG

1.
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Ermitteln Sie alle diejenigen geordneten Paare (a;b) reeller Zahlen,
die das folgende Gleichungssystem erfilillen!

& +2b= 6,6,

[2a] + 3b = 11,9,
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Hinweis: Ist r eine reelle Zahl, so wird mit [r] diejenige ganze
zahl g bezeichnet, fiir die ¢ S r < g+1 gilt. So ist z. B.

(4,01 = 4, ada 4 3 4,01< 5 gilt,
A = . T dadi TS g8 g, g i
-] = -4, da -4 5-T <-3 gilt.



A 10;II | XXI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)

Olympiadeklasse 10 =i 2o Haty -

211034
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x, die die Ungleichung

e T

Vo 8w 30

X
erfiillen!
211035

In der 1. Stufe der Mathematikolympiade gab es im Jahre 1976 in der
Olympiadeklasse 9 folgende Aufgabe:

"Jemand behauptet, daB es mdglich sei, aus 7 Papierstiicken auf fol-
gende Weise genau 1976 Stilicke herzustellen:

Man teile einige cder 7 Papierstlicke jeweils in genau 7 Teile, dann
wieder einige der nunmehr vorhandenen Papierstilicke in jeweils genau
7 Teile usw.

Ist es mdéglich, daB man auf diese Weise, indem man also das be-
schriebene Verfahren ceniligend lange fortsetzt, genau 1976 Papier-
stiicke erhdlt?"

Als Losung muBte bewiesen werden, daB es nicht még¢lich ist, genau
1976 Papierstlicke zu erhalten.

Wir wollen jetzt flir irgendeine Zahl n 2 1 von n Papierstiicken aus-
gehen und diese in der bes-thriebenen Weise jeweils 'in genau n Teile
teilen. }

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen n mit 1 £ n < 1976,
fiir die es auf diese Weise gelincgen kann, genau 1976 Papierstlicke
zu erhalten!

211036

Die Eckpunkte A,B,C,D eines Tetraeders ABCD und ein Punkt P auf der
Fldche des Dreiecks ABC seien so im Raum gelegen, daB sie bei einer
Parallelprojektion die auf dem Arbeitsblatt angegebenen Bildpunkte
A',B',C',D' bzw. P' haben. Ein Punkt Q liece auf der Strecke BC;
ein Punkt R liege auf der Strecke CD; ihre Bildpunkte seien bei der
Parallelprojektion die auf dem Arbeitsblatt angegebenen Punkte Q'
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bzw. R'. Die Ebene durch P,Q und R schneidet die vier Seitenfli-
chen des Tetraeders.in einer Schnittfigur.

Konstruieren Sie auf dem Arbeitsblatt die Projektion dieser Schnitt-
figur! Beschreiben Sie Ihre Konstruktion und beweisen Sie, daB eine
Figur die gesuchte Projektion der Schnittfigur ist, wenn sie nach
Ihrer Beschreibung konstruiert wird!

Arbeitsblatt zu 211036

Abb. A 211036
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3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 =1 Yo Pac =

Achtung: Die Bererkungen im Vorspann zu den Ldsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

211031) L8sung: 6 Punkte
Die Eigenschaft (2) ist gleichbedeutend mit
abc = 4(a + b + ). (3)
I. Wenn fiir ein Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen (1) und (3) gel-
ten, so folgt c(ab - 4) = 4(a + b), : (4)

wegen ¢ >0, 4(a + b) > 0, also ab > 4.

[
N

Daher scheiden alle Paare (a,b) mit a = 1, b S

sowie das Paar (a,b) mit a = 2, b = 2 aus.
Ferner folgt abc = 4.3c, also ab = 12.
Daher scheiden alle Paare (a,b) mit a

1.0t by >81:2

2+ b 16

3., /b >4 jaus,

Zu den verbleibenden Paaren ist in der folgenden Tabelle fiir

sowie alle Paare (a,b) mit a

v

und alle Paare (a,b) mita

genau diejenigen, zu denen eine canzzahlige L&sung.c von (4)

existiert, die auch (1) erfiillt, dieser Wert c angegeben:

P IS O 1 B0 N W e A e e
=) [T I 07 O LT o A s T 0 O T B
(=4 AT i R (T - ] D I o3 o A N e

Daher kdnnen nur die Tripel

(3557, 24),. o (1, 6.0 4) 0 U 5890 0253,,00) 5 (275 4.,6) (.5
die Eicenschaften (1) und (3) haben.

II. Sie haben die Eigenschaft (1) und, da fiir sie sowohl abc als
auch 4(a+b+c) jeweils die Zahl
120, 84, 72, 60 bzw. 48

ist, auch die Eigenschaft (3).
Somit haben genau die in (5) angegebenen Tripel die verlangten
Eigenschaften.

30 08 33-1 1
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211032) I&sung: 7 Punkte
Die FuBpunkte der Lote von A,B,C auf g seien A',B' bzw. C'. Nach

Voraussetzung f&llt keiner der Punkte E,F,G mit einer der Ecken
A,B,C zusammen; ¢ enthdlt keine dieser Ecken, also ist auch

A'# A, B'#B, C'# C, so daB alle im folgenden genannten Divisio-
nen ausgefiihrt werden k&nnen.

Nach dem Strahlensatz (angewandt auf g und die Gerade durch B,C,

die von den Parallelen BB', CC' ceschnitten wercden) cilt

BE _ BB’
e ey
cEV {icey

e 5 (Bl
X RRT f
AG _ AAT
BG BB’

Multipliziert man diese drei Gleichungen miteinander und kiirzt auf
der rechten Seite, so erh&lt man die zu beweisende Gleichung.

Hinweis: Die Unterscheidung, ob g die Verldngerung von AB iiber A
oder iiber B hinaus schneidet, spielt fiir die hier cewdhlte Beweis-
fiihrung keine Rolle. Bei anderen Beweisans&dtzen kann dies anders

sein.

Abb. L 211032
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211033) L8sung: 7 Punkte

I. Angenommen, ein Paar (a;b) reeller Zahlen erfiille das genannte

Lo

Gleichungssystem.
Es sei [a] = g.'Dann ist g ganzzahlig, und es gilt
g & a<g+l.

Ist sogar
1
g £ a<gty, \ (1)
so folgt 2g = 2a < 2g+1, also [2a] = 2g und damit
g #:2b = 6,6 (2)
2q.1+ . 3b = 17/,9% {:3)

Multipliziert man (2) mit 2 und subtrahiert (3), so folgt
b = 1,3, nach (2) also g = 4. Wegen (1) erfiillt a daher die
Ungleichung 4 fac< 459

Ist aber
g+ySa<g+1, (4)
so folgt 2g+1 = 2a < 2g+2, also [2a] = 2g+1 und damit
g +/2b'=" 646, (5)
2g+1 + 3b = 11,9. ' (6)

Multipliziert man (5) mit 2 und subtrahiert (6), so folgt
b = 2,3, nach (5) also g = 2. Wegen (4) erfiillt a daher die
Ungleichung 2,5 £ a < 3.
Daher kénnen nur diejenigen Paare (a;b) reeller Zahlen die
geforderte Eigenschaft haben, flir die entweder

418 a4 Bl und ibY =" 1,3 (7)
oder

A

25 a<3 und/ib' =.12,3 (8)
gilt.

Umgekehrt erh#lt man: Wenn ein Paar (a;b) die Bedincungen (7)
erfiillt, so ist [a] = 4 sowie 8 £ 2a <9, also [2a] = 8 und
damit [a] + 2b = 4 + 21,3 = 6,6 sowie [2a] + 3b = 8 + 341,3 =
= 11,9; wenn ein Paar (a;b) die Bedingungen (8) erfilillt, so
ist [a]= 2 sowie 5 £ 2a < 6, also [2a] = 5 und damit

[a] + 2b = 2 + 242,3 = 6,6 sowie

[2a] + 3b =5 + 3.2,3 = 11,9.

Daher erfiillen genau die in (7) und (8) angegebenen Paare das

geforderte Gleichungssystem.
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3. Stufe (Bezirksolympiade)

L¥sungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 - 2. Tag =
211034) IL¥sung: 7 _Punkte
I. Wenn eine reelle Zahl x die geforderte Ungleichung erfiillt,
so folgt:
Da ’1 - 3x§ existiert, oilt
1 - 3x2 2o, (1)
also
x2 s 13-; &)
v )
aa 1= 11 = 3 oyiseiert, oilt x # 0. Aus (2) folgt
xad (3)
B
sowie x5 L, also
LB}
X Bl A
)

In Falle x > O folot darilber hinaus durch Multiplikation der
geforderten Ungleichunc mit x

1-)‘1-3x2<x, (4)

also

1—x<'f1-3x2; (5)

wecen (3) ist x <1, also 1 - x > 0. Hieraus und aus (5) ergibt

sich s
(1 -x2<1-3x2, (6)
also
4x? < 2% (7)
woraus wegen % > O
x<3 (8)
folgt.
Daher k&nnen nur reelle Zahlen x, fiir die entweder
SRS W R (9)
18
oder
o<x<+ (10)

2
gilt, die geforderte Ungleichung erfiillen.

30 08 33-1 ? 1
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II. Umgekehrt folgt fiir jedes reelle x mit (9): Wegen 0 < -x s

ol

gilt (2) und daher (1). Also existiert V1 “ 3x2 und wegen

e S 2
x # O auch ST Ferner ist 1 - 3x“ < 1, also

V1 = 3x2 s s W V1 - 3x2 > 0; hieraus und aus x < O folgt

1 -¥1 - 3x§
X
chung.

< 0 und daher erst recht die geforderte Unglei-

Fiir jedes reelle x mit (10) folgt erst recht (3), wegen

x >0 also (2) und daher (1). Also existiert V1 - 3x2

1. 7 3x
X
der Reihe nach (7), (6), (5), (4) und daraus wegen x > O die

und

wegen x # O auch e Aus (8) und x > O folgt ferner

ceforderte Ungleichung.

Hinweis zur Korrektur: zZur Entscheidunc, ob Teilschritte ausrei-

chend begriindet sind, sind h&ufic folgende Zusammenhdnge zu beach-

ten:

Aus a <b und a 2 0 folgt a2 < bZ.

Aus (s 2 0, damit 78 existiert), r < 75 und r 2 0 folat r? < s.
Aus (u 2 0, damit yu existiert, und) YU < v folgt u< v2.
MS¥<b2mdb30mwta<b

2

Aus r“ < s folgt (die Existenz von Vs und) r < f?.

Aus u <v? und u 2 O und v 2 0 folgt YT < v.

Weitere Bedingungen sind jeweils zur ausreichenden Begriindung des
betreffenden Schlusses nicht erforderlich. Geht jedoch jeweils
eine der hier genannten Bedingungen der Form ... 2 O nicht aus dem
Text hervor, so ist der betreffende SchluB nicht ausreichend be-

griindet.

211035) I8sung: 7 Punkte

Flir jecde natilirliche Zahl n mit "1 S n <1976 gilt: Da zu Beginn

n Papierstiicke vorliegen und bei jeder Teilung n - 1 Papierstiicke
hinzukommen, ist 1976 genau dann auf die vorgeschriebene Weise er-
reichbar, wenn eine natilirliche Zahl k existiert, fiir die

1976 = n '+ k' (n=1): gilt.

Diese Gleichuno ist &dquivalent mit 1975 = (n-1) (k+1). Also ist

die Anzahl 1976 genau dann erreichbar, wenn 1975 durch n-1 teilbar
ist.
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Wegen der Primfaktorzerlegung 1975 =5 ¢ 5 ¢ 79 trifft dies genau
dann zu, wenn n-1 ( < 1975) eine éder Zahlen

050z 12575 {79,241 895,
ist, d. h. genau dann, wenn n eine der Zahlen

2;71(16:' 267 1807%396

ist.
211036) Losung:+: 6 Punkte

I. Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert die Gerade durch Q',P' und bringtsie

zum Schnitt S' mit A'B’.
(2) Man konstruiert die Gerade durch R',Q' und bringt sie

zum Schnitt T' mit der Geraden durch B',D'.
(3) Man konstruiert die’Gerade durch S',T' und bringt sie

zum Schnitt U' mit A'D'.
(4) Man konstruiert die Strecke R'U'.

II. Beweis, daB die so konstruierte Figur R'Q'S'U' die Projektion

der Schnittfigur ist:
Die Gerade durch Q,P liegt in der Ebene e durchP,Q,R. Sie ver-
lduft auBerdem durch die Seitenfldche ABC; daher schneidet sie
den Rand von ABC in einem weiteren Punkt S, der zu e gehdrt.
Folglich ist der in (1) konstruierte Punkt S' der Bildpunkt
von S, und S liegt, wie die Konstruktion ergibt, auf AB.
Die Gerade durch R,Q liegt sowohl in e als auch in der Ebene
durch B,C,D. Wie die Konstruktion ergibt, ist sie auch nicht
parallel zu BD (denn aus RQ Il BD wiirde auch R'Q' || B'D' fol-
gen). Also schneidet sie die Gerade durch B,D in einem Punkte T,
der zu e gehdrt. Folglich ist der in (2) konstruierte Punkt T'
der Bildpunkt von T.
Die Punkte S und T liegen sowohl in e als auch in der Ebene
durch A,B,D; denn S liegt auf der Geraden durch A,B; T liegt
auf der Geraden durch B,D. Wie die Konstruktion ercibt, ist fer-
ner die Gerade durch S,T nicht parallel zu AD. Also schneidet
die Gerade durch S,T die (Gerade cdurch A,D hnd sogar, wie die
Konstruktion zeigt, die) Strecke AD in einem Punkte U, der
zu e gehdrt. Folglich ist der in (3) konstruierte Punkt U' cer

Bildpunkt von U.
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Die Strecke RQ liegt sowohl in e als auch in der Seitenfldche
BCD, sie gehdrt also der Schnittfigur an. Ebenso gehSren Qs,
SU und UR der Schnittfigur an. Diese K vier Strecken bilden ein
geschlossenes Vieleck und sind somit die gesamte Schnitt-
figur; das Viereck R'Q'S'U' ist folglich deren gesuchte Pro-
jektion.

Hinweis zur Korrektur: Die Beweisfiihrung braucht nicht in der

angegebenen Ausfiihrlichkeit gefordert zu werden. Wichtig ist
jedoch der Nachweis (bzw. bei anderen Konstruktionsans&dtzen
ein analoger Beweisteil) dafiir, da8 S,T,A,D in einer cemein-
samen Ebene liegen. Dadurch wird nidmlich fiir die Gerade durch
S,T und die Gerade durch A,D nachgewiesen, daB sie nicht wind-
schief sind, also (wegen ST M AD) einen Schnittpunkt U haben
miissen, als dessen Projektion der in (3) konstruierte Punkt U’
dann iliberhaupt erst gedeutet werden kann.

Abb. L 211036



