XXI, Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht
oder den Arbeltsgemeinschaften bekannt sind, miissen
alle verwendeten Aussagen prdzise formuliert und bewie-
sen werden., Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrech—
nungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankengidnge ugd Schliisse sind in
logisch und grammatisch einwandfreien S#tzen darzu-
legen. ;

211021

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist die zur Hypotenuse AB
senkrechte Hohe DC genau % mal so lang wie die Hypotenuse AB.
Fiir den HohenfuBSpunkt D gilt AD <DB.

In welchem Verhzltnis AD:DB teilt er die Hypotenuse?

211022

Uber das Ergebnis eines 100m-Iaufs mit sechs Teilnehmern, von
denen keine zwei die gleiche Zeit erreichten, wurden folgende
vier Aussagen gemacht:

(1) A wurde nicht Zweiter, oder B wurde Erster.

(2) A wurde Zweiter, und C wurde Vierter.

(3) A wurde Zweiter, und B wurde Dritter.,

(4) C wurde Vierter, oder B wurde Finfter.

Entscheiden Sie, ob es mdglieh ist, daB

a) alle vier Aussagen (1) bis (4),

b) genau drei dieser Aussagen,

c) genau zwei dieser Aussagen,

d) genau eine dieser Aussagen,

e) keine dieser Aussagen

gleichzeitig wahr sind!

211023

Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (x;y) ganzer Zahlen Xy ¥y
fir die

30 08 32-1 k 1



x2 - 5% = 1981

gilt!

211024

{iber den Seiten eiﬁes beliebigen rechtwinkligen Dreiecks ABC
mit dem rechten Winkel bel C werden gleichschenklig-rechtwink-
lige Drelecke errichtet, liber den Katheten nach auBen, iiber der
Hypotenuse nach innen.

Beweisen Sle, daBl die Spitzen dieser Dreiecke und der Punkt C
dann auf ein und derselben Geraden liegen! ‘ .



XXI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Xreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2, Stufe,

211021 ) Losung: 8 Punkte
Fiir die Lsngen AB = ¢, DC = h, XD = q, DB = p gilt

h = %o (1)
sowie ‘

Pikiq =i (2)
und
Ferner gilt nach dem Hohensatz

pa = b?, 4)

Setzt man h aus (1) in (4) ein, so folgt

rq = %5 o, (5)
setzt man q aus (2) in (5) ein, so folgt

p(e -~ p) = é;' 02:

= %o Yo’ (25 - 16)
= %(5 1. 3)’
also entweder p = gc und dann nach (2) weiter q = ;-o
oder i %c und dann nach (2) weiter g = gc.

Von diesen belden Moglichkeiten verbleibt wegen (3) nur die
erste, Daher betrigt das gesuchte Verhiltnis AD:DB = q:p = 1:4,

Hinweis zur Korrektur: Aus der Aufgabenstellung kann die Existenz
eines Dreiecks mit den gemannten Eigenschaften entnommen werden.,
Daher ist eine Probe oder ein konstruktiver Existenznachweis
nicht erforderlich, : 3

30 08 32-1 1



211022) Liosung: 10 Punkte

a) Wenn die Aussagen (2) und (3) wahr sind, so wurde A Zweiter
und B Dritter, also ist dann Aussdge (1) falsch. Daher ist
es nioht moglich, daB alle vier Aussagen (1) bis (4) gleich-
zeltig wahr sind.

b) bis e) Wie die folgenden Beispiele zeigen, ist es jewells
moglich, daB die genannte Zahl von Aussagen wahr ist. Dabel
bedeute das Zeichen x irgendwelche von A,B,C verschiedene
Teilnehmer, ;

Zu b) BAxCxx (genau (1), (2) und (4) sind wahr),

zu 6) xAxCBx (genau (2) und (4) sind wahr),

zu d) BACxxx (genau (1) ist wahr),

zu e) CAxBxx (alle Aussagen sind falsch).

-

241023) Losungs 10 Punkte

Ein Paar (x;y) ganzer Zahlen hat genau dann die verlangte Eigen-
schaft, wenn es
(x=y) (x+y)=1981 : )
erfiillt., Wegen der Primzerlegung 1981 = 7283 gibt es fir (1)
in genzen Zahlen x-y und x+y génau die in der folgenden Tabelle
genannten Moglichkeiten., Durch Addieren bzw. Subtrahieren und
jeweils anschlieflendes Halbieren erhdlt man, dafl nur die an-
schlieBend angegebenen Werte von x und y die genannten Zahlen
x—-y bzw. X+y ergeben konnenj; eine Probe zeigt jeweils, daBl sie
in der Tat diese Ergebnisse liefern.,
Xyl XhY. X Y ;
11 1984 991 990
-1 [=1984 ||-991 | -990
_1981 1l 991 [-990
~1981 | ~ -1 ||-991 990
71283 i A4Y 1438
=7 | =283 ||-145 |-138
283 71l 145 | -138
-283 =7 ||=145 | 138

Daher haben genau die Paare (991;990), (=991;-990), (991;-990),
(~991;990), (145;138), (-145;-138), (-145;138), (145;-138) die
verlangte Elgenschaft,




211024) Losung: 12 Punkte

Die tiber BC und AC nach auflen er-—
richteten gleichschenklig-recht-
winkligen Dreiecke seien BCE bzw.
ACF. Wegen

FFCA+ X ACB+ ¥BCE = 45°+90%+45° =
=180° liegt C auf der deraden durch
E und F.

1. Losungsfortsetzung:

Die Mittelpunkte von BC, CA, AB
seien U,V bzw. W. Der Kreis mit
AB als Durchmesser geht nach der
Umkehrung des Satzes von Thales
Abb. L 211024 durch C, 1st also der Umkreis des

Dreiecks ABC, Folglich liegt sein

Mittéelpunkt W auf den Mittelsenkrechten von BC und AC. Somit
ist WUCV ein Reohteok{ E, F liegen auf den Verldngerungen von
WU bzw. WV, und es gilt’:

WE=W0+TE=W0+0C =WV +7VC =WV+VF =TF, “)
Die Mittelsenkrechte von AB schneide EF in G. Dann gilt

TFIC = 90° - XMV = 90° - ¥WBU = "¥ B 2)
und

"X O = 45° = T¥ BEV. (3
Aus (1), (2), (3) folgt AFGW ¥ AEBW, also WG = WB. Daher ist
A ABG das liber AB nach innen errichtete gleichschenklig-recht-
winklige Dreieck. Dessen Ecke g liegt somit ebenfalls auf der
Geraden durch E, Fy, W.Z.bW,

2, Losungsfortsetzung: Nach der Umkéhrung des Satzes von Thales
liegt C auf einem Halbkreis iiber AB. Dieser schneidet (oder be-
riihrt) die Gerade durch E und F in C und einem hiermit defi-
nierten Punkt G (Schnitt in G # C, falls EF f AB, Beriihrung in
G = C, falls EF Il AB), Fir diesen gilt nach dem Peripherie-
winkelsatz® TABO = "X ACF = 45°, Ferner ist nach dem Satz von
Thales ¥ACB = 90°,

T Nach den vorangehenden Feststellungen kann die folgende
Gleéchu.ng WE = WF auch aus *EIW = 45° = X FEW geschlossen
werden,

2 (im Fall EF [ AB nach dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz)



Daher ist A ABG das iiber AB nach innen errichtete gleigch-
schenklig-rechtwinklige Dreieck.

Hinweis zur Korrektur: Da die Figur recht verschiedenartige
Mtglichkeiten zu SchluBfolgerungen bietet, kdnnen in Schilerls-
sungen noch weitere sehr unterschiedliche Beweisansitze auftre-
ten, Zu deren Einsch&dtzung beachte man:

Beweisversuche, die nur auf Winkelrelationen zurickgreifen, ohne
Streckenkongruenzen zu verwenden (explizit oder - wie z.B. der
Peripheriewinkelsatz - implizit, indem die betreffende Winkel-
relation im Bewels auf Streckenkongruenzen beruht), ktnnen nioht
zum Ziel filhren. Als Beispiel sel etwa folgender "Beweis"-—-An-
satz angefiihrt:

"Wegen FAFG = 90°" ist dann FAGF = 90° - FFAG = 90° - o und
"wegen FBCG = 135°% weiter ¥BOC = 45° - ¥CBG = 90° - B =d,
also FAOF + FAGB + ¥BGC = 180° usw.

Hier liegt ein Zirkelschluf vor, da an den hervorgehobenen Stel-
len schon benutzt wird, daB F, G, C sowie G; C, E kollinear
sind,



Emptehlung fiir die Punktverteilung

OKL 10, Gesamtpunktzahl: 40
211021
Beziehungen (1) bis (4) 2 Punkte
Beziehung (5) mit Begriindung 2 Punkte
Daraus Ermittlung p = é ¢ und p = % c 2 Punkte
Angabe des Verhédltnisses q:p = 124 2 Punkte
¢ 8 Punkte

( 211022

a) Nachweis, daB8 nicht alle Angaben wahr sein konnen 2 Punkte
i b) Beispiel mit Probe 2 Punkte
c) Beispiel mit Probe 2 Punkte
2

d) Beispiel mit Probe Punkte
e) Beispiel mit Probe 2 Punkte
" 10 Punkte

211023
Anwendung der binomischen Formel ; 2 Punkte
Primfaktorenzerlegung von 1981 2 Punkte
Angabe der acht Paare (x+y; X-y) 3 Punkte
‘ Angabe der acht Paare (x;y) mit Probe 3 Punkte
10 Punkte

211024

Planfigur 1 Punkt

. C liegt auf EF (mit Begriindung) - 3 Punkte
L G liegt auf EF (mit Begriindung) . _8 Punkte

12 Punkte



