A 10;I XX. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 ="A. " Tag '~

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der L8sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon- ]
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengdnge und Schliisse sind in 1ogiséh und gram-
matisch einwandfreien Sdtzen dgrzulegen.

201041

Beweisen Sie die folgende Aussage! Zu jeder natiirlichen Zahl n £ 2

gibt es von Null verschiedene natiirliche Zahlen Q1s 8y7 ey a,
und b, filir die )
2 2 2.0 LD
a, + 2, RSP al = b
gilts
201042

Gegeben sei eine Lénge ry. Konstruieren Sie ein Trapez ABCD mit
CD < AD = AB = BC, in dem ein Kreis k1 mit dem Radius r, und ein
zweiter Kreis k2 so liegen, daB sie einander von auBen beriihren
und daB k1 die Seiten AD, AB und BC beriihrt, k2 die Seiten BC,

CD und AD beriihrt! Begriinden und beschreiben Sie die Konstruktion!
Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz genau ein Tfapez mit den
geforderten Eigenschaften gibt!

Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und 1043B ist genau eine aus-
zuwdhlen und zu ldsen.

30..07 19 8= 1
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Ermitteln Sie alle Paare (x;y) reeller Zahlen mit y > O und
y # 1, fiir die das folgende Gleichungssystem (1), (2) erfiilllt ist!

xology ('ﬁ'-ﬁ)x=2-logy (5 - 129, 1)
2 (2

Yy - X

201043B

Beweisen Sie, daB fiir keine natilirliche Zahl n die Zahl
625 % 4., 187D
eine Primzahl sein kann!



A 10;II XX. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)

' Olympiadeklasse 10 = 2. Tag' =
201044 Ein ebenfldchig begrenzter Kdrper mit
genau 6 Ecken A, B, C, D, F, H soll den
D'=H' C' in Abb. A 1044 dargestellten GrundriB

haben. (A'B'C'D' ist dabei ein Quadrat
von gegebener Seitenldnge a.) Die Punkte
A, B, C, D sollen in der GrundriBebene
liegen, die Punkte F und H im Abstand a
iiber B bzw. D. Jede Kante des Kdrpers
soll in Abb. A 1044 sichtbar dargestellt

sein (entweder als Strecke oder, wenn

A B =F'

sie senkrecht zur GrundriBebene verlduft,
ABRE AviRY als Punkt), auch wenn sie etwa von oben
betrachtet durch andere Fl&dchen verdeckt wird.
Stellen Sie zwei Kdrper, die diese Forderungen erfiillen und von-
einander verschiedene Volumina haben, in schrdger Parallelprojek-
tion (o = 600, qg = %) dar! Ermitteln Sie filir jeden der beiden
dargestellten Korper sein Volumen!

201045
Tausend reelle Zahlen Xqr Xgqp ceey X1OOO seien durch die Festset-
' zung bestimmt, daB

X, = 5
und fir alle n = 1,2,...,999
xn2 + 16
b 2%

n
gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzungen) fiir jedes
n=1,2,...,1000 die Ungleichung
< <
4 = i 5

gilt!

301'Q7. /981
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Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen c, fiir die das fol-
gende Ungleichungssystem (1), (2), (3) mindestens eine (aus
reellen Zahlen x, y bestehende) L&sung hat!

y>x2-2x+c, (1)
y< x'+c ’ (2)
Yl = 23 i+ 5 (3)



I10; T XX. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
L&sungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 o U N (o i

201041) Ldsung: 6 Punkte

1. Ldsungsweq:

(I) Pir n = 2 und n = 3 ist z. B. aus
" Tt o SR E e C PR L L R LT
die behauptete Existenz von ayreeer @y b mit der geforderten
Eigenschaft ersichtlich.
(II) Ist n 2 4 eine Quadratzahl n = m? mit m 2 2, so ist z, B.
eine Summe aus n Summanden §9 gleich‘

g4l Uy @l i) 2

und zeigt die behauptete Existenz der 81/ seeq @0y b 0
(III) Ersetzt man hierin k der Summanden 52 durch 3° + 4% (wobei k
eine der Zahlen 1, ..., n ist), so erhdlt man jeweils fir
n = m2 + k die behauptete Existenz der a,, ..., a s By
Die grdB8te hiermit (zu je einem m 2 2) erreichbare Anzahl von Sum-—
manden ist 2m2 2 m2 + 2m = (m + 1)2 - 1. Damit ist also auch filir
jedes n zwischen m2 und der ndchsten Quadratzahl (m + 1)2 die Be-
hauptung bewiesen.
Aus (I), (II), (III) folgt die Behauptung fiir alle natlirlichen

Zahlen n 2 2.

2. Losungsweg:

(I) Die Aussage fir n = 2 ergibt sich wie oben.

(II) Wenn die Aussage filir eine natlirliche Zahl n = k = gl
so folgt: Es gibt natlirliche Zahlen Cqr Cpr veer Gy d.imit

2 2 AL
Cy T esl e + Coihioi atie

Daraus ergibt sich

2 2 2 2
(3c1) + (4c1) + (502) G A (5ck)
= 5%(512 + c22 N LGS Tt o) ? _(Sd)z.

also haben dann die natiirlichen Zahlen

a, = 4c1, gt Sci_1 G Rl Lol LI 1) U el ke B4

a1 = 3c1,

30 07 98-1 1
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. 2 2 N
die Eigenschaft a,” + a,” + ... + 3, = Db".

Somit trifft die zu beweisende Aussage auch fiirn = k+1 zu.
Mit (I) und (II) ist die Aussage filir alle natilirlichen n 2 2 be-

wiesen.

Korrekturhinweis:

Es muB zum Ausdruck gebracht sein, wie ein Beweis fiir alle n Z 2

gefilhrt werden kann. Das kann auch in verbaler Beschreibung, ohne
formale Gestaltung als SchluB von k auf k+1 geschehen; jedoch eine
lediglich etwa als "usw." auftretende Wendung ist nicht ausrei-
chend.

201042) Ldsung: 8 Punkte
I. Angenommen, ein Trapez

ABCD habe zusammen mit zwei
Kreisen k1, k2 die verlangten
Eigenschaften. Die Mittel-
punkte von k1, kz seien M,
bzw. M2, der Radius von k2
sei r,. Die Seiten AD und BC
sind nicht parallel zueinander,
da sonst ABCD wegen AD = BC
ein Parallelogramm wdre, im
Widerspruch zu CD < AB. Also
gilt AB | cD, und das Trapez
ist mit AD = BC gleichschenk-
lig. Da k; und k, die Schenkel
AD, BC beriihren, deren Verlén-
gerungen iiber D bzw. C hinaus
Abb. L 1042 sich wegen CD < AB in einem
Punkt S schneiden, so liegen
M1, M2 auf einer Winkelhalbierenden des Winkels <« ASB, ndmlich
auf der gemeinsamen Mittelsenkrechten m der Seiten AB und CD. Diese

Seiten werden also von k1 bzw. k2 in ihren Mittelpunkten P bzw. R
beriihrt. Ferner liegt auch der Beriihrungspunkt Q von k1, k2 auf m;
die Parallele durch Q zu AB und CD ist somit die gemeinsame innere
Tangente von k1, k2; sie schneide AD in H und BC in G.
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bas Trapez HGCD, dessen vier Seiten von k2 berithrt werden, geht
demnach durch eine Streckung mit dem Zentrum S in das Trapez
ABGH tiiber, dessen vier Seiten von k1 beriihrt werden, und filir das
Verhdltnis
X =r,

x

1
AB, b = ﬁE, c = DC gilt x = DC : HG = HG : AB, also
2

sowie fiir a

b = ax, ¢ = bx = ax“. Sind ferner U, V die Beriihrungspunkte von

k1 bzw. k2 mit BC, so folgt aus dem Satz von der Gleichheit der

Tangentenabschnitte BP = BU, GQ = GU = GV, CR = CV. Also ist
a=AB =BC =DBU+GU + GV + CV = BP + 2 GQ + CR

a oI 2
=-§+b+-§-5(1+2x+x),
2 & 1s02% #ix2,
Diese Gleichung wird nur von x1 2 el 10012 erfiillt, von denen
4

wegen x > O nur
x'=12-1,alsor, =x; ( 12-1)
verbleibt. Also kann ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen der

Aufgabe geniigen, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten

werden kann:

II. (1) Man konstruiere einen Kreis k1 mit dem Radius r,. Sein
Mittelpunkt sei M1, zwei aufeinander senkrechte Radien seien
M1Q und M1T.

(2) Der Kreis um T mit r, schneidet TQ in X.

(3) Man verléngere M1Q iber Q hinaus um r, = QX; der erhaltene
Punkt sei Mz. Man konstruiere den Kreis um Mz mit r,.

(4) Man konstruiere die gemeinsamen &uBeren Tangenten t und T
von k1, k2.

(5) Die Gerade m durch M1,_M2 schneidet k1 und k2 auBer in Q in
P bzw. R; man konstruiere die Senkrechten p,r durch P,R auf m.
purch t, t', p und r wird das gesuchte Trapez ABCD gebildet.

III. Beweis, daB jedes so konstruierte Trapez den Bedingungen der
Aufgabe geniigt: Nach Konstruktion ist ABCD ein gleichschenkliées
Trapez mit AD = BC, und k,, k, haben die vorgeschriebenen Beriih-
rungen mit den Seiten. Wegen r, < r, gilt auch CD < AB, und man
kann wie in I. herleiten, daB mit x = r, : r, die Gleichung
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BC = % (1 +# 2x + x2) gilt. Da nach Konstruktion r, = r1( fi‘— %)
ist, erfiillt x die Gleichung 1 + 2x + x2 = 2, und es folgt

BC = a = BB.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig aus-
fiihrbar, die Konstruktionsschritte (2) bis (5) sind danach ein-
deutig ausfiihrbar. Also gibt es bis auf Kongruenz genau ein Tra-
pez mit den geforderten Eigenschaften.

Andere Ldsungsmdglichkeiten:

1. Nach Herleitung von x = V? - 1 kann man %2 = 3 - 2 12 verwen-
den, um AB - DC = a(1 - xz) = 2a( ¥2 - 1) herzuleiten. Hiernach
ist ¥ BABC die GrdBe eines Basiswinkels in einem gleichschenkli-
gen Dreieck, in dem sich Schenkellidnge zu Basisldnge wie

1:2('V? - 1) verhalten. Daraus ergibt sich eine Konstruktion die-
ser Winkelgr&Be. M, liegt dann auf der Winkelhalbierenden und auf
einer Parallelen zu einem Schenkel im Abstand . Danach ist die
Figur leicht zu vervollstdndigen. )

2..Die Ermittluhg (XI.)ivon r, = I, ist z. B. auch folgendermafBen
mdglich: Das Lot von U auf PR sei UW, das Lot von Mz-auf M1U sei
MZY’ Wegen BU = % ist U Mittelpunkt von BC, also W = %(56 + OR)
= Iy + r2, also M.W = r2. Ferner ist M1M2 = r1 # r, und YUVM ein

Sh

Rechteck, also MY = r, - r,. Aus AM1UW~AM1M2Y folgt daher
" r, + r

Lo R 2 Ry i 12 -
;; = T, - r2' r, + 2r1r2 r1 = 0, also Iy = r1( 2 ). -

3. Wegen ¥ PM.0 + ¥ UMaQ = 180° und ABM,P ¥ABM,U, AGMU ¥
ZXGM1Q gl it 7% BM1U =90 - X GM,U = x M1GU. Hieraus und aus
entsprechenden Aussagen im Trapez HGCD erh&dlt man

ABMP = ABM1U~AM1_GU ¥ AM,GQ ~AGM)Q FAGM,V~VAM,CY =AM, CR.
Hiermit kann man z. B. der Reihe nach GU = GQ = GV und CV durch r,
und s = BP = BU ausdriicken und erh#dlt aus BC = 2s eine Gleichung

zwischen r, und s, die aufs = r, v1 + {? fiihrt.

7zu allen derartigen Mdglichkeiten von (I.) ist jeweils (III.) als

Umkehrung durchzufiihren.

201043A) Ldsung: 6 Punkte
Angenommen, ein Paar (x;y) reeller Zahlen mit y > O und y # 1 exr-
fiille (1) und (2).
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Wegen ( ¥3'- ¥29)2 = 5 - 124 folgt dann
%% . log. ( Y3 -92) =4 . log. (V3 - 712).
Wegen V3 - Y?y# 1 ist log_ ( V3 - Y%) # 0, also folgt |
x2 = 4. b
Aus (2) und y > O folgt ferner x =y - 2 > - 2. Daher muB x = 2
sein, nach (2) ergibt sich y = 2 + x = 4.
Also kann nur das Paar (x;y) = (2;4) die Gleichungen (1) oK 2)
erfiillen.
Wegen 2 «ilog, (Y3 - V2% =2 o log, (5 - ¥24) und 4 - 2 = 2 er-
flillt es diese Gleichungen tats&dchlich.
Daher ist genau das Paar (2;4) das gesuchte.

Hinweis: 2
Aus m)kmnmm:m%,(f“-VEx =1my(5—7202,

2
(T - D% = 5 - 207, 2 = 1ogy3 . 7y (5 - D)2

(= 201g(5- 124)
1g( V3 - 12)
herleiten.
Dies lediglich mit dem ndherungsweisen Ausrechnen x2 ~ 4 fortzu-
setzen, geniligt nicht, da ja, falls der genaue Wert
x2 < 4 wdre, auch die negative LSsung x auf ein y = 2 + x > O

filhren wiirde.

201043B) Ldsung: 6 Punkte

Flir jede natlirliche Zahln gilt

625, 4w A00By g i L A48

(52 i 0e 32 K0 g 5000
w5204 2 300 g R IR a2 p
(16 PR Rt RN I g

sowie. (5o 3P a9 & sl e 892 e 30 Ly hna

5.9 3% Ala05 = 325 0. (8 5 a2y 3% Wn g 3000 A

Also ist 625 + 4.(92n) in zwei ganzzahlige Faktoren > 1 zerlegbar

und daher keine Primzahl.

2n

2] i ais . ahy
2n

)
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Ldsungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 =T 2 MM adg =

201044) Ldsung: 6 Punkte

Abb. L 1044a

H Abb. L 1044a zeigt
einen Kdrper K1, der
die Forderungen der
Aufgabe erfiillt. Man
kann ihn dadurch ent-
standen denken, dafB
von einem Wirfel
ABCDEFGH die Pyrami-
den AFHE und CFHG
abgeschnitten wurden1

Abb. L 1044b zeigt

einen Kdrper K2, der
K, ebenfalls die Forde-

_Abb. L 1044b rungen der Aufgabe

1 Die abgeschnittenen Pyramiden brauchen vom Schiiler nicht ge-
zeichnet zu werden.

30 07 98~1 1
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erfiillt. Man kann ihn dadurch entstanden ‘denken, daB aus K1 die
Pyramide AFHD herausgeschnitten wurde1. 3
Fiir jede der genannten Pyramiden kann ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck mit der Kathetenldnge a als Grundfl&dche aufge-

faBt werden; die zugehdrige HShe hat dann die Ldnge a. Daher hat

jede dieser drei Pyramiden das Volumen % . % a2 ¢ a= % a3. Somit
hat K1 das Volumen a3 VA % a3 = % a3 und K2 das Volumen

SHE Y BRI 0y Qe

a 3 e §. ali=m At

Hinweis: AuBer diesen beiden sind noch weitere L&sungen mdglich.

201045) Ldésung: 7 Punkte
Nach der ersten Festsetzung ist Xy 2 4. Hat man filir eine der Zah-

lenn=1,2,...,999 schon nachgewiesen, daB X, 2.4 ist,{so erhdlt

man (x - 4)2 £ 0, also xn2 + 16 2 8x . Wegen 2x (2 8) > 0 folgt

2
X +.16
hieraus % 2 4, 4. h. nach der zweiten Festsetzung xn+1 Z 4,
n
Auf diese Weise gewinnt man der Reihe nach die Ungleichungen

2 Ak 2 4, 2
Xy = 4; x3 Ae s, 4.

7 %1000
Ferner2 gilt X, s 5, und hat man fir eine der Zahlen n = 1,2,...,999

"schon 4 = X £ 5, so folgt -1 S xn'— 5 £ 0 und daraus g S 5)2 £,
2
(x, = 5% -98-850, also x, 2 + 16 S10 %,
X ) +:16 2
Fovkd 7 TTERTT 9
n
: ; ; < . < 2 s
_Auf diese Weise gewinnt man auch X, = Sy Xq 95 s dhid %1000 5

Korrekturhinweise: Durch Berechnung lediglich von N&herungswerten

(ohne Berlicksichtigung der Rundungsfehler) kann der geforderte Be-
weis nicht gefiihrt werden. Ferner gilt sinngemdB auch der Hinweis
zu 201041.

1 Die abgeschnittenen Pyramiden brauchen vom Schiiler nicht ge-
zeichnet zu werden.

® 2 Andere Fortsetzungsmdglichkeit: Aus xn2 + 16 = 2xn2 schlieBt

< = = = i
man x . .. = X, also x = x999 = ... 2 Xy X = S

1000
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201046) Ldsung: 7 Punkte

1. LSsungsweq: Angenommen, fiir ein reelles c habe (1), (2), (3)
eine Ldsung (x;y). Aus (1) und (2) folgt dann x # O, da sich fir
x = O der Widerspruch y > c, y<c ergédbe.

Aus (1) und (3) folgt ferner x“ - 2x + c<y <- 2x + 1, also
c<l-~- x2, wegen X # O also c < 1.

Daher kann das System (1), (2), (3) nur fir ¢ < 1 eine Lésung
haben. "

Es hat fiir jedes ¢ < 1 eine Ldsung, z. B. eine mit y = c. Fir

diesen Wert ist das System nédmlich &dquivalent zu
2

x“ - 2x <O, (4)
X% =0 (5)
-2x + 1 >c; (6)
(4) und (5) sind &quivalent mit
Ojiix<li2 (7)
und (6) ist dquivalent mit
x <1 5-C. ; (8)

Wegen ¢ < 1 gilt 1 ; S, 0; also sind (7), (8) durch reelle x

erfiillbar.
Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahlen c < 1.

2. Ldsungsweq: Stellt man die Funktionen

y=x2--2x+c, (1')
y =x+c¢ ’ ; (j2e)
ASRARGE Y (31

graphisch dar, so besteht die L&sungsmenge des Ungleichungssystems
(1), (2), (3) aus den Koordinatenpaaren. (x;y) aller derjenigen
Punkte, die sowohl oberhalb der Parabel (1') als auch unterhalb
der Geraden (2') und unterhalb der Geraden (3') liegen. Nun haben
(1') und (2') stets die Schnittpunkte (0;c) und (3;3+c).

Ist ¢ <« 1 (Abb. L 1046a), so liegt der Schnittpunkt (O;c) unter-
halb der Geraden (3'), und daher enth&lt auch das oberhalb (1')
und unterhalb (2') gelegene Fl&cheﬁstﬁck Punkte unterhalb (3');
d. h., im Falle ¢ < 1 ist die LYsungsmenge von (1), (255 513)
nicht leer.

Ist ¢ = 1, so folgt aus (1') und (3'), da8 x2 = 0, also x = O,

y = 1 sein muB. Ist ¢ > 1, so folgt aus (1') und (3') der Wider-
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x2 =1« ¢ <0. Also haben (1') und (3') im Fall c =4 h&chstens

den Punkt (O;c) gemeinsam (Abb. L 1046b, c). Da die Parabel (1')
von unten konvex ist, also ganz oberhalb jeder nicht zur y-Achse
parallelen Geraden verlduft, mit der sie hdchstens einen Punkt
gemeinsam hat, gibt es somit keinen Punkt, der sowohl oberhalb
(1') als auch unterhalb (3') ldge. Daher ist im Falle c 2 die
Ldsungsmenge von (1), (2), (3) leer.

Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahlen c < 1.

Abb. L 1046a
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Abb. L 1046b

Abb. L 1046c



