A 10;I XX. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Repuklik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 ~ 1. Tag ~_

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften kekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formulieft und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengé&nge und Schliisse sind in logisch und gramma-

tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

201031

In einem Stadtbezirk Berlins nahmen in der Olympiadeklasse 10 ins-

gesamt 50 Schiiler an der 2. Stufe der OJM teil. Die folgenden An-

gaben beziehen sich auf diesen Teilnehmerkreis:

(1) Es nahmen ebensoviel Jungen wie M&dchen teil.

(2) Genau 24 der Teilnehmer, darunter genau 15 Jungen, waren !Mit-
glieder einer AG Mathematik.

(3) Genau 13 der Teilnehmer erhielten Preise oder Anerkennungs-
urkunden. (Diese 13 Teilnehmer werden im folgenden "Preis-
trédger" genannt.)

(4) Genau 12 der Preistrdger waren Mitglieder einer AG Mathematik.

(5) Genau 6 der Preistrdger waren M&dchen.

(6) Es waren nur solche Middchen Preistréger, die einer AG !Mathe-
matik angehdrten.

Ermitteln Sie die Anzahl derjenigen teilnehmenden Jungen, die weder

Preistridger waren noch einer AG Mathematik angeh&rten!

201032

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen a mit der Eigenschaft, daB das
folgende Ungleichungssystem (1), (2), (3) mindestens eine (aus
reellen Zahlen x, y bestehende) L&sung hat!

2y + x < 20, (1)
PN B SR (2)
y -ax & 6. (3)
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201033
Gegeben sei ein Punkt P in einer Ebene £ . Untersuchen Sie, ob
es in £ ein Quadrat ABCD gibt, flir das

PA =y2 cm, PB = {5 cm, PC = V& cm
gilt! Wenn das der Fall ist, so ermitteln Sie filir jedes derartige
Quadrat seine Seitenldnge! i
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der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
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201034

Ermitteln Sie alle Tripel (a, h, x) von Null verschiedener natiir-
licher Zahlen mit folgender Eigenschaft!

Wenn a und h die MaBzahlen der in Zentimeter gemessenen Grundkan-
tenldnge bzw. Hohenlinge einer geraden quadratischen Pyramide sind,
dann hat sowohl die in Quadratzentimeter gemessene Oberfléche als
auch das in Kubikzentimeter gemessene Volumen dieser Pyramide die
MaBzahl x.

201035
Tausend reelle Zahlen Xqr Xop eeey x1000 seien durch die Festset-
zung kestimmt, daB8

X, = L

und fir alle n IR e iam ' 999

gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzungen) fiir jedes' n = 1, 2,
..., 1000 die Ungleichung
= 2
gilt!

201036
Konstruieren Sie ein Dreieck ABC, in dem die L&ngen a, b, c der
Seiten BC, CA, AB und die GréBen f3 , y der Winkel < ABC,
< BCA die Bedingungen
a=8cm b+c=12cm, A+ y = 100°
erfiillen!
Begriinden und beschreiben Sie Ihre Konstruktion!
Beweisen Sie, daB alle Dreiecké, die diesen Bedingungen geniigen,
einander kongruent sind!
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Hinweis: In dieser Aufgabe werden auch Dreiecke ABC, A'B'C' als
"einander kongruent" bezeichnet, bei denen A', B', C' in irgend

einer anderen Reihenfolge mit A, B, C zur Deckung gebracht werden
kbénnen.



L 1031 XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 = Pagis

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&ésungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

\
201031) Ldsung: 6 Punkte

Nach (3) und (4) war genau einer der Preistriger nicht Mitglied
einer AG Mathematik; nach (6) war dies ein Junge; die ilbrigen Jun-
gen, die Preistrdger waren, gehdrten also einer AG Mathematik an.

Von den nach (1) insgesamt 25 teilnehmenden Jungen waren nach (2)
genau 10 nicht Mitglied einer AC Mathematik. Genau einer dieser
10 Jungen war, wie soeben ermittelt wurde, Preistréger.

Also ist 9 die gesuchte Anzahl derjenigen teilnehmenden Jungen,
die weder Preistréger waren, noch einer AG Mathematik angehotrten.

Hinweis: Das folgende Diagramm zeigt die vollstdndige Klassifizie-
rung beziiglich der Merkmale Ju/Mi, AG/nicht AG, Preistr./nicht
Preistr.

Zugleich ist daraus die Existenz einer Klassifizierung mit den
Eigenschaften (1) bis (6) ersichtlich (die auch aus dem einleiten-
den Aufgabentext geschlossen werden kann). Diese Angaben werden
nicht vom Schiiler verlangt.

EZPreistr.
Cnicht Preistr.

Abb. L 1031
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201032) Losung: 7 Punkte
Ist a > 1, so ist filir negative Zahlen x wegen ae(-x) > -x stets

die linke Seite y - ax von (3) gr&Ber als die linke Seite y - x

von (2). Den Unterschied (y-ax) - (y-x) = (a-1) (-x) kann man z. B.
gréBer als 6 machen, etwa indem man (a-1) (-x) = 7 durch x = Z%T

ersetzt. Dann lassen sich (2) und (3) so erfiillen, daB ihre lin-
ken Seiten O und 7 lauten, nédmlich mit y = x = - E%T' Diese bei-
den negativen Zahlen erfiillen auch (1). Also hat das Ungleichungs-
system (1), (2), (3) im Fall a > 1 eine L&sung (x,y).
Sei nun 0 < a £ 1, Wenn (1), (2), (3) eine L8sung (x,y) hat, so
folgt durch Addition von (1) und (2) einerseits 3y < 24, also

y < 8. (4)
Andererseits folgt aus (2), alsoy - 4 < x, und (3)

ay - 4a<ax Ty -6,

y(1 - a)> 6 - 4a.
Wegen 1 - a 2 0 und (4) folgt erst recht 8(1 - a) > 6 - 4a, also
a <:%. Damit ist bewiesen, daB das System (1), (2), (3) fiir alle
a mit % £ a £ | keine L&sung (x,y) haben kann.
Im Fall a < % (wobei sogar sogleich auch alle a £ O mit betrachtet
werden kdnnen) kann man durch geeignete Wahl von x erreichen, das
y z. B. durch (2) nicht stérker eingeschrénkt wird als durch (4);
denn wdhlt man x = 4, so ist (2) - und, wie man nachrechnet, auch
(1) - &dquivalent zu y < 8. Fiir diese Wahl x = 4 besagt (3) nun
y 2 6 + 4a, und auch dies ist durch ein y < 8 erfiillbar, da
6 + 4a <6 + 4 o % = 8 gilt. (Geeignet ist z. B. y = 7 + 2a).

Daher sind die gesuchten Zahlen a genau diejenigen, fiir die
entweder a < % oder a > 1
gilt.

25 Lésungsweg: Jedem Paar reeller Zahlen wird nach Einfithrung
eines kartesischen Koordinatensystems eineindeutig ein Punkt in
der Ebene zugeordnet. In dieses Koordinatensystem werden die Gra-
phen der Funktionen eingetragen, die durch die Gleichungen

y = - 3x + 10, an
y=x+4 (2")

bestimmt sind. Alle Paare (x;y) reeller Zahlen, die Punkten in
dem schrédg schraffierten Gebiet entsprechen (mit AusschluB der
beiden Graphen selbst), erfiillen dann die Ungleichungen (1) und (2).

2
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Die Koordinaten (x;y) des Schnittpunktes S beider Geraden erge-
ben sich durch Aufl&sen des Gleichungssystems (1'), (2'); man er-
h&dlt x = 4, y = 8.
Der Graph einer Funktion mit der Gleichung

y = ax + 6 (3*)
geht genau dann durch S, wenn 8 = 4a + 6, d. h. a = % ist.
Fiir alle a < % verlduft die entsprechende Gerade flacher, also
z. T. durch das schrig schraffierte Gebiet, d. h., in diesem Falle
existieren stets Punkte und somit Paare (x;y) reeller Zahlen, die
(1) bis (3) erflillen (s. das senkrecht schraffierte Gebiet ober-
halb der mit "a < %" gekennzeichneten Geraden.).
Fiir alle a mit % < a < 1 liegt der jeweilige Schnittpunkt von
(2') mit (3') oberhalb des Graphen von y = 8. Fiir .a = 1 verlaufen
die Graphen von (2') und (3') parallel. In diesen F&llen gibt es
keine Punkte, die oberhalk des Gravhen von (3') cder auf ihm lie-
gen und der schrédg schraffierten "lZche angehéren, und somit keine

Losungen des Ungleichungssystems.

><\’

Abb. L 1032



L 10;T

Fliir a > 1 schneiden (2') und (3') einander unterhalb S. Somit
verlduft ein Teil der entsprechenden Geraden durch das schrédg
schraffierte Gebiet, und somit existieren in diesem Falle Punkte,
also auch Paare reeller Zahlen (x;y), die den Bedingungen geniigen
(s. das senkrecht schraffierte Gebiet oberhalb der mit "a > 1"
gekennzeichneten Geraden.).

Damit besitzt das Ungleichungssystem (1) bis (3) genau dann min-
destens eine L&sung, wenn entweder a < % oder a > 1 ist.

201033) Ld&sung: 7 Punkte
Angenommen, ABCD sei ein Quadrat mit den geforderten Eigenschaften; .

die MaBzahl seiner in Zentimeter gemessenen Seitenlédnge sei a.
Durch die Quadratseiten und ihre Verlidngerungen wird die Ebene €
so in neun Bereiche I, II, ..., IX zerlegt, wie Abb. L 1033 a zeigt.

Wegen PA < PB kann P in keinem der

D

®,

Bereiche 1V, V, VI liegen, wegen
BB < PC auch in keinem der Bereiche
r VIT, WITIIs
Die Lote von P auf die Geraden durch
A, B bzw. durch A, D seien PX bzw.
(::) PY; die MaBzahlen der in Zentimeter

gemessenen Lingen AX, AY seien x

B bzw. y. Ldge P im Bereich III, so

A
@ hitten PA, BB, BC die MaBzahlen
V7x2+y2, V (a—x)2+y2 bzw.

Abb. L 1033a V (a-x)2+(a+y)2, und es folgte

o |®

23 4 y2 =190 i (1

a2 - 2ax + e y2 =5, (2)

a? U o2ax +x? +’y2 + 2ay + y2 Bk Fidd)
Ausi :(1M.,1.(2) folgte a2 - 2ax = 3, aus (2), (3) folgte a2 + 2ay = 3.
Also wdre -2ax = 2ay, 2a(x+y) = 0, was wedgen a > 0, X 2 0,y 20

nur fir x = y = O méglich wére; dies widerspricht aker (1).
Also kann P nicht im Bereich III liegen.

Lige P im Bereich IX, so hdtten PA, PB, PC die MaBzahlen

2

V x2+y2, Vi(a+x)2+y2 bzw. V (a+x) © + (a-y)z, und es folgten ent-

sprechend Gleichungen, aus denen man a“ + 2ax = 3 sowie
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az - 2ay = 3 erhielte, woraus sich wieder ein Widerspruch zu (1)

ergibt.Daher kann P auch nicht im Bereich IX liegen.
Also kann P héchstens im Bereich I oder im Bereich II liegen. Im
ersten Fall folgt

x2 + yz = 2,

a2 - 2ax + x2 + y2 =5,

a® - 28x + %% 41a2/e 2ay + y2 = 8,
2 2

also a“ - 2ax = 3, a“ - 2ay = 3, 2a(x~y) = O, wegen a > O also

x = y und daher 2x% = 2, wegen x 2 0 somit x =y = 1,
a? - 2a.1 = 3, a = 1X2, wegen a > 0 also a = 3. ;

Im zweiten Fall folgt

x2 + y2 =.2,
20 yz % 5
2

a2 + 2ax + x

2

a® + 2ax i+ x2 + a® + 2ay + y2 =8

und daraus entsprechend x =y, x =y =1, a?

+ 2a.1 = 3,

a= -1 x 2, wegen a > O also a = 1.

Daher kann ein Quadrat nur dann die geforderten Eigenschaften ha-

ben, wenn es entweder die Seitenldnge 3 cm hat und so liegt, wie

Abb. L 1033b zeigt, oder die Seitenldnge 1 cm hat und so liegt,

wie Abb. L 1033c zeigt.

In der Tat filhren diese Lagemdglichkeiten (in beiden Fidllen) auf
PA = 12 cm, PB = {5 cm und PC = 8 cm.

Daher qibt es Quadrate mit der geforderten Eigenschaft, und jedes

derartige Quadrat hat die Seitenldnge 3 cm oder die Seitenlidnge

1 cm.

=)
(@]

i Y
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@

Abb. L 1033 b Abb. L 1033c
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2ie Lbsungsweg}
Wenn ein Quadrat ABCD die geforderte Eigenschaft hat, so kann man

die Punkte P und C so in ein Gitter aus Quadraten der Seitenlidnge
1 om legen, wie die Abb. L 1033d zeigt1.

Ferner liegt dann A auf dem in Abb. L 10334 angegebenen Kreis k1
und B auf dem Kreis kz. Da ABCD ein Quadrat ist, fiihrt eine Dre-
hung um 45° mit dem Drehpunkt C und eine anschlieBende &hnliche
Verkleinerung1 mit dem Ahnlichkeitszentrum C und dem Verkiirzungs-
faktor 1: V2 den Punkt A in den Punkt B ilber. Also liegt B auch
auf demjenigen Kreis ki, der aus k1 durch das Hintereinanderaus-
fihren dieser beiden Abbildungen entsteht. Sein Mittelpunkt ist
der‘in Abb. L 1033d angegebene Gitterpunkt P', sein Radius ist

1 cm. Daher haben k2 und k; genau die Gitterpunkte By und B2 ge-
meinsam, und es kénnen nur Quadrate die geforderte Eigenschaft ha-
ben, die zu P entweder die durch A1B1C D1 oder die durch AZBZC D2
angegebene Lage haben.

Umgekehrt gilt fiir jede dieser beiden LagemSglichkeiten
A=T124+12 cm = 12 cm, BB =Y 1% + 2% cm = V5 cm,

B¢ = V22 + 2% cm = V8 onm.

Daher gibt es Quadrate mit der geforderten Eigenschaft, und jedes ’
‘derartige Quadrat hat die Seitenldnge 3 cm oder die Seitenlénge
-1 cm.

Abb. L 1033d

1 Hinweis: Der Satz, daB bei &hnlicher Verkleinerung aus einem
Kreis wieder ein Kreis entsteht, kann entweder zitiert oder da-
durch bewiesen werden, daB man fiir variable Punkte A # A1,A2
auf k4 und ihre Bildpunkte B (Abb. L 1033d) die Aussagen

¥ B,CB = ¥ ACA, B[C : BC = K;C : AC, AB,CB~ AA,CA (i = 1,2);

(o]
¥ B,B.B = JAA A, JB.B,B = JAAA; ¥ ByBB, = & AAA, = 90
herleitet. !




L 10;II XX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 =120 MAag: =

201034) L¥sung: 6 Punkte
Ein Tripel (a, h, x) von Null verschiedener natilirlicher Zahlen

hat genau dann die verlangte Eigenschaft, wenn a und h die Glei-
chung
1.2 2

32 h =a" + 2a v + h . (1)

.rfiillen und x die Zahl auf beiden Seiten von (1) ist; denn die
linke Seite von (1) ist die MaBzahl des Volumens, die rechte Seite
von (1) die MaBzahl des Oberflicheninhaltes einer Pyramide mit den
angegebeneh a,h.
(I) Angenommen, fiir von Null verschiedene natiirliche Zahlen a,h
gelte (1). Wegen a # O folgt dann
ali < 3a/= 3 a% +uns,
a%h? - 6an + 9a2 = 9a% + 36h%,
wegen h # O also
a%(h - 6) = 36h.
Hiernach ist y = h-6 eine positive natiirliche Zahl, fiir die
azy = 36(y + 6), (2)
(a? = 36)y = 63
gilt. Somit ist y ein Teiler von 63 und hat nach (2) die Eigen-
schaft, das a2 = éﬁig_i_ﬁ) eine Quadratzahl ist. Aus der Tabelle

vyl y+é y| y+6 y| y+6 y| yt+6

kT =y 3l iaf 915 = 345 27 33 & 3411

2l 8 =23 | |6f12 = 2243 | 18]24 = 23e3 sS4l 60 = 2%4345
410 = 245| [12[18 = 2432 | [36[42 = 2¢3e7 | f108[114 = 243019
8l14 = 2.7 [24[30 = 2435 [7278 = 243413 [216[222 = 243437

geht hervor, daB fir alle Teiler y von 63 auBer fiir y = 2, 3, 6,
12, 18 in der Zahl y+6 ein von 2 und 3 verschiedener Primfaktor
genau einmal auftritt, so daB 36(y+6) keine Quadratzahl sein kann.

In den verbleibenden Fdllen ist, wie die Tabelle

Y
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v 2 8 6 12 18

36 gie 36e4=144 36¢3=108 3692=72 36.%=54 360%=48

zeigt, 36 (y4+5) nur flir y = 2 eine Quadratzahl‘az. Daher kann (1)
nur fir h = 8, a = 12 erfiillt sein.
(II) Tatsdchlich erhdlt man fiir diese Werte

15,
1a%h = -3-.122.8 = 384,

WA e YR GURSGL 43R Lhn e % + 82 = 144 + 24 Y36+64 = 384.
Somit hat genau das Tripel (12; 8; 384) die verlangte Eigenschaft.

201035) Losung: 7 Punkte

Nach der ersten Festsetzung ist X, > 2, Hat man fir eine der Zah-
lenn=1, 2, ..., 999 schon nachgewiesen, daB X > 2 ist, so er-
h&lt man (xn - 2)2 210y, also xi + 4 > 4xn. Wegen 2xn:>(4 =190
folgt hieraus

2
X + 4
ex
n

BV 2,

> 2, d. h. nach der zweiten Festsetzung X1

Auf diese Weise gewinnt man der Reihe nach die zu beweisenden

Ungleichungen X, > IR Xy E>I020 | eyehiNs ik = 20

1000

Korrekturhinweise: »

Durch Berechnung lediglich von N&herungswerten (ohne Berticksichti~
gung der Rundungsfehler) kann der geforderte Beweis nicht gefiihrt
werden. Auf Rechnungen wie etwa X, ~ 2,1666666667, X3 ~ 2,006410256,
Xy ~ 2,000010240, X, ~ 2 fiir n 2 5 ist folglich maximal 1 Punkt zu
vergeben, da sie hdchstens im Sinne eines grob orientierenden Vor-
iiberlegungsschrittes Teil eines zum Ziel fiihrenden L&sungsweges
sein k&nnen.

Werden in einer Schiilerldsung einige Ungleichungen wie etwa

X4 A Xy a2 Xy > 2 korrekt bewiesen, so ist (zur Bewertung
als vollstdndige L&sung) einzuschdtzen, ob zum Ausdruck gebracht

wurde, wie ein Beweis fiir jede der zu zeigenden Ungleichungen

Xn > 2 gefiihrt werden kann. (Das kann auch in verbaler Beschrei-
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bung, ohne formale Gestaltung als SchluB8 von n auf n+1, geschehen;
jedoch eine lediglich etwa als "usw." auftretende Wendung ist
nicht als ausreichend anzusehen.)

201036) L&sung: 7 Punkte
I. Angenommen, ein Dreieck ABC geniige den Bedingungen (Abb. L 1036a).
Auf der Verldngerung von BA iiber A hinaus sei D derjenige Punkt,
fiir den AD = AC, also

DB = b+c
gilt. Dann gilt einerseits nach dem AuBenwinkelsatz X DAC =/3+ ) @iy
indererseits ist A DAC gleichschenklig; wegen der Winkelsumme 180°

ergibt sich fiir d : = ¥ BDC der Wert
& i 32 g
éd = < ADC = « DCA = 3.(180 AR e

Ferner ist
BC =.a.

II. Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen der

Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann

(Abb. L 1036b):

(1) Man konstruiert eine Strecke DB der Lidnge b+c.

(2) An ED trigt man in D einen Winkel der Grése § = 3.(180°=(f+p)
an; sein freier Schenkel sei s.

(3) Man konstruiert den Kreis k um B mit a. Man wdhlt einen der
Schnittpunkte von k und s und bezeichnet ihn mit C.

(4) An DC trdgt man in C nach derjenigen Seite von DC, auf der B
liegt, den Winkel der Gr&Be & an. Den Schnittpunkt seines
freien Schenkels mit BD bezeichnet man mit A.

III. Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingun-
en der Aufgabe entspricht:

Nach (3) ist BC = a. Da A DAC nach (2) und (4) gleichschenklig

mit AD = AC ist, ergibt sich aus (1) auch AC + AB = DB = b+c. Fer-
ner folgt aus (2) und (4), daB ¥ DAC = 180° - 26 = fB +Y gilt;
nach dem AuBenwinkelsatz besagt dies & ABC + <« BCA = /3 + y A

IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind bis auf Kongruenz
eindeutig ausfilhrbar. Konstruktionsschritt (3) ergibt (fiir die
vorgegebenen Grd8en a, b+c, 3 + Y) zwei verschiedene Punkte, die
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als C gewdhlt werden kénnen. Sie seien so mit Cqr C2 bezeichnet,
das C1 zwischen D und C2 liegt. Konstruktionsschritt (4) ergibt

zu ihnen entsp:echend zwel Punkte A1, A2 mit 4):'DC1A1 = DC2A2=6 ,
also (da dies Stufenwinkel sind) C43, I C2A2, woraus auch fiir die
Stufenwinkel ¢

L3 C1A1B = £ CZAZB
folgt. Nach (3) ist ferner

BC1 = BC,,

also ABC1C2 gleichschenklig mit &« BCyA, +8= "X BC,C,y = x BC1C2

und da nach dem AuBenwinkelsatz ¥ BC1C2 = K DBC1 +6 = ¥ A1BC1 + ¢
gilt, folgt

x A1BC1 = BCZAZ'
Nach dem Kongruenzsatz sww ist folglich A A1BC1 = ZkAchz, wobei
A.‘,B,C1
werden kénnen.
Damit ist bewiesen, daB alle Dreiecke, die den Bedingungen der

Aufgabe geniligen, einander kongruent sind.

in dieser Reihenfolge mit AZ’CZ’B zur Deckung gebracht

///’
o
7/
il

Abb. L 1036a

Abb. L 1036b




