D«MlaM/L

XIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
L¥sungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den LOsungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

191021) Lésung: © 9 Punkte

Es sei 2a die Linge der kilrzeren Seite des Bildes, dann ist 3a
die L#nge seiner lingeren Seite. Es sei d die Breite des Rahmens,
dann sind 2a + 2d bzw. 3a + 2d die Lingen der AuBenkanten des
Rahmens.
Die in der Aufgabe gesteilte Forderung ist genau dann erfillt,
wenn die von diesen Kanten eingeschlossene Fl#che einen doppelt
so groBen Flicheninhalt hat wie die des Bildes, d. h. genau dann,
wenn’ '

(2a + 2d) (3a + 2d) = 2 + 2a-* 3a
gilt. Dies ist der Reihe nach #quivalent mit

622 + had + 6ad + Mdz = 12a2,

4a? + 10ad - 6a° = O,

d2 + % ad - % a2 = 0.

Diese quadratische Gleichung hat genau die L&sungen

- .5 2 2 24 2
di,0 * " % 2 V‘T% a” + g @

von denen genau
. T _a
a:-ga+faz=3
nicht negativ ist. Daher ist die Forderung genau dann erfillt,

wenn die Aufenkanten die L&ngen 2a + 2 - % = 3a und

3a + 2 % = 4a haben.
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Ist dies der Fall, so haben sie das Lingenverh#iltnis 3:4, und
auch umgekehrt gilt: Haben die AuBenkanten das L#ngenverh#ltnis
(2a + 2d) : (3a + 2d) = 3:4, so folgt 8a + 84 = 9a + 6d, also
2d = a und damit 4 = %.
Somit erfilllt genau das Li#ngenverhiltnis 3:4 die Bedingungen der
Aufgabe. '

Hinweis zur Korrektur: Werden die einzelnen L¥sungsschritte nicht

als logische Kquivalenzen angefilhrt, sondern als Schluf von der
Forderung auf den Wert 3: 4 (oder auf die Lingen 3a, l4a der AuRen-
kanten selbst), so ist auch der umgekehrte Schluf erforderlich.
Dabei ist, wenn man vom Verh#ltnis 3:4 -ausgeht, hieraus und aus
einer der beiden Forderungen (der Rahmen sei iiberall gleich breit,
der Flicheninhalt des Rahmens sei gleich dem des Bildes) die an- ~
dere als erfiilllt nachzuweisen.

191022) L¥sung: ) 10 Punkte

Ergibt eine natilrliche Zahl bei DiQision durch 9 den Rest

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 bzw. 8,
so ergibt ihr Quadrat jeweils den Rest

0, 1, 4, 0, T, 7, O, 4 bzw. 1; )
d.h., fiir jede Quadratzahl ist der Rest, den sie bei Division
durch 9 ergibt, eine der Zahlen O, 1, 4, 7. Wenn die Summe dreier
Quadratzahlen durch 9 teilbar ist, so gilt das/auch fir die Summe
der Reste, die diese Quadratzahlen jeweils bei Division durch 9°
ergeben.

1. Fall: Einer der Reste ist O.
Dann ist die Summe der beiden anderen Reste durch 9 teilbar.
Alle Summen aus zwei'Summanden, von denen jeder éine der Zah-
‘len 0, 1, 4, 7 ist, sind aber
0+0=0,0+1#1,0+b4=04,0+7=7,14+14:=5,
1+ 7 =8, 4+ 7 =11, (1)
Daher verbleibt nur die M8glichkeit, daB auch die beiden ande-
ren Reste O sind; d.h., es folgt: Alle drei Quadratzahlen sind
durch 9 teilbar.
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2. 1
3.} Fall: Einer der Reste ist 4.

b, 7

Dann ergibt die Summe der beiden anderen Reste bei Division
8

durch 9 den Rest {5 } . Hierfiir verbleibt unter den Summen (1)

2
1 und 7
nur die M8glichkeit, daB® die beiden anderen Reste ﬁ und 4
' und 7

lauten.

In jedem dieser Fdlle ergeben’ also genau zweil der drei Qua-
dratzahlen bei Division durch 9 den gleichen Rest.

Damit ist fir jeden m8glichen Fall der verlangte Beweis gefihrt.

191023) L8sung: : 10 Punkte

Abb. L 1023
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Es sei M der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC.
Die Seiten des Dreiecks sind Tangenten an den Inkreis, also gilt
ME 1 AC und MF L AB. Weiter folgt A AEM T AAFM; denn diese Drei-
ecke stimmen in den Seitenléingen AM = AM, ME = MF und in der
GréBe ~< AEM = ~ AFM desjenigen Winkels Uberein, der in beiden
Dreiecken als rechter Winkel jeweils der gr&Bten Seite gegenilber-
liegt. Daher ist D 1E - AF. Entsprechend 148t sich zeigen, dap
BF = BD und TD = TE gilt.
Filr die gesuchten Seitenabschnitte

AE = AF = x, BF=BD =y, CD=CE = z
gilt somit das Gleichungssystem

y+z=a, (1)
X+ 2z =D, (2)
X +y=c. (3)

Addiert man (2) und (3) und subtrahiert (1), so folgt nach Divi-
sion durch 2 h

. x = % (b + ¢c - a).
Entsprechend ergibt sich )
o y=%(<:+a-b),
=1 -
) z =5 (a + b -.c).
Die gesuchten Léngenz)vsind also

AE = AF = % (b+c-a), BF = BD = % (c+a=-b), CD = CE = % (a+b-c).

) Die hier erhaltene Aussage, daf auf den Tangenten von einem

Punkt A an einen Kreis die Strecken¥A bis zu den Berihrungs-
punkten einander gleichlang sind, kann auch als bekannter Satz
zitiert werden. '

2) Da die Existenz (des Inkreises und folglich auch) der gesuch-

ten Lingen als bekannt verwendet werden darf, ist eine Probe
(oder ein Nachweis der Xquivalenz zwischen dem System (1),
(2), (3) und der Angabe von X,y,z) nicht erforderlich.
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191024) L¥sung: 11 Punkte

Es seien M der Schnittpunkt der Diagonalen und a die Seitenlinge
des Quadrates. Da Mu M2 Symmetrieachée des Quadrats ist, liegt

M auf Mu M2, und da MuM Symmetrieachse des Rechtecks AM1M3 D ist,
liegt E auf MuM. Da ferner AC Symmetrieachse des Quadrats bezig-
lich der Spiegelung ist, die B und D sowie My und M, jeweils un-
tereinander vertauscht, liegt F auf AC,

Jeweils nach einem Teil des Strahlensatzes folgt nun

M,E U
L:J:%,oderﬁiﬁ:%,m:'%
E‘M; v

und —
WMo 1, also W = L8

Da AM die halbe Diagonale des Quadrats ist, gilt AM = % 2 und
daher MF = % 2.

Wegen %- }’?# % folgt ﬁ# MF und hieraus nach der Seiten-Winkel-
Relation “¥ MEF # ~J MFE.

Da sowohl MuM2 als auch AC Symmetrieachsen der gesamten Figur
sind, gilt

" IEF = 2 "{ MEF und & EFG = 2 4 MFE. Daher folgt aus der vori-
gen Ungleichung auch ~JLEF # < EFG. Da somit in dem Achteck
EFGHIJKL zwei verschieden groBe Innenwinkel vorkommen, ist es
nicht regelmiRig.

2. Ldsungsweg:
Man zeigt A l"lEl\‘l3

AMKM, T A MEM,, FON : BN = 2:1 und folglich |

. 3 M3E = {MuKM = 4'.M1EM = S mit tan P = 2.
Daher ist einerseits < FEL = 2 F , andererseits nach dem Innen-
“winkelsatz fir Vierecke, auf EMKL angewandt, <(ELK = 270° 2y .
Wire das Achteck regelmifig, so folgte 2 = 270° - 2, 7 = 67,5°,
Wegen tan 67,5° # 2 ist damit ein Widerspruch erreicht. '

ne






Empfehlung fir die Punktverteilung

OKL 10 Gesamtpunktzahl: 40
191021
Angabe der Seiﬁenl&ngeh des Bildes mit Variablen ) 1 Punkt
Angabe der Kantenlinge des Rahmens mit Variablen 1 Punkt
Aufstellen der Gleichung (2a+2d)(3a+2d) = 2-2a‘3a 2 Punkte
Normalform der quadratischen Gleichung 1 Punkt
\ ERmittlung von d = 0,5 a 2-Punkte
Angabe der Kantenlingen des Rahmens 1 Ppnkt
Kontrolle 1 Punkt
9 Punkte
191022
Ermittlung der méglichen Reste von Quadratzahlen
bei Division durch 9 2 Punkte
Diskussion des Falles, daB eine der drei Zahlen
durch 9 teilbar ist 2 Punkte
Diskussion der anderen Fidlle ’ 5 Punkte
SchluBfolgerung’ \ 1 Punkt
10 Punkte
191023
Kongruenz der Tangentenabschnitte mit Begriindung 2 Punkte
Aufstellen des Gleichungssystems 3 Punkte
L¥sen’ des Gleichungssystems _ 3 Punkte
R Angabe der gesuchten Gr&fen ‘ 2 Punkte
) ) 10 Punkte
191024 .
MIE = ENM = % 1 Punkt
Ahnlichkeit der Dreiecke MyFM und AFB 2 Punkte
FM = Eﬁg 2 Punkte
_a
M = 3 15" D 2 Punkte
Schluf, da® ME # MF 2 Punkte
SchluB auf Verschiedenheit zweier Innenwinkel und
SchluBffolgerung der Nichtregelm#figkeit der Figur _2 Punkte
(fur alle aufgefilhrten Teilschritte Angabe ein- 11 Punkte

schlieflich Begriindung)



