A 10;I XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Stufd (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 = 1. 'Tagi=

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengidnge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien S&tzen darzulegen. °

181031

Beweisen Sie folgende Aussage: Wenn eine Funktion f flir alle
reellen Zahlen x definiert ist und fiir alle x die Gleichung

x.£(x+2) = (x2-9)£(x)
erfiillt, so hat sie mindestens drei reelle Nullstellen.
181032
Beweisen Sie: Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn minde-
stens zwei seiner Seitenhalbierenden auch Winkelhalbierende sind.

181033

Man ermittle ‘alle diejenigen reellen Zahlen a, flir die erstens die
Terme, die auf beiden Seiten der Gleichung

_2_1._. +._2.1—..._ + 21 -+ 21

a“-3a+2 a“=5a+t+6 a“-7a+12 a“-9a+20
. . 1 i 5 1 ) a§a+5)

a“=-11a+30 a“-13a+42 a -8a+7

stehen, definiert sind und zweitens diese Gleichung gilt.
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A 10;II XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik

3. Séufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 = 2.\ Tag =

181034

Achim, Bernd und Dirk nehmen jeder genau einen der folgenden
Gegenstinde an sich: einen Ball, einen Ring, einen Wirfel. Danach
machen sie folgende Aussagen:

(1) Achim hat nicht den Ball oder Bernd hat den Ring.

(2) Bernd hat den Ring nicht oder Dirk hat den Wiirfel.

f3) Dirk hat den Wiirfel und Achim hat den Ball.

(4) Achim hat den Ball und Bernd hat den Ring nicht.

Ist es mbglich, das :
a) alle vier Aussagen, b) genau drei Aussagen, c) genau zwei Aus-
sagen, d) genau eine der Aussagen, e) keine der Aussagen gleich-

zeitig wahr sind (bzw. ist)?

181035

Man untersuche, ob 'es reelle Zahlen a,b,c,d mit folgender Eigen-
schaft gibt: Wenn f die fiir alle reellen Zahlen x durch die Glei-
chung

f(x) = ax3 + bx2 + cx +d
definierte Funktion ist, so gilt

£(0) =103 £(1) = 12; £(2), = 4wind £(3) = 1.
Gibt es solche Zahlen a,b,c,d, so ermittle man alle derartigen
Zahlen. '

181036

Gegeben seien drei Punkte M, S und C, wobei CM=6¢cm, CS=7cm
und MS = 1,5 cm gelte.

Man konstruiere zwei Punkte A und B so, daB sie zusammen mit C ein
Dreieck ABC bilden, das den gegebenen

Punkt M als Mittelpunkt seines Umkreises und den gegebenen

Punkt S als Schnittpunkt seiner Seitenhalbierenden besitzt.
Beschreiben und begriinden Sie die Konstruktion!

Untersuchen Sie, ob ein solches Dreieck ABC eindeutig durch die
gegebenen Punkte M, S, C bestimmt ist!
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L 10;1 XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
L&suncen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L3sungen filir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

181031) L&sung: 5 Punkte

Setzt man in der gegebenen Gleichung nacheinander x = 0, x = 3,
t ==3, so erhdlt man:

o . £f(2) =-9 ' £(0), also £(0) =0
3 . £(5) =30 . £(3), also: £(5) =0
=3 5 f(=1) =210 .. fi63) ) also fl=1) =10
Die Funktion f hat mithin mindestens die drei Nullstellen
X4 © X, = 5%, Xo =i ql5
181032) L&sung : 7 Punkte

A) Ein Dreieck ABC sei gleichseitig, d. h., es gelte AB = AC = BC.
Der Mittelpunkt von AB sei M. Dann gilt nach dem Kongruenz-
satz sss:
Aavc ¥ Asmuc. also gilt = ACM = =% BNMC, d. h., die Seiten-
halbierende CM ist auch Winkelhalbierende. Entsprechend beweist
man die gleiche Aussage fiir eine der anderen Seitenhalbierenden.
B) In einem Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt von AB, und die
Seitenhalbierende CM sei auch Winkelhalbierende. Dann gilt
AM = MB (1

und

< ACM = = FNCB. "

Die Parallelen zu AC durch B und zu BC durch A schneiden sich
in einem Punkt C', und hierfilir ist AC'BC ein Parallelogramm.
Wegen (1) und da sich die Diagonalen im Parallelogramm halbie-
ren, geht CC' durch M. Somit sind == MCB und <X AC'M Winkel
an geschnittenen Parallelen und daher einander kongruent; hier-

nach und wegen (2) gilt
<Y ACM = = AC'M.
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L 10;I
Also ist das Dreieck AC'C gleichschenklig mit AC = AC'.

Hieraus und aus AC' = CB folgt AC = BC. (3)
Analog zeigt man: Ist etwa die Seitenhalbierende durch B auch
Winkelhalbierende, so folgt AB = CB. (4)

Aus (3) und (4) folgt die Gleichseitigkeit von AABC.

1) Hinweis zur Korrektur: Aus

CM = CM (0)
und (1) und (2) kann nicht ohne weiteres (nach dem Kongruenz-
satz ssw in iiblicher Fassung) auf
ADavc ¥Apuc (%)
geschlossen werden, da nicht AM> CM zu sein braucht. Eine mdg-
liche Variante, auf anderem Wege aus (1), (2) weitere Aussagen
zu erhalten, ist oben angegeben. Eine weitere M8glichkeit
besteht z. B. darin, folgende (als Satz zu zitierende oder
zuvor - etwa an Hand der beim Konstruktionsfall ssw auftreten-
den Figur - gesondert zu beweisende) Fassung des Kongruenz-
satzes ssw heranzuziehen: "Aus (0), (1), (2) folgt (¥#) oder
—~X CAM + = CBM = 180°. ()"
Da (# %) hier dem Winkelsummensatz fiir das Dreieck ABC wider-
spricht, folgt ( ¥ ).

181033) Lésung: 7 Punkte

Flir jede reelle Zahl a gilﬁ
a2 & | 3m B 3w farl) (A2))
a? «; 5al +146. = (a~2)/(a=3)%
a? 2 7a ¥ 12 = (a=3) (a-4),
a? -~ 9a + 20 = (a-4)(a-5),
a2 - 11a + 30 = (a-5) (a-6),
a2 - 13a + 42, = (a~6) (a-7),
a2 - 8a+ 7= (a-1)(a-7).

Daher sind die Terme auf beiden Seiten der gegebenen Gleichung
genau dann definiert, wenn a keine der Zahlen 1, 2, Ceveg ToAsE
Trifft dies zu, so gilt ferner flir k =1, ..., 6

(OIET S Yo
(a-k) (a-(k+1)) a-k a-(k+1) °
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Also ist fiir reelles a # 1, 2, ..., 7 die gegebene Gleichung
genau dann erftillt, wenn
1 1 a(a+s
4 g =
CAli fale e
oder, fiir reelles a ¥ 1,2,...,7 gleichbedeutend hiermit,

-ia-7)+ga—1z 3 a2 - Sa
a-1) (a- 2

’

a“-8a+7

6 - az + Sa

’

a2-8a+7 a2-83+7

a2+5a—6 =0

" ,1lt. Da die letztgenannte Gleichung genau die reellen L¥sungen
a=1und a = -6 hat, ist sie flir reelles a # 1,2,...,7 dquiva-
‘lent mit a = -6, Also erfiillt genau diese Zahl die Bedingungen
der Aufgabe,



L1051 T XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Repulbik

3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 104 1= 2 Tag -

181034) Lésung : 7 Punkte

Es gibt genau 6 Moglichkeiten die drei Gegenstdnde b (Ball),

r (Ring), w (Wirfel) auf die drei Schiiler A (Achim), B (Bernd),
D (Dirk) zu verteilen. Aus der Definition der Alternative bzw.
Konjunktion ergibt sich:

A BD wahre Aussagen falsche Aussagen
(1), (2),¢3) (4)

(2),(4) (1) ,(3)

(1) ,(2) (3),(4)

(1 ,(2) (3),(4)

(1) ,(2) (3),(4)

(1 (2) ,(3),(4)

r

et oyl n Jia p Jotd o e o
H O € U ¥
o R E €

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB a) und e) nicht m&glich
sind, aber b), c) und 4).

Bemerkung zur Korrektur: Zum Nachweis der Mdglichkeit von b), c),

d) geniigt es auch, nur je ein Beispiel zu nennen. Die Unm&glich-
keit von a), e) kann durch inhaltliche Schliisse bewiesen werden,
z. B. fiir a): Ist (3) wahr, so hat Bernd den Ring, also ist (4)
falsch.

Fiir e): Ist (1) falsch, so hat Bernd den Ring nicht, also ist (2)
wahr.

181035) Lésung 6 Punkte

Fiir alle reellen a, b,c,d sind genau dann die geforderten Bedin-
gungen erfiillt, wenn filir sie die folgenden Gleichungen (1) bis
(4) gelten:

4 =10, (1)

a+ b+ c+d=12, (52))
8a + 4b + 2¢c + d 4, (3)
27a + 9b + 3¢ + 4 T (4)
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I)

II)

Wenn (1) bis (4) fiir reelle a,b,c,d erfiillt sind, so folgt
durch Einsetzen von (1) in (2), (3) und (4):

a+ b+ c= 2, also c=:2 =-a-=>b, (5)
8a + 4b + 2c = -6, also 4a + 2b + ¢ = -3, (6)
27a + 9b + 3¢ = -9, also 9a + 3b +.c = -3. (7)

Setzt man (5) in (6) und (7) ein, so erhdlt man
3a+ b=-5, alsob = -5 - 3a, (8)
8a + 2b = -5. (9)

Durch Einsetzen von (8) in (9) folgt 2a 5, woraus man

a=3 (10)
erhdlt. Aus (10) und (8) ergibt sich
25
bii= iz (1)
Daraus und aus (10) und (5) folgt c =" 2= % + 2%, also
c = 12. (12)

Daher k®énnen nur die in (10), (11), (12), (1) genannten Zahlen
die Gleichungen (1) bis (4) erfiillen.

Wie man durch Einsetzen dieser Zahlen in (1) bis (4) zeigen
kann, erfiillen sie diese Gleichungen.

Die gesuchten Zahlen lauten somit a = %, b= - 3%, c =12,

d = 10.

181036) LOsung: 8 Punkte

I.

II.

Angenommen, ein Dreieck ABC erflillt die Bedingungen der Auf-

gabe. Ist H der Mittelpunkt von AB, so teilt S die Seiten-

halbierende CH im Verh&ltnis 1 : 2, also liegt H im Abstand

HS = %§E auf der Verlingerung von CS. Ferner liegt M als

Mittelpunkt des Umkreises auf der Mittelsenkrechten von AB.

MH verliuft also senkrecht zu AB. SchlieBlich liegen A und B

auf dem Umkreis, d. h. dem Kreis um M durch C.

Daraus folgt, daB ein Dreieck nur dann den Bedingungen der

Aufgabe geniigt, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten

werden kann:

(1) Man trdgt an CS in S auf der Verlingerung von CS iliber S
hinaus die Strecke der Lé&nge %Eg an; ihr zweiter Endpunkt
sei H.

(2) Man konstruiert die Gerade durch H, die auf MH senkrecht
steht.
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Abb.

Iv.

(3) Man zeichnet den Kreis um M durch C. Schneidet er die
nach (2) konstruierte Gerade in zwei Punkten, so seien
diese A und B genannt.

Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingun-

gen der Aufgabe geniigt: M ist der Mittelpunkt des Umkreises

des Dreiecks ABC, da A, B und C

c

L 1036

nach Konstruktion auf ein und demselben Kreis um M liegen.
Ferner gilt nach Konstruktion MA = MB und < AHM =

=% BEM = 90°, also ist JANY - A BHM (Kongruenzsatz ssw;
dieser ist anwendbar, da =< AHM, =<<C BHM als rechte Winkel
jeweils der lingsten Dreiecksseite gegeniiberliegen). Somit
gilt AH = BH, folglich ist CH Seitenhalbierende im Dreieck
ABC. Da sie nach Konstruktion durch S im Verh&dltnis HS : SC=
= 1 : 2 geteilt wird, ist S der Schnittpunkt der Seitenhal-
bierenden des Dreiecks ABC.

Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind eindeutig aus-
fiihrbar. Die Konstruktion ergibt ferner, daB8 H im Innern des
nach (3) konstruierten Kreises liegt1). Also schneidet die
in (2) konstruierte Gerade diesen Kreis in 2 Punkten. Da
schlieBlich AB senkrecht zu MH verliuft und ¢ MAC < 90°
istz), liegt C nicht auf der Geraden durch A und B. Also
existiert zu den gegebenen Punkten M,S,C genau ein Dreieck
ABC, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt.
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1) Ein Beweis kann mit Hilfe der Dreiecksungleichung aus
MH <WS + AS = M5 + 25C = 1,5 cm + 3,5 cm <FC
entnommen werden; man wird aber auch als Argument zulassen,
daB sich direkt nach Ausfiihrung der Konstruktion H als innerer
Punkt des Kreises erkennen 1l&B8t.

2) Dies kann man ebenfalls entweder nach Ausfiihrung der Konstruk-
tion feststellen oder z. B., aus MC = 6 cm < SC <<HC entnehmen,
wonach <X MHC im Dreieck MHC nicht der lingsten Seite gegen-
lberliegt, also nicht der gr&B8te Winkel sein kann und folglich
‘ein spitzer Winkel sein muB.



