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A 103F XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, milssen alle ver-
wendeten Aussagen pr#ézise formuliert und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muf deutlich erkennbar sein.
Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien S#tzen darzulegen.

171041

In einer Ebene € sind eine Gerade g und zweil Kreise'k1 und k,
gegeben.

Konstruieren Sie ein Quadrat ABCD, dessen Eckpunkte A und C auf
g liegen, dessen Eckpunkt B auf k1 und dessen Eckpunkt D auf k2
liegt! Beschreiben und begriinden Sie die Konstruktion!

Stellen Sie fest, filr welche Lagemdglichkeiten der gegebenen g,
ki ks ein solches Quadrat existiert und fiir welche von diesen
Lagemdglichkeiten es dann sogar eindeutig bestimmt ist!

171042

Man ermittle alle rationalen Zahlen x, fiir die die Zahl

z:x2+x+6

das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.
=

Von den nachstehenden Aufgaben 1043 A und 1043 B ist genau eine
auszuwdhlen und zu ldsen:

171043 A
Sind Bos8qseees8y 458, natilrliche Zahlen mit O ¥ a; <3
(@S0 Ayt inund et t
- . n . n-l . 1 3
z = a, 44 a1 4 +o..tay h+ao, so sagt man, z sei im

L-adischen System durch die Ziffern Br28p 1300038587 dargestellt,
und schreibt kurz
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Z = [?nan—l"'alao] L Ist dabei a, # 0, so heift die (auf ge-
nau eine Weise derart darstellbare) Zahl z (im 4-adischen System)
(n+1)-stellig.

Wir bilden nun jeweils zu einer natiirlichen Zahl z # O, nachdem
sie in dieser Weise dargestellt ist, die Zahl

2 2 28 2
L
z'za’ +a  _ +...tajtac.

Dieses Verfahren kann dann wiederholt werden; aus der Zahl z' er-
h#1lt man, nachdem sie im 4-adischen System dargestellt wurde, in
der angegebenen Weise die Zahl z'', aus dieser ebenso z"' usw. ¢
(Als Beispiel sei das Verfahren an der Zahl z = 54 erliutert: 4?/i“"

~

V<

Es ist z =342+ 1.0+ 2= 319, ' o N
d.h. die Ziffern dieser Zahl sind 3, 1, 2. Also ist R
z':32;12+22 = 14 =3'4+2=[32]}4’
2= 32 % 28 it O TR R KIS L ﬁllu
uswe.

Bezeichnet man jeweils die Anwendung des Verfahrens durch einen
Pfeil und 14Rt bei Darstellungen im 4-adischen System die Klam-
mern [ ] und die Angabe der Basis 4 fort, so kann man abgekiirzt
schreiben:

312 — 32 —» 31 usw.)

a) Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche, im 4-adischen System
dreistellige Zahl z die Zahl z' kleiner als z ist!

b) Beweisen Sie, daB man aus jeder natiirlichen Zahl z # O bei ge-
niigend h#ufiger Wiederholung des oben angegebenen Verfahrens
die Zahl 1 erhilt!

171043 B

Auf dem beiliegenden Arbeitsblatt ist dreimal ein Quader ABCDA,B,C,D,
in schréger Parallelprojektion dargestellt. Auf BB, liegt ein
Punkt M, auf CCy ein Punkt N und im Innern der Rechtecksflé&che

AlBlchl ein Punkt P.

Konstruieren Sie auf dem beigefligten Arbeitsblatt (in der verwen-
deten perspektivischen Darstellung) fiir die angegebenen drei Lagen
dieser Punkte jeweils die Schnittfigur, die sich als Schnitt des
Quaders mit der Ebene € durch M,N,P ergibt! Beschreiben und begriin-
den Sie Ihre Konstruktion!
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Arbeitsblatt zu 171043 B
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ACACIT XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 4 =42 - Magsi=

171044

Gegeben seien zwei von einem Punkt C ausgehende Strahlen s und t,
die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Ermitteln Sie die
Menge der Umkreismittelpunkte aller derjenigen Dreiecke ABC, de-

ren Ecken A und B auf s bzw. t liegen!

171045

Beweisen Sie, daR der Term

1g45 Y 2.~ 7)
1eld .7 2PR)

eine reelle Zahl definiert und daR diese rational ist!

171046

Man ermittle alle reellen L&sungen des Gleichungssystems
XA Sy

5 33l
Sty

XS+ =i6he

30 06 75-1 (204)



L 405VT

/
Rerr,

XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik

4, Stufe (DDR-Olympiade)

L8sungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 =id o Tags=

171041) L¥8sung: 7 _Punkte

I. Angenommen, es gibt ein Quadrat ABCD, das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht. Dann ist nach den Eigenschaften des
Quadrates g eine seiner Symmetrieachsen, und B und D liegen
nicht auf g und sind bezliglich g symmetrisch gelegene Punkte.
Demzufolge liegt D sowohl auf k, als auch auf dem Kreis ki"
der durch Spiegelung von k; an g entsteht. Ferner ist der
Schnittpunkt von g und BD der Diagnonalenschnittpunkt des
Quadrates ABCD, also von-allen vier Ecken A,B,C,D gleichweit
entfernt. Daraus ergibt sich, da® ein Quadrat ABCD nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgen-
de Konstruktion erhalten werden kann:

II. (1) Man spiegelt k, an g.
Das Bild von ky sei kl' genannt.

(2) Haben ki und k, wenigstens einen gemeinsamen nicht auf

g gelegenen Punkt, so bezeichnen wir einen solchen ge-
meinsamen Punkt mit D.

(3) Man spiegelt D an g. Der Bildpunkt sei B genannt.

(4) BD schneidet die Gerade g in genau einem Punkt E, da g
Mittelsenkrechte zu DB ist. Von E aus trégt man auf g
nach jeder Seite eine Strecke der Linge EB = —g ab. Die
so entstehenden beiden Punkte seien A und C genannt.

30 06 75-1
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III. Beweis, daB diese Konstruktion zu einem Quadrat ABCD der
geforderten Art ‘flihrt:

Als Schnittpunkt von k2 und k1' liegt D, wie gefordert,

auf k2, und B liegt als der zu D beziiglich g symmetrisch ge-
legene Punkt auf k,. Wegen DE = EB = EC = EA und DE # O

ist ABCD ein Rechteck und wegen DB =g folglich ein Qua-
drat.

IV. 1) Fallen kl' und k, zusammen, dann gibt es unendlich viele
Quadrate, die'den Bedingungen geniigen (keine Abb.).

2) Schneiden k1' und k, einander in zwei nicht auf g und
nicht symmetrisch zu g gelegenen Punkten, so gibt es ge-
nau zweil Quadrate ‘der verlangten Art (Abb. L 10411).

3) Haben kil und k, genau zwel nicht auf g, aber symmetrisch
zu g gelegene Punkte gemeinsam,
oder haben sie.génau zwel Punkte gemeinsam, von denen ge-
nau einer auf g liegt,
oder beriihren sich ky' und k, in einem nicht auf g ge-
legenen Punkt,
dann gibt es genau ein den angegebenen Bedingungen ge-

nligendes Quadrat (Abb. L 104121, 10H122, 1Oh123).

L) Haben kl' und k, keinen Punkt gemeinsam oder bertihren sie
sich in einem auf g gelegenen Punkt oder schneiden sie
sich in zwei Punktehvon g, dann gibt es kein Quadrat,
das die Bedingungen erfiillt (Abb. L 10&131, 1041
194133).

32°

Schluf der Lésung von 171043:

un gilt (wenn in abgekiirzter Schreibwgise die Gewinnung
von z' aus z jeweils durch z — z'dargestellt wird):

(1) 33—102—11—2—+10—1,

(2)@ 32 =830 cepo5Ep 0 e Qe

(3) 3—21—=11—-2-10—1.

In (1), (2), (3) treten aber alle Zahlen () auf.

Damit ist der Satz bewiesen.
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171042) L8sung: 6_Punkte

Angenommen, eine rationale Zahl x habe die verlangte Eigenschaft.
Dann gibt es ganze, zueinander teilerfremde Zahlen p, q mit q > O
und x = g sowie eine natiirliche Zahl n mit

2
25 £ Bnne R
q q
Daraus folgt p2 = q (-p -6q + n2q). Also ist p2 durch q teilbar.
Wire q durch eine Primzahl teilbar, so miiRte diese folglich in

p2 und damit in p enthalten sein, im Widerspruch zur Teilerfremd-

heit von p und q. Daher ist g = 1, und es gilt:

p2 +p+ 6= e
(p + %)2 =n? - gﬂ 3
23 =L 4h® < (Rpr+ 192

(2n = 2p - 1)(2n + 2p + 1). .

Damit ist die Primzahl 23 in zwei ganzzahlige Faktoren zerlegt,
deren Summe eine nichtnegative Zahl, n#mlich Un, ist. Folglich
scheidet von den beiden einzigen ganzzahligen Zerlegungen

23 = 1:23 = (-1)(-23) die zweite aus, und es gilt

entweder 2n - 2p - 1 =1, 2n + 2p + 1 = 23

oder 20 = 2p =il 223 U2t ENEpe il = S

Im ersten Fall folgt n - p = 1, n + p = 11 und daraus p = 5,

im zweiten folgt n-p 12, ne+.pi's .0 urid daraus p = -6.

Folglich k&nnen nur die Zahlen x = 5 und x = -6 die geforderten
Eigenschaften haben.

Tats#chlich ist sowohl 25 + 5 + 6 = 36 als auch 36 - 6 + 6 = 36
das Quadrat einer nattirlichen Zahl.



Lg 10

171043 A) L¥sung: 8 Punkte

£ 35 05 e e Siay

e e i <
a) Es sei z = a, 4< + a, L+ a, (1 2 a, o

2 2 2
1 [
Dann gilt z' = as +ay +aj, also
- 2 - - — - ;
Z Rz AN az(M a2) + a1(4 ay) ao(ao AN

Wegen der Bedingungen fir die a; gilt nun
az(uz-ag) 2 1-(16-3) = 13, ferner al(u-al) 2 0, sowie
ao(ao—l) s 6 und daher z - z' >0, w.z.b.w.

b) Ist z zun#ichst eine im l4-adischen System mindestens dreistellige
5 d n n-1 ) G ASiniS i
Zahl, so gilt z-an-H ta. 4 4 + okt ® a1-M+ao (n?2? O;ai =)

: nhH 2 -
(17= 10 R n St o) a, # 0) und z' =B _q4 *t.-.tagtag, also

z-z'za_(W-a ) + an_l(un‘1 8,40 % «oot 2 (l-a )-a, (8 -1),

was wegen an(u“-ayg 2 42-a17? 16 =3 =13 ai(hi—ai) 20

(i=1,...,(n-1)) a (a,-1) § 6 auf z - z' >0 fohrt.

Infolgedessen entsteht bei wiederholter Anwendung des genannten
Verfahrens eine Zahlenfolge, deren Zahlen, solange sie mindestens
dreistellig bleiben, sti#ndig kleiner werden. Demnach muf schlieB-
lich eine ein- oder zweistellige Zahl auftreten.

Nun sind s#mtliche ein- bzw. zweistelligen im l-adischen System
dargestellten Zahlen (# O) (wobei wir jeweils die Basis 4 aus
Griinden der Vereinfachung fortlassen):

1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33.

Da bei z' jeweils die Summe der Quadrate der durch die einzelnen
Ziffern 0,1,2,3 dargestellten Zahlen auftritt, hat die Reihen-
folge der Ziffern auf z' keinen Einfluf. Aus demselben Grunde kann
die Ziffer O fortgelassen werden. Ferner gilt [1]ﬁ = 41, Folglich
gentigt es, die folgenden Zahlen zu betrachten:

355 925k 3kl 1Dy eyl il (%)
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171043 B) L8sung: 8 Punkte

Im 1. Fall folgt aus BM = CN, daB M N || BC gilt. Die Ebene g

durch M,N,P ist mithin parallel zu BC{T 101 und A1D1. Daher ‘%““
schneidet sie die Ebene durch A1,B1,01,D1 in derjenigen Geraden,

die durch P parallel zu 5101 verliuft. Da bei Parallelprojektion
parallele Geraden wieder in solche Ubergehen, erh#lt man die
(Darstellung der) Schnittfigur MNUV, indem man die Parallele

durch P zu Blc1 mit den Strecken 01D1 und A1B1 zum Schnitt U

bzw. V bringt.
Im 2. Fall gilt zundchst:

Die Punkte M,N,Bl,C1 liegen in derselben Ebene. Da wegen CN > BM
ferner MN Bic1 ist, schneiden sich die Geraden durch M und N
bzw. durch B1 und 01 in einem Punkte X, der auf g 1liegt. Da X
ferner auf der Ebene d“*“QfA1’B1’C1’D1 liegt, die auch P enthdlt,
muB auch die Gerade durch X und P einerseits auf dieser Ebene und
andererseits auf € liégén, sie ist mithin die Schnittgerade dieser

beiden Ebenen.

Bei der im 2. Fall angegebenen Lage des Punktes P schneidet diese
Schnittgerade die Kanten C,D; bzw. AiBi'in Punkten U bzw. V.
Folglich ist die Vierecksfliche MNUV die gesuchte Schnittfl&che.

Im 3. Fall findet man zunschst wie im 2. Fall die Schnittgerade
durch X und P.

Bei der im 3. Fall angegebenen Lage des Punktes P schneidet diese
Schnittgerade die Kanten 01D1 bzw. A1D1 in Punkten U bzw. V.

Da auBer dieser Schnittgeraden auch die Gerade durch A1,51 in der
Ebene durch Al’Bi’ci’Dl liegt und UV 4fA1B1 gilt, schneiden sich
diese beiden Geraden in einem Punkt Y der erw#hnten Ebene, der als
Punkt der Schnittgeraden auch der Ebene € angehdrt. Daher liegt
auch die Gerade durch ¥ und M in € . Diese Gerade schneidet die
Kante A A, im Punkt W. i

Mithin ist dde gesuchte Schnittfléche die Fliche des Fiinfecks
MNTUYVW. (Anéere‘iééungsfortsetzungen zur Konstruktion von W
bestehen darin, da® man MW ||NU oder VW " NM nachweist und an-
wendet.) %



L 1031

T i
,/’aﬁﬁ“" 7 Abb. L1438

A ]
2 Fall
0, G £

J ' N

Al 87

Y
U OB AN
A rd



L2,

L9405 IT XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
Ceutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 Y Kl S Ko

171044) L&sung: 6 Punkte

Es seien g und h die auf s bzw. t senkrechten Geraden durch C. Un-
ter den von C ausgehenden Strahlen auf g und h gibt es je genau
einen s' bzw. t' so, daR der von s' und t' gebildete nicht Uber-
stumpfe Winkel W in dem von s und t gebildeten enthalten ist oder
inn enth&lt®).

Wenn nun ein Punkt P _Umkreismittelpunkt eines Dreiecks ABC mit

A €s und B € t ist, so ist P der Schnittpunkt der Mittelsenkrech-
ten von CA und CB, also zweier Geraden, die sich im Innern des :
Winkels W schneiden. Daher kdnnen nur Punkte im Innern von W der

gesuchten Menge angehoren.

Wenn umgekehrt ein Punkt P im Innern von W liegt, so liegen die
FuBpunkte Q bzw. R der Lote von P auf diejenigen Geraden, die s
bzw. t enthalten, auf den Sfrahlen s bzw. t selbst und sind von C
verschieden. Verlingert man die Strecken CQ und CR um ihre eigene
Linge Uber Q bzw. R hinaus, so erh#lt man folglich Punkte A bzw.

B, die ebenfalls auf s bzw. t liegen und zusammen mit C ein Drei-
eck ABC bilden. Nach dem Kongruenzsatz sws gilt ferner A CcQP gAAQP
und ebenso A crp £ A BRP, woraus PR = PB = PC folgt. Daher ge-
hért P der gesuchten Menge an.

Somit ist die gesuchte Menge das Innere von W.

) Bemerkung zur Korrektur: Statt des obigen Textes kdnnen s' und
t!' auch unter st#rkerer Bezugnahme auf die Abbildungen definiert
werden. Jedenfalls aber muf ein Verfahren zZur Auswahl von s'
und t' aus g und h angegeben sein.

301£06. 15=1
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171045) Lésung: 6 Punkte

Wegen 52 i) :>72 koG AR a0 Yo))
und wegen il 2<32 sowie 22< el o s 0 <zl Rl 1

' Daher existieren Zihler und Nenner von z, und der Nenner ist un-
gleich 0. Also definiert der angegebene Term eine reelle Zahl.

Ferner gilt

(3 - 2¥D2 = 17 - 12)/2.

(52 - 12 = 99 - T0Y7.
(3 - 2¥2)7 = 99 - 10Y7.
also

BYE 7ys 2 = Yo,
Daraus folgt durch Logarithmieren

2 - 1g(5)2 - 7) = 3 - 1g(3 - 2Y2). Daher gilt

18(5¥2 - 7). 3

12(3.~ 29/ 1<

und dies ist eine rationale Zahl, w.z.b.w.



12103 TT

171046) Losung: 7 Punkte
Wenn (x;y) eine L&sung von
x+xy+y:2+31/?, (Gl
x2 + y2 =26 (2)

is,: 80" folghix (1dy )t =024 By Piiyd = ,}/

sowie  x2(1py)? + 32 (143)° = 6 (147)2,
also (2¢3YZ - )2 + 3% (149)2 = 6 (147)%,
¥4 2 B gR L 6w WY e v eV g

(Z.B. bei dem Versuch, die irrationalen Summanden fiir sich genom-
men einander aufheben zu lassen, vermutet man y = 2 als eine Lﬁ—l
sung. In der Tat ist dies eine, und die Polynomdivision
(yu+2y3—lly2—(16+6ﬁ)y+16+12ﬁ) : (y-2) ergibt:) *)

Egdgilt yui-2y3-lly2-(16+6 V?)y+16+12}/—2') = (y3+uy2+uy—(8+6}/§'))-(y—2).
Aus (3) folgt daher

y=2 oder y3+uy2+4y¢(8+6]/ 2) =0 ”’
(Z.B. auf Grund der Beobachtung, daf y=2 und (1) zu x=}/'§' fihrt und
(1), (2) in x,y symmetrisch sind, vermutet man y =]/2-' als eine L&-
sung. In der Tat ist dies eine, und die Polynomdivision
(y3+4y2+4y—(8+461/2~‘)):(y—}/—E') ergibt:)*‘)
Es gilt yo+hy2ely-(8+6Y2) = (y2+(4+ YD y+6+4 YD) - (y-Y2) . Aus (3)
folgt daher y=2 oder y=}/§' oder y2+(’4+|/2)y + 6+41/2 = 0.
Die letztgenannte Gleichung Besitz’c wegen (U+ V2)2-4-(6+M V—2')=
= - 6—8]/?(0 keine reelle L&sung.
Aus yif= 20 unde (1) #felot % =V—2‘; aug a2 ndi ) S felptix wH2
Daher k&nnen nur die Paare (2;})/2) und (V?; 2) Ldsungen von (1),
(2) sein.

In der Tat gilt fir sie x+y=2+]/ 2, xy=2¥ 2, also (1), sowie
){2+y2 ISR sl e SR (L))

%)

Diese heuristischen Angaben sind zu einer vollst&ndigen Lsung
nicht erforderlich.
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Andere L8sungsm&glichkeit:

Ist (x3;y) eine L&sung des Systems (1), (2) und sind p, q dieje-
nigen Zahlen, filr die die Gleichung

22 4 pzZi# q =<0 (D)

die Zahlen x und y als L&sungen hat (im Fall x = y diese Zahl x
als einzige L&sung), so gilt nach den Vietaschen S&tzen

X A yisiti=iin und P CHLS o 1 4
22 2 e s
also x“+y° = (x+y)°-2xy = p° - 2q. Somit folgt aus (1), (2)
-p+tq = 2 + 32, (5)
p2-2q =60 (6)

Durch Aufldsen von (5) nach q und Einsetzen in (6) ergibt sich
p2-2p-2(5+32) = 0.

Diese Gleichung hat genau die L&sungen
py = 4 +¥V2 und P57 -(2+Y2),

wonach (5) auf Qe 6+}/3 bzw. g, = 2}f? filhrt.

Die mit P4594 gebildete Gleichung (4) hat keine reelle L&sung;
die mit PysQp gebildete Gleichung (4) hat 2 undvrg als L&sungen.
Also kénnen nur (2;V32), (¥ 2; 2) Losung des Systems (1), (2)
sein. Die Probe kann wie im 1. L&sungsweg erfolgen. :



