XVII. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Regublik
2. Stufe (Kreisolympiade)

Olympiadeklasse 10

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
-wendeten Aussagen prizise formuliert und bewiesen werden.
Der L&sungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankeng#nge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sétien darzulegen.
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Von vier Kreisen kl’ k2, k3, ku wird verlangt, daR sie die folgen-

den teiden Eigenschaften (1), (2) haben:

(1) Der Durchmesser von ku ist um 1 cm gréRer als der Durchmesser
von k3, dessen Durchmesser ist um 1 cm gréfer als der von k2,
und dessen Durchmesser ist um 1 cm grdBer als der -von kl'

(2) Der Flicheninhalt von ku ist so groR wie die Summe der Flichen-
inhalte der anderen drei Kreise.

Untersuchen Sie, fiir welche Linge des Durchmessers von k1 diese

beiden Forderungen (1), (2) erfiillt sind!

171022 .

Beweisen Sie die folgende Aussage: Wenn M der Mittelpunkt eines
Kreises k ist und wenn eine Gerade g, die durch einen Punkt A von
k geht, auf AM senkrecht steht, dann ist sie eine Tangente des
Kreises k, d. h. sie hat mit k genau einen Punkt gemeinsam.

171023
Man ermittle die Menge aller derjenigen reellen Zahlen x, flr die
der Term lg (x2 + 7x - 30) definiert ist.
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Wenn eine natiirliche Zahl Z # O im dekadischen System durch die
h . < < AR

Ziffernfolge aja 42 - aqay (mit Qi3 85249 flm. 3= 0w L i
und mit a, # 0) dargestellt ist, so bezeichnen wir als Quersumme

Q (Z) dieser Zahl Z die Summe

QUZYrmm /8 4 # 8L+ e iR b By

und als Querprodukt P (Z) dieser Zahl Z das Produkt

ROBRmcas v ol il ¥aliy 0.4 ey e

Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen Z mit 0 < Z < 1000, fiir die
(1) Q€2+ 'P(2)/ = Z gddt!
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

171021) L¥sung: 10 Punkte
Wenn (1) und (2) fiir eine L&nge d cm des Durchmessers von k

er-
i
fiillt sind, so haben k2, k3 und ku Durchmesser der Lingen (d+1)cm,

(d+2)cm bzw. (d+3)cm, und es gilt

‘l(‘dz +% (d+1)2,+ g (d+2)2 =¥ (d+3)2. Hieraus erhilt man

«

d2 3 a2 + 9 @kt wia® ¥ b ael = d

2 d° = 4 und wegen d> O daraus d = Y 2.

Daher kann nur die Linge ¥ 2 cm die Forderungen (1) und (2) er-
fiillen. Sie erfiillt sie tatsichlich; denn fiir diese Linge ergeben
sich als Fl&cheninhalte der vier Kreise

T v2 e T2 em
1 T2
o= T vz en® = T eV Den?,

2, 6 d+9, also

=
"

=
"

a =T (vE2 n? = T (e Den?,
Ay = T v2e3)2 en® = T (1146.VD)en®, und hiermit gilt
Ayt A2 + A3 = AN'
171022) Lésung: 8 Punkte

1. Beweis: (direkt)
B sei ein von A verschiedener Punkt auf g.

In dem Dreieck AMB liegt dann die Seite BM nach Voraussetzung
einem rechten Winkel und damit dem gréﬁten Winkel des Dreiecks
gegentiber. Es gilt also BM> AM. Da AM Radius von k ist, liegt
B auBerhalb des Kreises.

Die Gerade g hat also genau einen Punkt mit k gemeinsam.

Sie ist mithin Tangente des Kreises k.

30 06 73-1 1



L 10
2. Beweis (indirekt)

Angenommen die Gerade g, die mit dem Kreis k den Punkt A gemein-
sam hat, wdre nicht Tangente von k.

Dann milRte g den Kreis in einem zweiten, von A verschiedenen Punkt
- B genannt - schneiden. Da M wegen AM.L g nicht auf g lige, ent-
stiinde ein Dreieck AMB, und dieses wire gleichschenklig (AM=BM=r).

Nach dem Satz ilber Basiswinkel gleichschenkliger Dreiecke ergibe
sich = MAB = =¢ WBA = 90°

und damit =E MAB + MBA = 180°.

Das ist jedoch ein Widerspruch zum Dreiecksinnenwinkelsatz.

Die Annahme muf also falsch sein.
Die Gerade g ist folglich Tangente von k.

171023) Losung: 10 Punkte
Der Term 1lg (x2 + 7x - 30) ist genau dann definiert, wenn

x2 + 7x - 30> 0 ist. Dazu sind der Reihe nach &quivalent

X4 Tx 4 (%)2>30 + ilgp

2
(x + D >,
T
(x i+ E) :>y1%2 A
al
l«+ 2l >3
x+% >l§ oderx+-;—<—1—g
und damit
X 2> oder x < = 10.

Daher ist die gesuchte Menge die Menge aller reellen Zahlen X,
fiir die » > '3 oder x < - 10 gilt.

171024) Lésung: : 12 Punkte
1) Angenommen, fiir eine einstellige Zahl Z wére (1) erfiillt. Dann
folgte a it &, Feay und damit YA 0 im Widerspruch zur Voraus-

setzung.
2) Wenn eine zweistellige Zahl Z die Eigenschaft (1) hat, so folgt
a, +aj +taa = 1Oa1 tfals
aja = 9a1 > wegen a, # O aaso
a, = 9.
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Daher kann eine zweistellige Zahl Z nur dann die Bedingung (1) er-
fiillen, wenn sie mit der Ziffer 9 endet. Fir jede solche Zahl gilt
in der Tat ajta tasa = a1+9+9a1 = 1Oa1 + 9 = 1Oa1 +ag, also
ist die Bedingung (1) erfiillt.
3) Angenommen, fir eine dreistellige Zahl Z wire (1) erfiillt.
Dann folgte
a, + a; + a  +aaa; = 100a2 + 1Oa1 + 8y also
h ’.azéiao = 93a2 + 9ay, X
wegen 9 = a, mithin 9a1a2 3 99a2 + 9a1 = 9982-
Hieraus ergibe sich wegen a, > 0 der Widerspruch a, 2 ol
Damit erfiillen fiir 0 < Z < 1000 genau die Zahlen 19, 29, 39,
49, 59, 69, 79, 89 und 99 die Bedingung (1).



