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A 10;I  XVI. Olympiade Junger Mathematiker der 256 Bad Doberan

Deutschen Demokratischen Republik  Kollbruchweg 3
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 -1, Tag =

Achtung: ’'Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen priézise formuliert und bewlesen werden.
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Sﬁtzen darzulegen.

161041

Man beweise den folgenden Satz: Ist OPQR ein Parallelogramm, sind
ein Punkt X auf der Verliéngerung von OP iiber P hinaus und ein
Punkt Y auf der Verlingerung von OR iiber R hinaus gelegen und ist
S der Schnittpunkt von PY mit RX, so sind die Vierecke OPSR und
SXQY einander flicheminhaltsgleich.

i

161042

Konstruieren Sie ein Trapez ABCD mit AB|/ CD aus & + ¢ = 13 cm,
e+ f£=15cm P =100° und £ = 70°%1

Dabei seien a die Liénge der Seite AB, c die Lénge der Seite CD,
e die Linge der Diagonalen AC, f die Ltinge der Diagonalen BD,

¢ die GroBe des Winkels < DAC und ¢ die Grtfe des Winkels
<C ASB. S bezeichne den Schnittpunkt der beiden Diagonalen

des Trapezes.

Untersuchen Sie, ob ein solches Trapez existiert und bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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Von den nachstehenden Aufgaben 1043 A und 1043 B ist genau eine
auszuwidhlen und zu lésen:

161043 A

Bei einem sportlichen Dreikampf ergab sich in jeder der drei Sport-
arten eindeutig eine Reihenfolge der Sportler (gekennzeichnet durch
Platzziffern 1, 2, 3, e..). In jeder der drei Sportarten wurden fiir
die ersten fiinf Pldtze Punkte so vergeben, daB die Punktzshl (na-
tiirliche Zahl > 0) mit wachsender Platzziffer iumer kleiner wurde
und vom 2, Platz an mit wachsender Platzziffer die Punktdifferenz
zwischen benachbarten Pldtzen stets konstant war. Diese Punktbe-
wertung war fiir jede der drei Sportarten die gleiche.

Nach zwei Wettkémpfen ergab sich, daB die ersten drei Pliétze in
Jjeder dieser beiden Sportarten stets von den Sportlern A, B, C
errungen wurden (nicht notwendig in dieser Reihenfolge).

Jeder der Sportler A und B hatte nach zwei Wettkémpfen 17 Punkte,
und der Sportler C hatte 16 Punkte erreicht.

In der Gesamtwertung des Dreikampfes (Summe der drei erreichten
Punktzahlen) siegte der Sportler D, Zweiter wurde der Sportler C.

Man ermittle in den einzelnen drei Sportarten fiir die Sportler C
und D diejenigen Platzziffern, die diese Bedingungen erfiillen.

161043 B
Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen p, fiir die die
Gleichung
2 2
X =-pP+JD L ox=3
X -p
eine Ldsungsmenge L hat, die

a) leer ist
b) genau ein Element enth#lt
c) aus mehr als einem Element besteht!
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Ai10;IT XVI. Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

161044

Man ermittle alle ganzzahligen Zahlenpaare (x;y), die die folgen-
de Gleichung erfiillen:

Xy + 3x =2y -3 = 0,

161045

Fiir ein Rechteck ABCD sei a die Linge der Strecke BC, ferner sei
die Diagonale AC eine q mal so lange Strecke wie BC (q reell).
Von den Eckpunkten B und D geien die Lote auf AC gef#llt, ihre
PuBpunkte seien in dieser Reihenfolge E und F.

Man ermittle aus den gegebenen Werten a und q den Flécheninhalt
des Vierecks FBED,

161046

In einer Ebene £ sei ABCDEF ein regelmiBiges Sechseck. Eine Ebene
¢! gsei zu € parallel. In g* liege ein regelméBiges Sechseck
A'B'C'D'E'F' so, daB die Strecken AA', BB', CC', DD', EE' und FF'
auf & senkrecht stehen., Gegeben seien die Seitenliénge a = IT des
Dreiecks ACE sowie der Abstand h zwischen fund g'.
Man berechne hieraus das Volumen V des Polyederkorpers, der genau
die Strecken AC, CE, EA, B'D', D'F', F'B', AB', AF', CB', CD', ED'
und EF' als Seitenkanten hat (s. Abb. A 1046).

Abb, A 1046
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Ty 105 T XVI, Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -
161041) ILosung: 5 Punkte
1)
Es gilt 2 AOPSR + ASPX + ASRY

= Aor}x + AOI:Y

AR T
J J = AOQX + AOQY
= Aopsrt Aspx
+ Agpy *+ Agxqy
also Aopsr = 4sxqy,
WeZobow,e
1) Hat ein Polygon die Ecken AT E, und den Flécheninhalt F,
so setzen wir '
F = A 2
E1 ® En

/
8

ZNN <
0 P5TX (0] 2 X

Abb. L 1044 a
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L 10;I
161042) L¥sungs: ' Punkte

I. Angenommen, ABCD sei ein Trapez mit AB Ilcn, das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht,

E liege 1. auf der Verliéngerung von AB {iber B hinaus und
2, auf der Parallelen zu BD durch C.

Dann gilt nach dem Setz iiber Stufenwinkel "L ASB = L ACE =§,
und, da BECD ein Parallelogramm ist, BE = UD = ¢, also
ZE=a+cund CE=5D = £,

F liege 1. auf der Verliéngerung von AC {iber C hinsus und
2, auf dem Kreis um C mit £,

Dann gilt AF = e + f und nach dem Satz ilber gleichschenklige
Dreiecke und dem Dreie%kaauﬁenwinkelsatz L CFE = L FEC = ; (%)

Abb, L 1042 a




L 101

T,

III.

IV,

Daraus ergibt sich, da8 ein Viereck ABCD nur dann den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Kon-
struktion erhalten werden kann:

(1) Man zeichnet eine Strecke AF der Liénge e + f.

(2) Man tréigt an FA in P einen Winkel der GréSe § an.

(3) Man zeichnet den Kreis mit a + ¢ um A,
Schneidet der Kreis den freien Schenkel des Winkels, so
89‘E einer der Schnittpunkte.

(4) Man trégt an EF in E einen Winkel der GréSe ; nach der-
gselben Seite an, auf der A liegt.
Schneidet der freie Schenkel dieses Winkels AF, so sei C
der Schnittpunkt.

(5) Man zeichnet die Parallele zu AE durch C,

(6) Man trégt an AF in A einen Winkel der GrtSe ¢ nach der=-
Jenigen Seite an, auf der E nicht liegt.
Schneidet der freie Schenkel dieses Winkels die Paralle-
le, 80 sei D der Schnitipunkt.

(7) Man zeichnet die Parallele su EC durch D,
Schneidet sie AE, so sei B der Schnittpunkt.

Jedes so konstruierte Viereck ABCD genfigt den Bedingungen
der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion gilt AB||CD und T DAC = £ .
Aus der Konstruktion und den Sdtzen iiber gleichschenklige
Dreiecke, DreiecksauBSenwinkel und Stufenwinkel folgt:

IIB=-FWE=2 - TAFE=2+ F=¢.
SchlieB8lich ergibt sich aus der Konstruktion, da8 BECD ein
Parallelogramm ist; also gilt:

IB+DW=TBE+BE=1E = a + c;
I+ B0 =AC+TCE=XC +TF=AF = o + £,

Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind bis auf Kon-
gruenz eindeutig ausfiihrbar,

Ein (konstruktiver oder rechmerischer) Vergleich der ent-
stehenden Strecken ergibt, daB das Lot von A auf den freien
Schenkel des in (2) konstruierten Winkels eine

Linge { (= 15 om » #in 50°< 15 cm » 0,8)<13 om = a + ¢



L1051

hat; ferner gilt fiir die gegebenen Werte a + ¢ < e + £. Also
fiihrt Konstruktionsschritt (3) zu genau zwel verschiedenen
Punkten E1 A E2.

Fiir beide ergibt Konstruktionsschritt (4) je genau einen
Punkt C, bzw. C,; denn wegen Ei<IF (1 =-1, 2) hat der in Ey

angetragene Winkel eine GroSe (‘5 =<y Ei TX) < <X FE.A.
Konstruktionsschritt (5) ist jeweils eindeutig ausfiihrbar.
- Da fiir die gegebenen Werte £<Y , also erst recht

¢< § + I PE;X ausfallt, ergibt sich auch in Konstruktions-
schritt (6) je genau ein Schnittpunkt Dy (1 =1,2).

Ferner folgt aus €<y : Trédgt man wie in (6) anstelle von £
einen Winkel der GroBe ¥ an, so ergibt sich mit der Paralle-
len aus (5) ein Schnitipunkt Z; auf der Verlingerung von

CiDi {iber D1 hinaus. Fir ihn ist AE:[C:LZ:L ein Parallelogramm,
also gilt CiZi = IE', und es folgt T D I TES 3+ Also schnei-

det die in (7) zu konstruierende Parallele jeweils AE; in
einem zwischen A und Ei gelegenen Punkt Bi'

Somit existieren bis auf Kongruenz genau die Trapeze AB1 1 1,

A3202D2, die den Bedingungen der Aufgabe geniigen. Wegen

<X C,4B, # <t C,AB, sind sie nicht zueinander kongruent
Eedenfalls nicht bei Auffassung von 3132 bzw. 01, 02 bzw,.

D1, D2 als gleichliegenden Punkten; aber auch bei anderer

Auffassung nicht, wie sich etwa aus <X 521521< X 3 E

herleiten last | ¥,

*) Diese {iberlegung wird vom Schiiler nicht verlangt,
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161043 A) ILosung: 8 Punkte

Nach den Angaben iiber die Punktbewertung gibt es ganze Zahlen
a, b, ¢> 0 so, daB die Punktbewertung folgendermaBen lautet:

Platzziffer: 1 2 3 4 5
Punktzghl: a+3bsc a+3b a+2b a+b a

Wenn ein Sportler in zwei Sportarten die in der folgenden Tabelle
genannten Platzziffern eprreichte, so erh#lt er demnach die hier-
bei genannte Punktzahl:

Platzziffern Punktzahl
] 2a + 6b + 2¢
152 2a + 6b + ¢
1,3 24 + 5b + ¢
2,2 2a + 6b
253 2a + 5b
3,3 2a + 4b

Nur dann ktnnen zwei Punktzahlen, die hier in verschiedenen Zei-
len stehen, einander gleich sein, wenn dies die Zahlen 2a+5b+c
und 2a+6b sind; dann aber ist diese Zahl gerade. Daher kinnen A
undﬁﬂ*d;durch Jje 17 Punkte erreicht haben, daB sie in den beiden
Sportarten dasselbe Paar von Platzziffern hatten, nur in entge-
gengesetzter Reihenfolge. Dies kann nicht der 2. und 3. Platz
gewesen sein; denn dann hétte C zweimsl den 1, Platz, also eine
hthere Punktzahl erreicht. Es kann auch nicht der 1. und 2. Platz
gewesen sein; denn dann hétte C zweimal den 3, Platz, also eine
nicht nur um 1 kleinere Punktzahl erreicht.

Daher hatten A und,lg(zweimal, nur in éntgegengesetzter Reihen=-
folge) die Plétze 1 und 3 erreicht, und C kam zweimal auf Platz 2.
Hiernach gilt

2a + 5b + ¢ = 17. (1)
2a + 6b = 16, (2)

Aus (2) folgt 3b = 8 - a< 9, also b < 3; daher und wegen (2),
(1) verbleiben genau die folgenden Mdglichkeiten

Platzziffer 1| 2 | | 5

5

2

Fall I) b=1,a=5, ¢ =2;: Punktzahl 10

2:) 4
7{6
Fall II) b= 2, a = 2, ¢ = 33 DPunkbtzahl 11 611544

8
8
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Fall I: Da C noch A und B in der Gesamtpunktzahl iibertraf, muB er
im 3., Wettkampf Punkte bekommen haben. Die geringste
Punktzahl, die vergeben wurde, betrug 5. Also hatte C
insgesamt mindestens 16 + 5 = 21 Punkte. D muBSte folg-
lich mindestens 22 Punkte haben, D kann in den ersten
beiden Wettkémpfen hichstens zweimal den vierten Platz
(12 Punkte) und im 3, Wettkampf hichstens den ersten
Platz (10 Punkte) belegt haben. Damit konnte er hdch-
stens 22 Punkte erhalten. Also hatte er genau 22 Punkte,
und C hatte genau 21 Punkte,

Fall II. Mit der analogen Begriindung (zu Fall I) muBte C minde-
stens 16 + 2 = 18 Punkte haben., D konnte hichstens
4 + 4 + 11 = 19 Punkte haben, Da er C in der Gesamt-
punktzahl iibertraf, muSte er also 19 Punkte haben und
C genau 18 Punkte; als Platzverteilung ergibt sich wie-
der die unten angegebene.

In beiden Fdllen erhalten wir also als einzig m&gliche Angaben
iiber die gesuchten Platzziffern:
Wettkampf 1 2 3

=

Vom Sieger D belegter Platz 4. 4, 1.
Vom Zweiten C belegter Platz Plaliii@ S ibye
161043 B) Losung: 8 Punkte

A 2
Die Zahl x = p gehtrt fiir kein p zu I, daﬁ-:-u—lﬁ-furxsp
x-p

nicht existiert,
Fiir x # p ist die Gleichung #quivalent mit

322 o (2p + 3)x + 2p + 3p2 =0 und dies mit

2
it 323:_2 x + 22.;.22_ = 0, (1)

Also ist L die Menge aller Zahlen, die der LSsungsmenge M von (1)
angehtren und von p verschieden sind.

Nun besteht M genau aus 0,1 bzw., 2 Zahlen, wemnn in
2 2
(2£23)" - 22332 § o
das obere, mittlere bzw. untere Zeichen gilt, Dies ist jeweils
dquivalent mit

6



L 10;I
(2p + 3)2 - 12(2p + 3p°) § o.
0§ p°+gp -3
Of p+ag -+ + D
0f (0 -+ P.
Fir p < - 3 und fr p> § ist dsher M leer,
fir p = - % und fir p = g enthdlt M genau eine Za.hi,

fiir - % <P< g genau zwei Zahlen,
Ferner gehtrt genau dann p zu M, wenn

2
p2_22+2p+22+2;p__0
gilt. Dies ist Hquivalent mit
4p% - p = 0,
gilt also genau fiir p = 0 und fiir p = %. Genau fiir diese beiden

Werte ist also die Anzahl der Zshlen in L um 1 kleiner als die
Anzahl 2 der Zahlen in M.

Somit gilt: a) Gemau fir alle p < - 3 und alle p > § ist L leer,
b) genau fiir p = - %, o, %, g enthélt I genau ein
Element,
c) genau fiir alle anderen p besteht L aus mehr als

einem Element.



5303 I XVI., Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -
161044) ILdsungs 6 Punkte

Aus der gegebenen Gleichung erh&lt man durch dquivalente Um-
formungen

Xy +3x -2y -6 = =3,
x(y +3) =2(y + 3) = =3,
(x - 2)(y + 3) = =3,

Da ganzzahlige Losungen gefordert werden, miissen x - 2 und
y + 3 Teiler von -3 sein.

Folgende Félle sind mbglich:

x=2 -3 -1 +1 +3
y+3 +1 +3 -3 -1 und somit
X -1 +1 +3 +5
i -2 0 -6 -4

Wie die Probe bestidtigt, erfilllen die Zahlenpaare (=1; =2),
(1; 0), (3;-6) und (5; ~4) die gegebene Gleichung.

0der:Aus der gegebenen Gleichung erh&lt man durch dquivalente Um-

formungen:
3% + Xy = 2y + 3,
x(y +3) =2y +3 und firy § -3

y

+ y +
LiZgdacdy+i.
Setzt man y + 3 = z (z ganzzahlig), so erhdélt man
2 -
X=-——i—2+1=2—%-

Wegen x, z gaenzzahlig kommt filr z genau eine der Zshlen 3;
=3; 1; =1 in Frage.

30 06 31-1/1000/77 (204) ' 3



L 103TX
Man erh#lt z " y

s )
3 0 1
-3 -6 3
1 -2 w1
i -4 5

Tatséchlich erfiilleh ...
Fiir y = =3 hat die Gleichung keine Ldsung.,

161045) Lésung: 7 Punkte

Nach dem Satz des Pythagoras, angewandt auf das Dreieck ABC,
gilt:

T2 4 o = T0° q2a2, also TB° = az(q2 -1).
Daraus folgt q > 1 und IB = aquz - 1.
Nach dem Kathetensatz, angewandt auf das Dreieck ABC, erhélt man

a? < TR . aq, also CE = % und somit auch ZF = %.
2

2
Ferner gilt TE® . a2 - 52 = 52 (q2 - 1), algo BE = 84/g° -1 .
q q i
¢
by 5
=
.F E

A B

Abb, L 1045 a Abb, L 1045 b

Im Fall g<§ aq, also ¢>VZ , e1nd AP und CE ku.rBzer als die
halbe Diagonale AC, so daB die Punkte auf ihr in der Reihenfol-
ge A, F, E, C angeordnet sind, Daher gilt:

TP + TE + IC = IT, also TE = TC - IF - O = aq - 22 = &(d® - 2).
In Fell & 2 } aq, also q $YZ sind AF und CE nicht kilrzer als

die halbe Diagonale AC, so daB die Punkte auf ihr in der Reihen-
folge A, E, F, C angeordnet sind (fiir g = % aq mit E = F), Daher

2



L 10;1II
gilt in diesem Falle
¥ - TE + ¥ = 7O, aleoFE=n+m-rc=zg-aq=g(2-q2).

Der Flécheninhalt des Vierecks FBED (das fir 2 = % aq zu einer
Strecke entartet) betrigt deshalb

i ipgulpml S A el

2 q
161046) Losung: 7 _Punkte

Der genannte Polyederktrper 1#8t sich aus den Tetraederkbrpern

T1 = ACF'B', T2 = CD'F'B', TB = ACF'E und T4 = CD'FE zusammen=-

setzen,
Wegen KC = FD = F'DT und AC|| FD|| F'D' ist ACD'F' ein Parallelo-
gramm, also ist AACF' T ACD'F!,

Daher sind ‘I‘1 und T2)volumengleich, ebenso TB und,T4.

Sodann gilt AC = DTFY; TF' = F'C; TFTB' = TE, und weil AED'B'
und CEF'B Parallelogramme sind, ZB' = D'E, TBY = F'E.

Daher ist T1 € T4. Also sind alle vier Tetraeder T1, Ta‘ b R T4
untereinaender volumengleich und daher das gesuchte Volumen V das
Vierfache des Volumens von T2. FaBt man T2 als Pyramide mit der
Grundfléche B'D'F' guf, so ist diese die eines gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenliénge a, und h ist die zugehtrige Hthen-
lénge. Damit ergibt sich

2
V=4.§%—V—§‘ ohg%aahr.



Abb, L 1046
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