A 1051 XVI. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen pridzise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sétzen darzulegene.

161031

In einem Trapez ABCD mit AB|| CD und AB>TD sei a die Linge der
Seiten BC, CD und DA. Um die Eckpunkte geien Kreise mit gleichem
Radius so gezeichnet, daB

der Kreis um A die Seite AB in H und die Seite AD in E,

der Kreis um B die Seite AB in I und die Seite BC in F,

der Kreis um C die Seite BC in F und die Seite CD in G und

der Kreis um D die Seite CD in G und die Seite AD in E schneide.

Der iiber HI errichtete Halbkreis berihre die um C und D gezeich-
neten Kreise von auBen in den Punkten N und P.

Ermitteln Sie die Ldnge der Seite AB!

161032

Von einer Gleichung

x4~+ la3x3 + a2x2 +aX t+a; = 0 werde vorausgesetzt, daB alle
Koeffizienten ass 85y a1 und a ganze Zahlen sind.

Beweisen Sie, daB dann folgender Satz gilt:

Wenn eine rationale Zahl x eine Losung dieser Gleichung ist, so
ist x eine ganze Zahl.
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161033

Bei dem folgenden Kryptogramm sollen die Buchstaben so durch
Ziffern ersetzt werden, daB '
INES eine richtig geldste Additionsaufgabe entsteht. Da=-
+ JENS bei sollen gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern
+ AMES und verschiedene Buchstaben durch verschiedene Zife
N AMEN fern ersetzt werden.

a) Zeigen Sie, daf es im dekadischen Zahlensystem keine Lisung
der Aufgabe gibt!

b) Zeigen Sie, daB die Aufgabe im System mit der Basis 8 eine Lo~
sung hat, und geben Sie alle Ldsungen in diesem System an!

Hinweiss Sind a_, &, 8y ees, &, ganze Zahlen mit O Sas7

(1 =0 «ce n) und ay, > 0, 50 bezeichnet man durch Hintereinander-
schreiben 8, eece 8p8,8) im System mit der Basis 8 die Zahl
'z = ay " B % ol ay ¢ 62 4+ a, o gl + 8, * 8%, Zur Unterschei-

dung von der Zahl mit denselben Ziffern im dekadischen Zahlen= g
system kann man die Zahl z auch mit z =[a_ ... a,a.,8

) [n 2 10]8
bezeichnen.
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Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

161034
Beweisen Sie, daB

1 1 ] : ] i
1g(1 + T) + 1g(1 + 5) + 1g(1 + 3) + eee + 1g(1 + gg) = 2 gilt!

161035

Fir ein gerades Prisma und eine gerade Pyramide seien folgende
Voraussetzungen zugrunde gelegt: Beide Korper haben dieselbe
Grundfldche; diese ist ein gleichseitiges Dreieck mit gegebener
Seitenlédnge a. Die Spitze der Pyramide liegt in der Deckfléche
des Prismas. : V

Man ermittle diejenigen Werte fiir die (gemeinsame) Hohenliénge h
des Prismas (und der Pyramide), filir die unter den zugrunde ge-
legten Voraussetzungen der Mantel des Prismas den gleichen Flié-
cheninhalt wie der Mantel der Pyramide hat.

161036

Konstruieren Sie ein Drachenviereck ABCD mit AD = CD, 4B = CB
aus @+ b =12 cm, £ =9 em und B+ d = 172°!

Dabei seien a die Ldnge der Seite AB, b die Linge der Seite AD,
f die lLé&nge der Diagonalen BD, ﬁ die GrsBe des Winkels <X CBa
und ¢ die GroBe des Winkels <X ADC.

Beschreiben und begriinden Sie Ihre Konstruktion!

Untersuchen Sie, ob ein solches Drachenviereck existiert und be-
weisen Sie, daB alle Drachenvierecke, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen, zueinander kongruent sind!
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L 10;I XVI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen filr die
1. Stunfe gelten auch fiir die 3. Stufe.

610, Los 3 6 Punkte
G ) c

D 7

ra

A H M 78 B
Abb. L 1031

Wegen AR = ED betrtéigt der Radius der vier um die Eckpunkte ge-
zeichneten Kreise g.

Sei x die gesuchte Linge der Seite AB, dann gilt T =x - a da
wegen XB > UD der Punkt H zwischen 4 und I liegt.

Sei M der Mittelpunkt von AB und damit auch von HI, so ist

— - )2
T = 252 der Radius des Halbkreises fiber HI. 775

Da M, N und C auf derselben Geraden liegen, gilt
M"6=2+3‘—§—§=’-‘. Ebenso folgtms=§, also ¥X = I¥ = T = WD.

Somit sind die Dreiecke AMD, DMC und CMB gleichschenklig und we-
gen (s,s,8) kongruent,

Die Winkel <X AMD, <(DMC und < CMB sind folglich ebenfalls kon=
gruent, und da <L ANMD + m + JOUB = 180° ist, ist jeder von
ihnen 60° gro8.

Daher sind die genannten Dreiecke gleichseitig, und somit ist
fIf = ¥ = a. Die Seite AB hat also die Linge 2a. aP
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161032) Ldsung: 6_Punkte B
Angenommen, eine rationale Zahl x sei eine ILosung der gegebenen
Gleichung. Dann gibt es ganze Zahlen q # O und p, die zueinander
p - P i

t:ilerfrex;d sind und fiir die x ist. Hiernach gilt P
2-4-+a3%+a29—2+a13+a=0,also”
q qQ q 74 o

2 9 4

p4=- q(a3p + a2p q + 8aPq” +8.q ). Daher ist q ein Teiler von p
Da gber g zu.p und folglich auch zu p4 teilerfremd ist, ergibt

sich, daB8 q nur +1 oder =1 sein kann. At

Also ist x = % eine ganze Zahl,W.zZ.bewe 7(~

610 Los 8 Punkte

a) Angenommen, es gidbe eine Lisung.
Wir betrachten die einzelnen Spalten der Aufgabe. Es werden
jeweils drei einstellige Zahlen (unq gegebenenfalls ein Uber—
trag) addiert. Wegen 3 ¢« 9 = 27 kann dabel aus der letzten
Spalte hochstens ein Ubertrag von 2 in die ndchstfolgende
Spalte erfolgen. Wegen 3 « 9 + 2 = 29 gilt dies auch fiir die
iibrigen Spalten. Daher kommt wegen I + J + A (+U) = A + 10 N
und I + J+ U =8+ 9 + 2 flir N nur der Wert 1 in Frage. Daraus
folgte S = T. Nun mii8te in der zweitletzten Spalte
2E+1+2=E+k ¢ 10 (k ganzzahlig) sein, woraus E = 7
folgen wiirde, im Widerspruch zu E # S. Daher gibt es im deka-
dischen System keine Ldsung der Aufgabe.

b) Angenommen, die Aufgabe hat im System mit der Basis 8 eine
Losung. Dann gilt wegen 3 o 7 =[25] g0 3 ¢ 7 + 2 = [27] g, daB
ein moglicher Ubertrag in jeder Spalte hdchstens 2 betragen

1 nel

172

kann. Analog wie bei a) folgt daraus N = 1. e {5
Wegen 3 « 0 = O, 3.1=a3, 3.2=26

3¢ 3=[i1g 3. 4 =144 3.5=[17g

SIE 6-[22]89 3'7‘[25]8
folgt hieraus S = 3, Nun gilt in der vorletzten Spalte —

2E+1+1=E+k *[ijg (k ganzzahlig), woraus man E = 6
md k = 1 erhdlt. In der zweiten Spalte entsteht daher t bei
Addition von 1 + N+ E + M =1 + 1 + 6 + M ein Ubertrag von 1.



L1031
Die erste Spalte liefert somit I + J + A4 + 1= A+Xo [10]8.
also I + J + 1 = [10]8bzw. I+J=7, Mit den von X, S, E -
verschiedenen Ziffern 0, 2, 4, 5, 7 i1st dies wegen I # O, a1e
J # 0 nur dadurch msglich, daB eniweder I = 2 und J = 5 oder
J=2und I =5 gilt,

Damit verbleiben fiir A (# O) nur dis Zifferm 4 und 7 und fiir
M nur die von A verschiedenen unter den Ziffern O, 4 und 7.
Die Aufgabe kann also hochstens durch die folgenden Ersetzun~
gen im System mit der Basis 8 geldvst werden.

[ 2163] [ 2163] [ 2163] [ 2163] A A 11°
5613 5613 5613 5613 e WS R
4063 4763 7063 7463

14061)5  [14761)5 l17061fg  l17a61lg

5163 (5163 5163 5163 ]

2613 2613 2613 2613
4063 4763 7063 7463

140611y l14761]g  l170611g 174614

Da diese Ersetzungen alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen, sind
sie die gesuchten Losungen.
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Ly thewert
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag =
161034) Lisungs 5 Punkte
Es gilt nach den Logarithmengesetzen
' D
1g (1+Jﬁ)=lg (n+ 1) - 1g (n). (n> 0) Zn

Summiert man nun von n = 1 bis n = 99, so erhdlt man
g (1 +%1-) +1g (1 + gé) + 1lg (1 +‘§-l}) +eoet+ 1g (1 + 3,-) =
Py o)
= 1g 100 = 1g 99 + 1g 99 = 1g 98 + 1g 98 = +oee= 182 + 1lg2 - 1lgl. A5
= 1g 100 +(=1g 99 + 1g 99)+(=1g 98 + 1g 98)+cece+{=1g2 + 1g2)=lgl. e

In dieser Zeile sind die in den Klammern stehenden Summen jeweils
gleich Hull. Da 1g 1 = 0 und lg 100 = 2 gilt, ist damit die Be~-

hauptung bewiesen. T P
161035) Losung: I _Punkte

Da die Pyramide gerade ist, liegt ihre Spitze im Schwerpunkt dexr
Deckfléche des Prismas. Dexr Mantel der Pyramide besteht aus drei
zueinander kongruenten gleichschenkligen Dreiecken mit der Basis~
lénge a. Bozeichnet man die Liénge der zugehtrigen Hshe in diesen
Dreiecken mit H, so ergibt sich nach dem Lehrsatz des Pythagoras

H2=h2+(% aﬁ)2=h2+71§az, R.AP,
Also hat der Mantel der Pyramide den Fldcheninhalt
M.IBga‘Vh +T2'520 ’;‘/D
Der Mantel des Prismas hat den Fldcheninhalt
PR
uz = 3ah, //

Daher ist wegen a> O und h > 0 die Forderung M1 = M‘z der Reihe :
nach gleichwertig mit

g
3ahgayh2+1%a§, 7.

2h ==‘\/h2 + -ﬁ-l az, 4h2 = hz + 1—; 3.2,
ha = “z 32’
h = % 8o »3/:)

30 06 30-1
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161036 Losung: 8 Punkte

I. Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das den Bedingungen der Auf-
gabe geniigt. Dann gilt AB = BC = a und AD = CD = b. Auf Grund
der Symmetrieseigenschaften des Drachenvierecks halbiert die
Diagonale BD die Winkel << CBA und < ADC. Der Kreis um A mit b
schneide die Verliéngerung von BA {iber A hinaus in E. Nach dem
Satz iiber AuBenwinkel eines Dreiecks gilt dann
TTOE = J(B+4).

Da XF = XD nach Konstruktion gilt, ist BE = a + b. Ferner ist
das Dreieck ADE gleichschenklig. Fiir seine Basiswinkel gilt
folglichs

A - FEE = § - (1&0° - § (B+d) )=9o°-}(/e+cf). 4 .

Abb. L 1036

Daraus ergibt sich, daB8 das Viereck ABCD nur dann den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht, wenn man es durch folgende
Konstruktion erhalten kann.

II. (1) Man zeichnet eins Strecke BE mit der Liénge a + b.
(2) Man trdgt an EB in E einen Winkel der GriSe
90° - % (/3‘+J‘) an.
(3) Man zeichnet den Kreis mit £ um B.
Schneidet der Kreis den freien Schenkel des Winkels, so
sei D einer der Schnittpunkte,.

S A bl on. St
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(4) Man trdgt an DE in D einen Winkel der GriSe
- % (/3+J) an.
Schneidet sein freier Schenkel die Strecke BE, so sei 4
der Schnittpunkt.
(5) Man zeichnet die Kreise um D mit DA und um B mit BA.

Der Schnittpunkt dieser Kreise in der durch BD bestimm-
ten Halbebene, in der A nicht liegt, sei C genannt.

III. Jedes sb konstruierte Viereck ABCD entspricht den Bedingun-
gen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konmstruktion gilt BD = f.
Da an ED gleichgroBSe Winkel angetragen wurden, folgt,
daB das Dreieck EDA gleichschenklig ist. (¥)
Nach Konstruktion, Innenwinkelsatz und AuSenwinkelsatz
eines Dreiecks ergeben sich die folgenden WinkelgriSen:

mag(ﬁﬂﬂ wma FHOD + FHB = § (A+).

Nach Konstruktion sind die Dreiecke BDA und BDC symme-
trisch beziiglich BD. (¥ %)

Daraus folgt:

T UBL+ FAC = A+

Aus (¥ ¥ ) folgt, daB das Viereck ABCD ein Drachenvier-
eck mit ZD 5 UD, AB = UB-ist.

IV, Die Komstruktiomsschritte (1) und (2) sind bis auf Kongruens
eindeutig ausfithrbar.
Nun gilt laut Aufgabenstellung f < a + b, der Winkel <X AED
1iegt also der kleineren Seite gegeniiber. Daher ist (3) ent=-
weder zweideutig oder eindeutig oder nicht ausfihrbar.

Mit den gegebenen GriBen erhilt man bei der Komstruktion des
Dreiecks ADE zwel verschiedene Punkte D, und D,. Danach sind
die Konstruktionsschritte (4) und (5) jeweils eindeutig aus-—
fihrbar.

Somit erhdlt man die beiden Drachenvierecke A1BO1D1 und

c D2AzB

Sie sind zueinander (ungleichsinnig) kongruent; demn es gilt:

BT{ = B'Fz' a £, &”51151 = 2152125, wegen A,D, " A,D, als
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Stufenwinkel, welter gilt < BED, + < EED; = XD,D,B
(AuBenwinkelsatz) sowie <CED;4, + ?:AZDZB = <C D,D,B,
;::::? wegen {521)78 = qu)z% dann (A BD, = {Aal)zB

—
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Abb. L 1036 &



