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A 10T XV, Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 = 1, Tag =

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prédzise formuliert und bewiesen werden,
Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein,
Die Gedankengédnge und Schliisse sind in logisch und gram-

~ matisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

151041

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit der
Kantenlénge a (Abb, A, 1041). 5 x
Durch die Punkte A und F, A und H sowie £,
F und H seien drei ebene Schnitte so

gelegt, daB sie jeweils zur Raumdiago-

nalen EC parallel verlaufen., Durch ;

diese Schnitte werden drei Teilkdrper 4 f
vom Wiirfel abgetrennt. Berechnen Sie

das Volumen VR des verbliebenen

Restkdrpers! Abb, A 1041

151042

In einem vorgegebenen quadratischen
Gitternetz sollen die in Abb,

A 1042 dargestellten 36 Schnitt-
punkte der Gitterlinien durch einen

N
L
)
3
2

2

geschlossenen Streckenzug derart B 15 1% 17 |8

verbunden werden, das 8 o (o |2 |8 [%

(1) Jjede Teilstrecke des Strecken- % 1z 127 Tz 12
zuges entweder waagerecht oder IR 5 O T T

senkrecht verliuft,

(2) beim Durchlaufen des Strecken=-
zuges jeder der 36 Punkte genau Abb, A 1042
einmal erreicht wird und
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(3) die entstehende Figur mindestens zwei Symmetrieachsen besitzt,
die gleichzeitig auch Symmetrieachsen des Quadrates mit den
Eckpunkten 1, 6, 36, 31 sind,

Zeichnen Sie mdglichst viele derartige Streckenziige, die unter-
einander nicht kongruent sind, und beweisen Sie, daB es keine wei-
teren mit den geforderten Bedingungen gibt!

Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und 1043B ist genau eine
auszuwdhlen und zu ldsen:

1510434

Ist z eine reelle Zahl, so werde mit [ z] diejenige ganze Zahl
[zJ =g bezeichnet, fiir die g £z« g+1 gilt.

Man ermittle alle reellen Zahlen x, fir die

- 105 x££ 2 und
[24] - (2 enwn
151043B

In einer Ebene mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten
(x;y) seien die Punkte F, ( ¥2; 12) und F, (-V2;-12) sowie der

Graph k derjenigen Funktion f gegeben, die fiir alle reellen x f 0
durch f(x) = % definiert ist.

Man beweise: Es gibt eine Zahl ¢, so daB k in der xy-Ebene die
Menge aller derjenigen Punkte der xy-Ebene ist, fiir die der Be=-
trag der Differenz der Absténde zu den Punkten F, und Fy gleich c
ist, Man ermittle diese Zahl c.
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151044

Man ermittle alle ungeordneten Paare (x,y) aus zwei natiirlichen
Zahlen x,y mit x # y, fiir die folgendes gilt:

Das arithmetische Mittel von x und y ist eine zweistellige Zahl.
Vertauscht man deren Ziffern, so erhilt man das geometrische
Mittel von x und y (das ist die Zahl yxX y ).

151045
Konstruieren Sie ein Dreieck ABC aus s,R,r! Dabei sei s der halbe

Umfang, R der Radius des Ankreises an die Seite AC und r der
Radius des Inkreises des zu konstruierenden Dreiecks ABC.
Ermitteln Sie Beziehungen, die genau dann zwischen den gegebenen
Lgngen s, R, r bestehen, wenn ein derartiges Dreieck existiert!
Untersuchen Sie, ob es dann bis auf Kongruenz genau ein solches
Dreieck gibt!

Hinweis: Es gibt zu dem Dreieck ABC genau einen Kreis, der
die Seite AC, die Verlingerung von BA iiber A hinaus
und die Verlidngerung von BC iiber C hinaus beriihrt.
Dieser Kreis heiBt der Ankreis an die Seite AC des
Dreiecks ABC,

151046

Es sei f eine filir alle reellen Zahlen x definierte Funktion.
forausgesetzt werde, daB f nullstellenfrei ist, d.h., daB keine
reelle Zahl x mit f(x) = O existiert,

Untersuchen Sie, ob aus dieser Voraussetzung folgt, daB auch die
durch F(x) = £(2x) + f(3x) fiir alle reellen Zahlen x definierte
Funktion F nullstellenfrei ist!
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L 10;I XV, Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4. Stufe (DDR-Olympiade) ¥
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 =N Tagn =
15104 1) Lésung: 5 Punkte

Es sei M1 der Mittelpunkt der Strecke BC und M2 der des Quadrates
ABFE. Nach der Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes ist dann
M1M2 ” CE, Die zu CE parallele Ebene durch A und F geht durch M2
und enth#lt somit die zu CE parallele Gerade durch Mz. Also geht
sie durch M,. Der Teilkbrper, den sie vom Wiirfel ABCDEFGH ab-
schneidet, ist folglich das Tetraeder ABFM,. Sieht man das Dreieck
ABF als Grundfldche und BM1 als Hohe dieses Tetraeders an, 80O
folgt, daB sein Volumen

H G
E &
\K\
N Abb, L 1041
D)'.- Gl ¢
/
,/”” =17 M
A 8

. 3 Y02 1 1 3 i
VT_g.Ea--Ea=:rza betrigt.
Analog erhdlt man fiir die beiden anderen Schnitte ebenfalls als
abgetrennte Korper Tetraeder mit dem Volumen VT’ wobei je zweil

dieser Tetraeder keine gemeinsamen inneren Punkte haben,

Wegen 3VT = % a3 betrdgt infolgedessen das Volumen des Rest-

L A W
korpers VR 24 (=T

151042) Losung: 7 Punkte

Ein Quadrat besitzt genau vier Symmetrieachsen., Zwei enthalten die
Diagonalen und zwei gehen durch’die Mittelpunkte gegeniiberliegen-
der Seiten, Im vorliegenden Fall liegen auf den Symmetrieachsen,
die die Diagonalen enthalten, jeweils 6 Gitterpunkte. Hétte ein
Streckenzug s mit den Eigenschaften (1),(2),(3) eine die Diagonale
d enthaltende Symmetrieachse, so gibe es in s einen Teil-Strecken-
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L1031
zZug ; von einem der sechs Punkte auf 4 zu einem anderen, wobei t
auBer seinen Endpunkten keinen weiteren Punkt auf d enthielte.
Dann k&me in s auch der durch Spiegelung an d aus t entstehende
Streckenzug t' vor., Dieser aber wiirde mit t zusammen bereits einen
geschlossenen Streckenzug bilden, ohne daB alle gegebenen Punkte
auf ihm liegen., Deshalb scheiden die die Diagonalen enthaltenden
Geraden als Symmetrieachsen aus. ;
Die restlichen zwei Achsen teilen nun das Quadrat in vier Teil-
quadrate, Angenommen, ein Streckenzug s mit den Eigenschaften
(1),(2),(3) kbnnte, nachdem er einmal (aus einem anderen Teilqua-
drat kommend) in das linke obere Teilquadrat q (Abb, ‘L 1042a) ein-
getreten iat und dort einen Teil-Streckenzug t durchlaufen hat,
q wieder verlassen, ohne alle 9 Punkte von g durchlaufen zu haben,
Dann enthielte 8 auch den durch Spiegelung an der einen Symmetrie-
achse aus t entstehenden Streckenzug t' sowie die durch Spiegelung
an der anderen Symmetrieachse aus t, t' entstehenden Streckenziige
th, t"', Die Streckenziige t,t',t"',t" wiirden bereits einen ge-
schlossenen Streckenzug bilden, der nicht alle gegebenen Punkte
"enthielte, Daher geniligt es, diejenigen Teil=-Streckenziige zu unter-
suchen, die alle 9 Punkte von q durchlaufen., Der gesamte Strecken=-
zug s liegt aus Symmetriegriinden dann fest und hat die geforderten
Eigenschaften,
Der Streckenzug von 2 nach 1 und von
| da nach 7 kann bereits eingezeichnet

17_42 °3I werden, da der Punkt 1 nicht anders
71 % °gi erreichbar ist,
_LLE}' Fall . 1: ‘
Der Streckenzug komme vom rechten Qua—‘
Abb, L 1042a drat und erreiche den Punkt 3, verlaufe
zu 2, 1, 7 und von dort weiter zum
Punkt 13,
R DRIE) Dann liegt der restliche Verlauf des

Streckenzuges eindeutig fest, da vom
letzten def neun Punkte das linke
untere Quadrat erreicht werden muB
(Abb. I 1042D)

Abb, L 10420



L 1031

Abb, L 1042¢

Abb, L 10424

Abb, L 1042e

Fall 23

Der Streckenzug verlaufe wie im Fall 1
bis zum Punkt 7 und weiter zum Punkt 8,
Von dort an liegt der restliche Strecken
zug eindeutig fest (Abb, L 1042c)

Fall 3:

Der Streckenzug verlaufe vom Punkt 3
zum Punkt 9, Eine Verldngerung zum
Punkt 15 wiirde den in Abb, L 1042c' ge-
zeichneten, an einer Diagonalen gespie-
gelten Streckenzug ergeben, Bei einer
Welterfiinrung vom Punkt 9 zum Punkt 8
ist der iibrige Verlauf eindeutig fest-
gelegt, (Abb, L 1042d)

Damit sind alle M8glichkeiten, mit dem
Punkt 3 zu beginnen, ausgeschopft.

Der Streckenzug beginne im Punkt 9.

Bei der Weiterfiihrung iiber die Punkte 8
oder 15 wire der Punkt 3 nicht mehr
erreichbar, wenn der Streckenzug zum
linken unteren Quadrat weitergefﬁhrt
werden soll,

Fall 4:

Verlaufe der Streckenzug also {liber die
Punkte 9, 3, 2, 1 und 7 (Abb., L 1042e).
Bei der Weiterfiihrung nach 13 konnte 8
nicht mehr einbezogen werden, Bei der
Weiterfﬁprung nach 8 wiirde 13 oder 15
unerreichbar sein, Es gibt in diesem
Falle also keinen derartigen Strecken-
Zuge.



L 10;1 Fall 5: (Abb, L 1042f)

Der Streckenzug beginne im Punkt 15,
i Bei der Weiterfiihrung nach 9 ergibt
sich die gespiegelte Abb, L 10424, Bei

Gy der Weiterfilhrung nach 14 ergibt sich
_,;21_:E":§+_‘_ die gespiegelte Abb, L 1042b, Andere
1 Moglichkeiten, den Streckenzug von
Punkt 15 aus weiterzufiihren, gibt es
Abb, L 1042f nicht,

Damit ist gezeigt, daB es drei und nicht mehr als drei Strecken-
ziige der geforderten Art gibt. Die geschlossenen Streckenziige
haben folgende Formen:

Aus Abb, L 1042b aus Abb, L 1042c

aus Abb, L 10424

4



L 10;I

1510434 ) Losung: 8 Punkte

Ist x eine reelle Zahl und g = [x] s 80 ist x = g + a mit elner
reellen Zahl a, fiir die O § a < 1 gilt, Perner ist dann [x] g2
und x2 = gz + 2ag + a2. Daher hat x genau dann die Eigenschaft
[xz] = [x] 2, wenn O S 2ag + al < 1 gilt. (1)

1. E8 sei x eine ganze Zahl, Dann gilt a = O, und damit ist (1)
erfiillt,
Also haben x = - 10, =9,...,1, 2 die geforderten Eigenschaften,

2, Es sei 0<a <1, doh, x ist keine ganze Zahl, und entsprechend
der Bedingung -10= x < 2 sei g eine der Zahlen =10, =9,.0e,1¢

2.1, Es sei g = -1, d,h, x < O, Dann ist 2g + a < 0 und (1) nicht
erfiillt,

2.2, Es sei g = 0, d,h, 0< x <1, Dann ist (1) wegen 0 <a < 1
erfiillt,

2,35, Es sei g = 1, d.h, 1 <x <2, Dann ist (1) genau fiir diejeni-
gen a (mit 0 <a < 1) erfiillt, die (a+1)2 < 2 oder, wegen
a+1> 0 gleichbedeutend hiermit, a+1< Y2, d.,h, 0 <a< 7 - 1
erfiillen, d.h, genau fir 1 < x<V7 ,

Damit ist bewiesen: Die gesuchten Zahlen x sind genau die ganzen

gahlen -10, =9, -8, —7, B MG, PO D e S DT I TN G 1

reellen Zahlen x mit 0 S x< V7 ,

151P43B) Losung: E 8 Punkte
Wenn ein Punkt P(x;y) auf k liegt, so gilt x ¥ O und y = —1’2, also

ﬁ = {(X-V?)2+(% -1/7')2 = }/x2-2}/'2‘x +4 - QQXQ‘_,, —1-2-
x

Yix+ L-y2)?

L}

und ebenso

= 2

F P = ‘]/(x+—+1/—‘) ‘

Aus (X+-—) =x2+2+—-§>2 folgt, wennx>01st,x+—>f

wenn aber x < O ist, -(x + —)>}/_‘ 5
Im Falle x> 0 gilt daherFPsx-v%- -;/—2‘,'3‘?=x+-}c+-]/2 :

i T 5 1
in Falle x <0 aber P = -(x + H+y2, P =-(x+3) - V2.
In beiden Fillen ist folglich |T,P - F,F| = 2y7 .



L 1031
II, Wenn ein Punkt P(x;y) die Eigenschaft IF1P - FgPl = 2'{7T. hat,

so tolgt |V(x V)2 + (v - VD2 - Vix + VD2 + (v +VD2|= 22
und daraus der Reihe mnach
Exg‘+ 2y2 +8-8= 2'V&4 + y2 + 2x°y° - 16xy + 16

(x2 + y2)2 aizt s y4 + 2x2y2 - 16xy + 16
16xy = 16, also x £ O und y = %, d.h, P € k.
Also ist k dje Menge aller Punkte P, fiir die F1P - FZPI =c

mit ¢ = 22 gilt.

717 2)

Pxit)

kK (-12;-12)

Abb, L 1043B



2 (et O B XV, Olympiade Junger Mathematiker der
Deutschen Demokratischen Republik
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewsrtung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag =

151044) Lsungs 6 Punkte

Angenommen, fiilr nattirliche Zahlen x,y seien diese Bedingungen er-
fiillt, Dann gibt es natiirliche Zahlen a,b mit 0< a,b <10 und

X+Y."10a 4 b, x-y = (100 + a)?, also

2

(x + y)2 = 4(100a2 + 20ab + b2),

2

4xy = 4(100b° + 20ab + az), also

(x - y)% = 4.99:(a? - b?),
Daraus folgt zunichst a> b, Ferner folgt: 4:99:(a - b)(a + b)
ist eine Quadratzahl, Also ist die genau einmal in dem Produkt
4.99 enthaltene Primzahl 11 ein Teiler von (a - b)(a + b). Wegen
0< a =-b <9 ist a-b nicht durch 11 teilbar, also muB a+b dies
sein., Wegen O < a+b < 20 folgt daher a + b = 11, Folglich mu8
a-b eine Quadratzahl sein, Wegen a+b = 11 ist genau eine der
Zahlen a,b gerade, also ist a-b ungerade., Hiernach und wegen »
0 < a-b < 9 ergibt sich a = b = 1, Daraus und aus a+b = 11 folgt
a= 6, b=5, alsa

X +y=2(10a + b) = 130,

|x - y|= /&99-1T = 66,

Also kdnnen als x,y (in beliebiger Reihenfolge) nur die Zahlen 98,
32 die verlangten Eigenschaften haben,
Tatsidchlich gilt

E-%-I = 65 und Yx-y = {3136 = 56,
Mithin erfiilllt nur das ungeordnete Paar (98,32) die geforderten
Bedingungen,

50 05 99-1(588) 1




L 10;II

12105§}L65ung: 7 Punkte

I. Angenommen, A ABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der
Aufgabe geniigt, Der Beruhrungspunkt des Ankreises mit der Seite AC
sei T, die Beriihrungspunkte dieses Ankreises mit den Strahlen aus
B durch C bzw, aus B durch A seien U bzw, S. Der Mittelpunkt des
Ankreises sel M, der des Inkreises I, Dann gilt nach dem Satz 'iiber
Tangentenabschnitte von einem Punkt an einen Kreis:

TS - I, IS = AT, 0T = 00 .
Ferner gilt ’

= - =T -5, Wal -0, 05«0+l + IS
und mithin

B+ 50+ 0 =W-T5+W-TW+T0+i5=21%, also

8 = % (AB + BC + CK) = ¥U,

Da die Strahlen aus B durch S bzw. U die genannten Kreise mit den
Mittelpunkten M und I berithren, liegen M und I nach einem bekann-
ten Satz auf der Winkelhalbierenden von <f SBU (Abb. L 1045).

M
) ;
[/ \ 3 Abb, L 1045
4
{

Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen
der Aufgabe geniigt, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

N

II, (1) Man zeichnet eine Strecke der Linge s mit den Endpunkten
B und S,
(2) Man errichtet in S die Senkrechte auf SB und trigt darauf
eine Strecke der Linge R ab, Der andere Endpuhkt dieser
Strecke sei M,



L 10;1I

(3) Man spiegelt SB an MB und erhdlt UB.

(4) Man zeichnet zu SB die Parallele im Abstand r, Schneidet
sie MB in einem Punkt zwischen B und M, so sei I diese
Schnittpunkt, ;

(5) Man zeichnet die Kreise um M bzw, I mit den Radien R
bzw, T, '

(6) Man konstruiert, falls die unter (5) konstruierten Kreise
sich nicht schneiden, eine ihrer inneren Tangenten, Ist
das der Fall, so seien A bzw, B die Sehnittpunkte dieser
Tangente mit SB bzw, SU,

III, Jedesso konstruierte Dreieck ABC entspricht den Bedingungen

der Aufgabe,

Beweis: Laut Konstruktion hat das Dreieck ABC einen Inkreis vom
Radius r und einen Ankreis an die Seite AC vom Radius R,
Laut Konstruktion gilt ferner 8 = B8 = T = % (XB+BC+CK).

IV, Die Konstruktionsschritte (1), (2), (3) und (5) sind stets
eindeutig ausfiihrbar, Der Konstruktionsschritt (4) ist genau dann
ausfilhrbar, wenn R> r gilt, und in diesem Falle eindeutig aus-
fiihrbar, Konstruktionsschritt (6) ist genau dann ausfithrbar, wenn
MIT 2R +r gilt, Wegen MT = M8 - TT und M5 = Vsz + R2 (Pythagoras)

sowie BI = EEE;—E (Strahlensatz) ist diese Bedingung gleichwer-
tig mit M8 - BT2 R + r, also auch mit Vs + RS (1 - ﬁ) Z (R + 1) 0k

Fir MT . R + r erh#lt man genau eine gemeinsame Tangente und damit
. auch genau ein Dreieck ABC,

Fir IT> R + r erhdlt man genau zwei gemeinsame Tangenten und

genau zwei spiegelbildlich zu MB liegende kongruente Dreiecke.

Daher existiert genau dann ein den Bedingungen der Aufgabe ent-

sprechendes Dreieck, wenn (¥) gilt; und ist dies der Fall, so

gibt es bis auf Kongruenz genau ein derartiges Dreieck,

151046[L65ung: 7 Punkte

Es sei (beispielsweise) definiert:

1 filr X' 3
£(x) =
-1 filr x 2 3) ..



L 10311

Dann ist f eine fiir alle reellen Zahlen x definierte nullstellen-
freie Funktion, und die durch F(x) = f(2x) + f(3x) definierte
Funktion F hat die Eigenschaft F(1) = £(2) + £(3) = 1 + (-1) = 0,
es existiert also eine reelle Zahl x, nimlich x = 1, mit F(x) = O,
folglich ist F nicht nullstellenfrei., Also folgt aus der Voraus-
setzung, eine fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion f sei
nullstellenfrei, nicht, daB auch die durch F(x) = £(2x) + f£(3x)
fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion F nullstellenfrei
ist,



