A 10;I XV. Olympiade Junger Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 -1, Tag =

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) musB Qeutlich erkennbar
sein. Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

151031

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit der Seitenlénge BC = a und der
Hohenlénge XD = ha‘ Die Gerade g sei die Parallele zu BC durch A.

Berechnen Sie das Volumen V des Kdrpers der durch Rotation der
Dreiecksfléche ABC um g entsteht in Abhéngigkeit von a und ha!

151032

Gegeben sei eine Strecke AB mit EB = 5 cm.

Man konstruiere die Menge aller Punkte P, die die Eigenschaft
haben, Inkreismittelpunkt je eines rechtwinkligen Dreiecks ABC
mit der Hypotenuse AB zu sein.

151033
Beim Druck einer Mathematikaufgabe wurde statt
(1 + a2x2) : x° = b
(mit gegebenen Zahlen a,b) versehentlich die Gleichung
1+ azxz) . %2 = b
(nit denselben Zahlen a,b) gedruckt. Trotzdem hatte die so ent-
standene Gleichung dieselbe nichtleere Losungsmenge wie die
urspriinglich vorgesehene Gleichung.
Man ermittle diese Losungsmenge.
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3. Stufe (Bezirksoclympiade)
Olympiadeklasse 10 .~ 2. Tag -

151034

Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn fiir ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit den HShen AA', BB'
und CC' und dem Hohenschnittpunkt H die Gleichungen

I _ PR __TH
T H®BY WY
gelten, so ist das Dreieck ABC gleichseitig.

121035

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen n 2 2 und

alle diejenigen natiirlichen Zahlen x> 0, fiir die folgendes

gilts

Im Ziffernsystem mit der Basis n ist x eine zweistellige Zahl,
und’ durch Vertauschen ihrer Ziffern erhdlt man das Doppelte von x.
(Dabei sollen wie iiblich fiir positive Zahlen nur solche Ziffern-
darstellungen zugelassen sein, die nicht mit O beginnen.)

151036

Vorbemerkungen: Ist x eine reelle Zahl, so wird mit [x] ate
grofte ganze Zahl bezeichnet, die nicht grofer als x ists

[x] S x< [xJ+ 1
Beispielsweise 1st [T] =3, [-4,2] = -5, [5] = s.

ne Funktion f, die fiir alle reellen x erklirt ist, heiBt pe-
riodisch, wenn es eine Zahl p > 0 gibt, so da8 fiir alle x gllts
f(x + p) = £(x).
Eine solche Zahl p heiBSt eine positive Periode von f. Gibt es
eine kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft, so heiBt sie die
kleinste positive Periode von f. Beispielsweise ist f(x) = 1
eine periodische Funktion f, die keine kleinste positive Pe-
riode besitzt, wihrend z. B. f(x) = sin x die kleinste positive
Periode 21 besitzt.
a) Beweisen Sie, daB durch ¥y = (-1)[xjeine fiir alle reellen

Zahlen x erklérte Funktion f definiert ist!
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b) Beweisen Sie, daB die unter a) erklérte Funktion f periodisch_
ist!

c) Weisen Sie nach, daB diese Funktion f eine kleinste positive
Periode besitzt, und ermitteln Sie diese!

d) Stellen Sie f graphisch dar!



TR0 T XV, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen filr die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

151031) Losungs 6 Punkte

Fiir die Lage des Punktes D unterscheiden wir drei F&lle.

Fell 1¢ D f&#llt mit einem der Punkte B, C zusammen, oBdA mit dem
Punkte B. Das Volumen V des Rotationskorpers ergibt
sich dann als Differenz des Volumens Vz eines Zylinders
mit dem Radius ha und der Hohenlénge a und des Volu-
mens Vk eines Kegels mit gleichem Radius und gleicher
Hohenlé&nge (Abb, 1031),

\&‘\\“\ Abb, L 1031
2 {2 e
VeV, -V =Why - a-gThl-a=5Tn.a

Fall 23 D liegt zwischen B und C, Dann ist das Volumen V gleich
der Differenz aus V und der Summe der Volumina Vk eines
1

Kegels mit dem Radius ha und der Hohenlénge BD und Vk
2

eines Kegels mit gleichem Radius und der Hohenlénge DC,
wobei BD + DC = BC = a gilt (Abb. L 1031a).
€

Abb, L 1031a
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2 14,2 , 2 2
V=V, - (vk1+ sz) =T hi-a - 5Th; « (BD + D) = 37h; - a.
Fall 3: D liegt auf der Geraden durch B und C auBerhalb von BC,
0BdA so, daB C zwischen B und D liegt.
Dann ist das Volumen V gleich der Differenz aus der
Summe der Volumina Vz und Vk und dem Volumen Vk , wobei
2 1

diesmal

BC =TBD ~-Ch=a gilt (Abb., L 1031 b).

V= Vz + sz- V

2 1 2 1 2
" =1'fha~a+3’l\'ha'm5—31]’ha'f§ﬁ

1
=Wnl - [a+} @ - M)
=1 hg e (a = %a) = % ﬂ'hi ° a,

Das Volumen V des betrachteten Rotationskorpers betragt
also in jedem Falle

Abb. L 1031 b
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151032) Lésungs Punkte
I. Angenommen, P sel der Inkreismittelpunkt eines rechtwink-

ligen Dreiecks ABC mit der Hypotenuse AB, Dann liegt P niecht
auf der Geraden g durch A, B, Sind o€ ,/3 die Innenwinkel-
griBen bei A bzw., B im Dreieck ABC, so ist K+/3 2 90° und
I - §, Y-, also UEAP + LAEP = 45° und
daher m- 135°, Ist M der Mittelpunkt des Umkreises k
von AABP, so hat folglich derjenige Zentriwinkel, der zu

dem P nicht enthaltenden Bogen b' = ﬁ von k gehdrt, die
GréBe 270°, Also ist A\ ABM ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB; folglich gilt

<L BM = T ABM = 45°, und da zu b' ein iberstumpfer

Zentriwinkel gehdrt, liegt M auf derselben Seite von g
wie b', d. h, nicht auf derselben Seite von g wie P
(Abb., L 1032).

Abb, L 1032
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II. (1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Daher kann ein Punkt P nur dann der gesuchten Menge V
angehtren, wenn diese durch folgende Konstruktion er-
halten werden kann:
Man zeichnet die Gerade g durch A und B, Sie teilt die
Ebene in zwei Halbebenen €, und §£,.

Man trégt an AB in A und B je einen Winkel von 45° so an,
daB dessen freie Schenkel in 81 verlaufen und sich in
M1 schneiden.

Men zeichnet den Kreis um M; mit dem Radius M?I = M;B.
Der in 22 liegende Bogen dieses Kreises sei b1 genannt,

Men tré#gt an AB in A und B je einen Winkel von 45° so an,
daB dessen freie Schenkel in 82 verlaufen und sich in M2
schneiden,

Man zeichnet den Kreis um M, mit dem Radius WX = WB.
Der in 21 liegende Bogen dieses Kreises sei b2 genannt.

Die Vereinigungsmenge der beiden Kreisbdgen b, und b2
mit Ausnahme der Punkte A und B sei mit V pegzeichnet.

Abb, L 1032a
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III. Jeder Punkt P der so konstruierten Menge V gehdrt der ge-
suchten Menge an., Beweis:

Nach Konstruktion sind die Dreiecke ABM1 und ABM2 gleich-
schenklig-rechtwinklig mit der Hypotenuse AB.

Liegt P (# A, B) auf by, 80 ist <¥,APB ein in dem Kreis k,
um My mit M = M;B liegender Peripheriewinkel; und der
Zentrimlnkel der zu dem P nicht enthaltenden, d. h. in §,
gelegenen Bogen b{ AB von k1 gehort, ist tiberstfumpf, da
auch M, in E liegt. Somit hat dieser Zentriwinkel die
GroBe 270°, folglich gilt LEPB = 135°, also

JLEETP + 21?13? = 45°, Triigt man an AB in A und B je einen
Winkel der GroBSe 2 « <L BAP bzw, 2 + < ABP so an, daB die

freien Lchenkel in 22 verlaufen, so schneiden sich diese
folglich in einem Punkt C, fiir den L BAC + FARC = 90°,
also :37133 = 90° gilt. In dem entstandenen rechtwinkligen
Dreieck ABC mit AB als Hypotenuse ist P der Schnittpunkt
zweier Innenwinkelhalbierenden, also der Inkreismittelpunkt.
Daher gehort P der gesuchten Menge an.

Analog beweist man, daB jeder Punkt P (¥ A, B) auf b, der
gesuchten Menge angehort,

IV. Alle Konstruktionsschritte sind eindeutig ausfiihrbar.

151033) Losungs {_Punkte

(I) Angenommen, fiir Zahlen a und b seien die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt. Dann hat die Gleichung (1 + a™x =
mindestens eine Losung x. Daraus folgt b ¥ O0; denn flir
keine Zahl a hat die Gleichung (1 + a2x2) : x° = O eine
Losung. Da ferner beide in der Aufgabe angegebenen Glei-

b

chungen mindestens eine gemeinsame Ltsung x haben, so
gilt fir diesé auch die nach Division der zweiten durch
die erste entstehende Gleichung x4 = 1, Hieraus folgt
x2 =1, also 1 + a2 = b,

Somit kbnnen die Bedingungen der Aufgabe nur erfiillt

sein, wenn b = 1 + a” ist.
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(II) Zum Nachweis, daB fiir b = 1 + a2 die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillt eind, ermitteln wir zunéchst die Losungsmenge
der Gleichung (1 +a 2% ) : x2 =1+ 828

Angenommen, fiir eine Zehl x gelte diese Gleichung, dann

folgt 1 + a™x" = 12 + azxz, also x~ = 1, Daher konnean nur

die Zahlen 1 und -1 LUsung sein, Sie sind dies auch; denn

es gilt

1+ a%1%) 112 a1 4 0% und (1 4820 (=12) 1 (=1)2 = 14 o2,
Also hat (1 + a’x? ) s x° = 1 + a2 die Losungsmenge {1 -1}
Ferner ermitteln wir die Losungsmenge der Gleichung

1+ a°x ) o X% i1 4 8%

2) 2 2

Angenommen, fiir eine Zahl x gelte diese Gleichung. Dann
folgt '

%% + a2xt - 1 - 32 = 0, also a (x - 1) + x° - 1= 0
(12 1)(a (x + 1) + 1) = 0 und somit wegen

aa(x +1) +1¢ 32 ¢ 14+121>0 weiter x2 - 1= 0.

Daher kﬁnnen nur die Zahlen 1 und -1 Losung sein. Sie
sind dies auch; denn es gilt (1 + a2 » 12) » 12 =1 4+ &
und (1 + a2~(-1)2)-(-1)2 = 1 + a2, Also hat auch

1+ a2x2) e x° = 1 + a° die Losungsmenge {1, -{}.

Daher sind die Bedingungen der Aufgabe genau fiir 1 + a2 = b

erflillt, und die gesuchte Losungsmenge ist {1, -1}.

2
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3. Stufe (Bezirksolympiade)

Lo sungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 - 2, Tag ~
151034) Losungs Punkte

Aus der Voraussetzung folgts M : CH = HAT ;: XUV (1)

Nach dem Hauptéhnlichkeitssats gilt
AAC'H ~ AHA'C (Scheitelwinkel, rechte Winkel) .
und A ABA' A~ A\CBC! (gemeinsamer Winkel, rechte Winkel)

Daraus folgt TH ; TH = XOT : WAT (2)
und XB : TB= XAT ; 00T (3)

Nach (1) und (2) ergibt sich HET ; HOT = WOV ; HET

und damit : MY =« 7T

Unter Beriicksichtigung von (2)

folgt daraus : TH -1 .

Durch Addition erh#élt man daraus TCT = IXT,

Durch Einsetzen in (2) ergibt sich 1B = TB.

Analog verliéuft der Beweis fiir I8 = IT.

Damit ist bewiesen, daB das Dreieck ABC gleichseitig ist,

B Abb. L 1034

151035) Lbsungs 71 _Punkte

Angenommen, es gibt Positionssysteme mit Basen n und darin jeweils
zweistellige Zahlen x mit den Ziffern a und b, welche die gefor-
derten Eigenschaften haben, dann gilt:

nb + a = 2(na + b) (%) (2> 0, b< n)
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Aus (%) folgt n = %L-;Z% . Da n positiv ist, unterscheidet man

zwei Félles I. 2b -~ a <O und b - 2a <0 oder II. 2b - a >0 und
b - 2a > 0. Fall I. entspricht nicht den Bedingungen der Auf-
gabe, denn wegen a - 2b >0 und 2a - b >0 sowie

a-2bg

n = 2 wére a - 2b £ 4a - 2b, also 3a S 0, d. h. a S 0,

a=
im Widerspruch zur Voraussetzung.

, Im Palle II. folgt entsprechend a ¥ 0, wobei a = 0 genau fiir
n =2 gilt, Daraus folgt n 2 3.

Da a, b und n natiirliche Zahlen >1 sind, folgt b - 2a 2 1
Aus b - 2a = 1 erhdlt man n = 3a + 2. BEs seinunb-aa=d22.
Denn miiBte gelten 2b - a = 2(2a + d) - a = 3a + 2d und damit

a + 2d

ns= _33_5-_2;1. Wegen b < n wiirde nun 2a + d < oder

23d+d2< 3a + 2d bzw. a2 -2d + 1 + 2ad <3a + 1 bzw,

(a - 1)2 + 2ad < 3a + 1 gelten. Nun folgte aber aus d £ 2:

(4 - 1)2 2 1, also 2ad 2 4a und damit (a - 1)2+ 2ad € 4a+1>3a+1,
im Widerspruch zur Annahme. Folglich ist b= 2a + 1, n'= 3a + 2
die einzige Losung.

Tatsdchlich gilt

(33+2)(23+1)+a=6a2+83+2=2(332+4a+1)=
= 2((3a + 2)a + 2a + 1).

Es gibt mithin unendlich viele Positionssysteme, in welchen es
zwelstellige Zahlen der verlangten Eigenschaft gibt; und zwar
in jedem dieser Positionssysteme genau eine zweistellige Zahl
dieser Art., Fiir alle diese Positionssysteme gilt

n=3a+ 2 und b =2a + 1, wobei a eine beliebige natiirliche
Zahl > 0 ist.

151036) Losung: 8 Punkte

a) Laut Definition von [x] ist [xX] = g fiir jede reelle Zahl
erklért und eine ganze Zahl. Fiir alle ganzen Zahlen ist
ebenso (-1)& erklért. Also ist durch y = f(x) =. (-1) ] eine
Funktion f erklért, die fiir alle reellen x existiert,
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b)

Wegen (-1)! = =1, (=1)% = 41, (1) = <1, (-1)% = +1 1liegt
die Vermutung nahe, daB f(x + 2) = f(x) gilt.
Aufgrund der Definition von [x] gilt genau dann [x] = g,

" wenn es eine reelle Zahl a mit 0 S a <1 gibt, so daB

c)

a)

x = g+ a ist.
Folglich gilt x + 2 = g + 2 + a und, da g + 2 ebenfalls eine
ganze Zahl ist, [x + 2] = g+ 2 = [x] + 2.
Damit ergibt sich
f(x + 2) = (1) [x+3
= (—1) [xJ +2
EnEERE R EE

de ho £f(x + 2) = f(x), es existiert also ein p mit p = 2.

Wir zeigen, daf p = 2 die kleinste positive Periode isti:
Angenommen, es gébe fiir f eine Periode p mit 0<p<2. (1)

Dann wire 0< B <1 (2) wnd -1 < - § <o. 3).
Es miiBte f(x + p) =f(x) fiir alle x gelten, also auch etwa fiir
N S, d. h., es miiBte f(- 5) = f(g) sein.

Wegen (3) gilt aber [— %] = =1 und damit f(- g) = -1 und
wegen (2) [g] = 0 und damit £ (§) = 1, folglich ist

£(- B # £B).

Daher ist p = 2 tatsdchlich die kleinste Periode von .

yb
) e} o 1 o) -0 —Y
5 -4 -3 -2 -1 [ 4 2 3 & 5 *
o o -1 o -
Abb. L 1036

Die so "o " bezeichneten Punkte gehbren nicht zum Graph
der Funktion. '



