XV, Olympiade Junger Mathematiker

der Deutschen Demokratischen Republik
2, Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtungs Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, milssen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer=
den., Der Losungsweg (einschlieSlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar
sein, Die Gedankenginge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien SHtzen darzulegen.

151021

Vor dem Beginn eines Pferderennens fachsimpeln Zuschauer {iber den
méglichen Einlauf der drei Favoriten A, B und C,

Zuschauer (1): "A oder C gewinnt"
i (2): "Wenn.é.ZWeiter wird, gewinnt B, "
" (3)s "Wenn A Dritter wird, dann gewinnt C nicht."
" (4)s "A oder B wird Zweiter."

Nach dem Einlauf stellte sich heraus, daB die drei Favoriten A,
B, C tatsiichlich die ersten drei Plitze belegten und da8 alle
vier Aussagen wahr waren,

Wie lautete der Einlauf?

151022

. Yubert hat drei Kistchen, deren jedes eine Anzahl von Kugeln

" .nthdlt, Er legt aus dem ersten Kistchen in jedes der beiden
anderen soviele Kugeln hinein, wie jeweils schon darin sind.

Dann legt er aus dem zweiten Késtchen in jedes der beiden ande-
ren soviele Kugeln, wie nun zur Zeit jewells darin sind. SchlieB=-
lich legt er aus dem dritten Késtchen in jedes der beiden ande-
ren soviele Kugeln, wie nun zur Zeit jeweils darin sind. Danach
stellt er fest, daB in jedem der Kiéstchen genau 64 Kugeln sind.

Ermitteln Sie die Anzahl der Kugeln, die jedes der KHstchen ur=
sgpriinglich enthielt!

30 05 97=-1 1
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Die Eckpunkte der mit 1, 2, 3 und 4 gekennzeichneten Dreiecke
seien simtlich Gitterpunkte eines quadratischen Netzes

(Abb, A 1023).

Ermitteln Sie von diesen vier Dreiecken
alle, die untereinander #hnlich sind.

Abb, A 1023
151024
Fiir positive reelle Zahlen a und b gelte
1 1
-8-+ls-20 (%)

Es ist zu beweisen, da8 dann fiir diese Zahlen

a+be2 (% %) gilt,

Ferner sind aile positiven reellen Zahlenpaare (a,b) zu ermit-
teln, fir die (%) gilt und fur die in (% ¥% ) #as Gleioch-

heitszeichen gilte.
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Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe

151021) LYsungs 8 Punkte

1, Losungsweg: Wire A Zweiter, so nach (2) B Erster im Wider-
spruch zu (1) Wére A Dritter, so nach (1) C Erster im Wider-
gpruch zu (3)e Also wurde A Erster. Folglich wurde nach (4)

/ “"weiter und mithin C Dritter.

Der Aufgabenstellung kann entnommen werden, daB alle Bedingungen
erfiillt werden konnen; also werden siebei diesem (einzig als mog=-
lich verbliebenen) Einlauf erfiillt.

(Man kann auvch wie im folgenden 2. Ldsungsweg direkt bestétigen,
daB bei dem Einlauf ABC, und nur bei diesem, alle Aussagen (1)
bis (4) wahr sind.)

2, Losungsweg:s Da A, B, C die ersten drei Pliétze belegten, sind
genau folgende sechs Fille moglich:

Widerspruch zur Aussage
a) ABC o/o
b) ACB (4)
¢) BAC (1)
d) BCA (1), (4)
e) CAB (2)
L G U (3)

In flinf dieser FElle entsteht ein Widerspruch zu wenigstens

einer Aussage. Als einziger allen Bedingungen genligender Fall
verbleibt a) mit der Reihenfolge ABC,

30 05 97=1 1
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151022) LYsungs g 10_Punkte
1, LYsungswegs !

Nimmt man en, anfangs selen im ersten Kistchen x, im zweiten y
und im dritten z Kugeln, dann sind nach den drei Verteilungen
folgende Anzahlen von Kugeln in den Kdstchens

Kdstchen 1 2 3
Anfangs b4 Yy 2

1e Verteilung x=y=z y+Yy z2 + 2
2, Verteilung 2(x=y=z) 2y=(x=y=z)=22z 4z

30 Verteilung 4(x=y=z) 2(2y=(x-y=2)=2z) 42=2(x=y=2)=(3y=-x
Daher ist die Bedingung der Aufgabe nur erfiillt, wenn

(1) 4(x=y=-z) = 64,
(2) =2x + 6y = 22z = 64 und
(3) =x=y3 + Tz = 64 gilt, Hieraus folgt

X =104, ¥y = 56, =z.= 32,

Das erste Késtchen enthielt urspriinglich 104 Kugeln, das zweite
56 und das dritte 32 Kugeln.

2. Ldsungswegs? L

Nach der 3, Verteilung enthielt jedes der K#éstchen 64 Kugeln,
Da bei dieser Verteilung die Anzahl der Kugeln des 1., und 2,
Késtchens verdoppelt wurde, enthielten diese nach der 2. Ver-
teilung je .32 Kugeln, das dritte gomit 128 Kugeln,

)

Da bei der 2, Verteilung die Anzahl der Kugeln des 1. und 3,
Kédsgtchens verdoppelt wurde, enthielten diese nach der 1. Ver=-
teilung 16 bzw, 64 Kugeln, das zweite somit zu diesem Zelt=
punkt 112 Kugeln, ;

Da bei der 1, Verteilung die Anzahl der Kugeln des 2, und 3.
Kdgtchens verdoppelt wurde, enthielten diese somit anfangs 56
bzw. 32 und das erste somit 104 Kugeln.
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151023) L¥sungs : 12 Punkte

Es sel O,BedeA, die Seltenliinge eines "kleinsten Quadrates" des
Gitternetzes mit 1 angenommen, Dann heben die Seiten der Drei=-
ecke (als Rechtecksdiagonalen bzw, =-seiten) die folgenden
Lingens

Dreieck 13 ﬁ; {13; 5

Dreieck 23 fi3 ; fiT; 5/2 i

Dreieck 31 Y2'; 2 ;{10

Dreieck 43 1 ; {2 35

{h.ulglich sind die Dreiecke 1 und 4 #hnlich; denn es ist
Y5 11 = Y10 1y2=5 195

AuBerdem sind die Dreiecke 1 und 3 &hnlich; denn es ist
Y5 172 = o102 =81 10,

Mithin eind die Dreiecke 1, 3, 4 untereinander &hnlich.

Wéren die Dreiecke 2 und 4 #hnlich, so miiBte wegen

13< {17 <5/2 und 1<y2<Y5 die Gleichung

Y13 1 1 = YT 1+ {2 @gelten, was nicht der Fall ist. Also

sind die Dreiecke 2 und 4 nicht #hnlich, Folglich sind die
Dreiecke 1, 3, 4 sémtliche untereinander &hnlichen der
Dreiecke 1, 2, 3, 4.

151024) Losungs 10 _Punkte

Es sel (a,b) ein Paar positiver reeller Zahlen, fiir das ()
{ Llt. Dann gilt (a - b)2 2 0, also a2 - 2ab + b° 2 0,

a% + 2ab + b2 2 4ab, (a + b)(a + b) £ 4ab, und wegen ab > O

daher (a + b)“—:T‘lL 2 4 bzw.

(a + b)(% + %) 2 4, woraus wegen ()
die Behauptung (¥ ¥) folgt.

Das Gleichheitszeichen gilt genau fiir & = b = 0, de h, genau fiir
a = b, was zusammen mit () genau fiir a = b = 1 zutrifft,



