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L 10; I XIII. Olympiade. Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade) '

Losungen und Punktbewert ung

Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -
1041) Lgsung: 6 Punkte

Die Punkte M2 und M1 liegen auf der Halbierenden des Win-
kelsYACB. Da A ABC gleichseitig ist, ist CM1 Mittelsenk-
‘rechte von AB. Es seien D bzw. E die Berilhrungspunkte von

k:1 bzw. k mit AC, ferner sei F der FuBpunkt des Lotes
von M2 auf M1D. Dann sind nach dem Hauptakmllchkeltssatz
die Dreiecke AM1C M1FM2 und M,EC &hnlich, und es gilt

wegen m- = 2 IT :

(4) FI = 5 M. Nun ist

(5) MY, = Ty + T
kzlsich von auBlen beriihren.
Nach dem Strahlensatz gilt

Tyir, = ﬂn UM- Uﬂr

2

da k1 und

/ c

Da M2 auf CM1 1:Legt, gilt 4
TW > TN und mithin r, > r,.

1 2 : 1 2 £
D folgt » D

araus folg M,

(6) FM.]- = I‘1 - I‘2.
Aus (4), (5), (6) folgt
vy = 7y = 3l + )y YA
also ry = 3r2 und damit F
ry s ry, =33 1. A M, B
Abb. L 1041

(Der Beweis, da8 F auf M,D liegt, wird vom Schiiler
nicht verlangt.)
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1042) Losung: [ _Punkte

Abb. L 1042

(1) Angenommen, A\ ABC sei ein Dreieck, das den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht. Dann gibt es genau
einen Punkt P, fiir den ABPC ein Parallelogramm ist,
und es werden AP und BC durch ihren Schnittpunkt D
vhalbiert; ferner sind 4 DBP und q:DCA rechte Winkel,
also liegt nach der Umkehrung des Satzes des Thales
B auf einem Halbkreis iiber DP. Ist weiter S der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden vonJéﬁABC,‘so'
gilt A% = % s, und BS = % 8

(II) Daher geniigt ein Dreieck ABC nur dann den Bedingun-
gen der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert auf einer Geraden Punkte A, S,
D, P in dieser Anordnung so, daB AD = DP = s

2 a
und AS = 3 S, gilt.

(2) Man schligt einen Halbkreis k, iber DP.

(3) Man schldgt den Kreis k, um S mit'% s+ Schneidet
er k1 in einem Punkt, so sei dieser B genannt.

(4) Man verldngert BD iiber D hinaus um seine eigense
Linge bis C.
(III) Beweis, daB jedes so konstruierbare Dreieck ABC den
Bedingungen der Aufgabe genligt: '
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Nach Konstruktion ist AD Seitenhalbierende in AABC.
Diese hat nach Konstruktion die Lange S,- Wegen
iS = % 8 ist S der Schwerpunkt von AﬁnABC, also - nt-
h&glt die Verldngerung von B3 die Seitenhalbierende
durch B. Wegen BS = % Sy hat sie die Lénge s,. SchlieB-
lich ist nach dem Satz des Thales=<f PBD = 90° und we-
gen A\ ADC T A\ PDB daher auch <F ACB = 90°.

(IV) Die Konstruktionsschritte (1), (2), (3) ergeben bis
auf Kongruenz eindeutig A, S, D, P, ki, k2' Dabei
haben k1, k2 Zie Radien T =%.sa = 3 cm,

_ 2 1 i
rz —13 8y, = —yc°m und den Mittelpunktabstand

1

d = 38 + §s =5 cm.
Diese Langen erfiillen die Bedingung

- =7 _2% -
r2 T -30m<d< em = r, + I'y.
Daher axistiert genau ein Schnittpunkt B von ky
mit k,, und hiernach ist auch C durch (4) eindeutig
bestimmt.
Somit existiert 4\ ABC mit den geforderten Eigen-
schaften und ist durch die gegebenen Léngen bis
auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

10434) Losung: 7_Punkte
a)

Y Y creoaa D e
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Abb. L 1043 A
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Nach Konstruktion haben die gerichteten Strecken QE, EX die
Lingen 1 bzw, Xy also hat die gerichtete Strecke QX die
Linge 1 + Xoe Fur %o # 0, =1 zeigen wir, daB A EPX gleich-
sinnig shnlich zu ABQXY ist., Ist némlich x > 0 oder

Xy < -1, so liegt E zwischen Q und X oder Q zwischen X

und E, also in belden Fillen Q zwischen O und Y; es gilt

EPX = 90° - :fTEXF = XQXY; die Dreiecke stimmen also
in den rechten Winkeln bei E bzw. Q und in den spitzen
Winkeln bei P bzw. X iberein; beim Umlauf von AEPX und
Z\ QXY in der angegebenen Reihenfolge der Ecken werden
die Strecken XE und QX in entgegengesetzter Richtung -
"durchlaufen, und die Dreiecke liegen auf verschiedenen
Seiten von g, woraus die gleichsinnige Ahnlichkeit folgt.
Ist aber -1<::xo<:ZO, so liegt X zwischen Q und E und
daher Y auf dem Strahl aus Q durch O; es gilt
FEPY = 90° - FEXP = 180° - 90° - JEXP = FAXT;
die Dreiecke stimmen also wieder in den oben erwdhnten
Winkeln iiberein. Bei dem angegebenen Umlaufsinn werden
XE und QX in gleicher Richtung durchlaufen, und die
Dreiecke liegen auf derselben Seite von q.
Somit gilt, wenn Xg # 0, -1 ist, fir die Ldnge q, der
-gerichteten Strecke QY, die Proportion

1%, = 1+ xo) : q,, also ist

(1) gy = (x, + 1)x-

Flr Xy = 0 oder X, -1 gilt X = E oder X = Q und daher
in beiden Fallen Y = Q, also q5 = 0, d. h. ebenfalls (1).
Daher hat in jedem Falle Y die Ordlnate

1}

1.+ q4 = xg + Xyt 1, Wez.b.W..

b) Angenommen, X  Wdre eine reelle Nullstelle von f. Dann
fiilhrte das mit dem entsprechenden Punkt % ausgefiilhrte
Verfahren auf Y = 0, also L PX0 = 90°. Daher lége nach
der Umkehrung des Satzes von Thales X auf dem Kreis
mit OP als Durchmesser. Das ist aber ein Widerspruch,

da dieger .Kreis keinen Punkt mit q gemeinsam hat.
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1043B) Losung: T _Punkte

Angenommen, (x,y) sei ein Zahlenpaar mit den verlangten
Eigenschaften. Dann gilt:

g3 = )t - xF = (2)? ¢ x2) ((x42)? - XP)

"

(2x° + 4x + 4)(4x + 4)
8(x+1)((x+1)2 + 1)

Daher ist y gerade, also y = 2v mit ganzzahligem v.
Hierfir und fiir die ganze Zahl u = x + 1 gilt somit

gv> = 8u(u2 + 1), also Vo=l s (1)

v > u, wegen der Ganzzahligkeit von u und v mithin

v 2 u + 1 und damit

v32ud s 30 + 3u 41> u? + u im Widerspruch zu (1).

Wire u < 0, so folgte v3< u3, also v< u, wegen der

Ganzzahligkeit von u und v mithin v £ u -1 und damit

Ware u> 0, so folgte aus (1) zunidchst v3 > u3 also

v S ul - 3u2 + 3u - 1< W o+ u im Widerspruch zu (1).

Daher kann nur fiir u = 0, d. h. x = -1, ein Zahlenpaar
mit den verlangten Eigenschaften existieren. Aus (1)
folgt hierfiir v = 0, also y =\0.

Da umgekehrt (-1, 0) die Gleichung (x+2)4 - xt - y3
erfiillt, hat genau dieses Zahlenpaar die verlangten
Eigenschaften.

(]
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1044)

1045)

II =~ XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -
Lasung: 6_Punkte

Fﬁf die gesﬁchte Zahl x gilt

(x +TD% = 4+yT+ 4 -17- 216 - T =2, also
(1) x(x + 292) = o. |

Wegen V4 + y’_;T—‘>14 - ﬁ-‘ , a,léo

x+ 22 =714 + YT - V4 =17 +y2>V2>0,

folgt aus (1), daB x = 0 gilt.

Losung: 7 Punkte

Wegen Ix| = I-xI und [y] = |-y 1ist die zur Veranschauli-

chung gesuchte Punktmenge zu beiden Koordinatenachsen
achsensymmetrisch. Wir ermitteln zundchst diejenigen un-
ter den gesuchten Punkten, fir die x 2 0und y 20 gilt.
Fiir diese Punkte ist die verlangte Gleichung dquivalent
mit |x + |y - 3- 3| = = 1. Dies gilt genau dann, wenn
(1) x + Jy=3] = 3 =1 oder (2) -(x+ |y=3] - 3) =1
gilt. Gleichung (1) ist dquivalent mit |y-3| 4 - x.

Dies gilt genau dann, wenn (1.1) y=3 = 4-x 2 0 oder

(1.2) =(y=3) = 4-x 2 0 gilt. Gleichung (2) ist #quiva-
lent mit [y-3] = 2-x. Dies gilt gehau dann, wenn

(2.1) y=3 = 2=x 2 0 oder (2.2.) -(y=3) = 2-x £ 0 gilt.
Unter den Punkten mit X,y 2 0 erfiillen genau diejenigen
die Bedingung (1.1), fiir die

(A) 0S xS 4, y=17-x gilt; genau diejenigen die Be-
dingung (1.2), fiir die 0 £y £ 3, x = y + 1, oder, gleich-
bedeutend hiermit,

(B) 1S xS 4, y=x-1gilt; genau diejenigen die Be-
dingung (é.1), fir die ' _

(c) 0$ xS 2, y=5=-x gilt; genau diejenigen die Be-
dingung (2.2), fiir die

(D) 0 S x$2,y=x+ gilt.

'30 05 63-1(588)
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1046)

ro

“bis (D) in den angege- (

sowie die aus MuvM!'

II

Die Abb. L 1045 stellt vt
fiir jede der bei (A)

benen Intervallen defi- . 5 (A)‘ 1
nierten Funktionen den M4 ()

Graph dar sowie die aus (D)

der Vereinigungsmenge M ' (8)

der Graphen durch Spie=-

G+

gelung an der x-Achse
entstehende Menge M'

durch Spiegelung an der
y-Achse entstehende
Menge M". Mit der Men-
ge MVvM'vM" ist die ge-
suchte Veranschaulichung

gefunden. )
Abb.L 1045 \
Losung: 7 Punkte

Wegen AC = AD liegt A auf der mittelsenkrechten Ebene £
von CD. Ebenso liegt B auf £ . Daher ist £ diejenige der
Schnittebenen, die AB enthdlt. Entsprechend stimmen auch
die anderen Schnittebenen mit mittelsenkrechfeh'Ebenen
von Tetraederkantep iiberein.

Als re%glméﬁiges Tetraeder hat ABCD einen Umkugelmittel-
punkt S mit SKk = 5B = 5C = 5D; dieser liegt somit auf je=-
der der genannten mittelsenkrechten Ebenen, d. h. auf al-(f\x
len Schnittebenen. Folglich ist die Ebene durch A, B, S
diejenige der Schnittgbenen, die AB enthélt..Entsprechend
stimmen auch die anderen Schnittebenen mit Verbindungs-
ebenen von, je einer Tetraederkante und.S iiberein.

Jede der an S angrenzenden Seitenfldchen des Tetraeders
ABCS liegt somit in einer der Schnittebenen; Entsprechen-
des gilt fir die .Tetraeder ABDS, ACDS, BCDS. Die gesuchte
Zerlegung von ABCD kann daher durch weiteres Zerlegen der
vier Tetraeder ABCS, ABDS, ACDS, BCDS (in die man ABCD
zunichst zerlegen kann) erhalten werden.
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Zum weiteren Zerlegen von ABCS geben genau diejenigen
Schnittkanten AnlaB, die (auBer durch S) durch innere
Punkte von ABCS gehen. Das sind genau diejenigen, die
durch innere Punkte des Dreiecks ABC gehen, also die-
jenigen, die durch D, eine der Ecken A, B, C und eine
Kantenmitte gehen. Sie zerlegen die Fldche des Drei-
ecks ABC durch dessen Seitenhalbierende in 6 fliéchenin-
haltsgleiche (sogar kongruente) Teilflidchen. Demnach
wird das Tetraeder ABCS in genau 6 volumengleiche (sogar
kongruente) Teilkorper zerlegt.

Entsprechendes gilt filir die zu ABCS kongruenten Tetra=-
eder ABDS, ACDS, BCDS. Daher entstehen insgesamt 24 vo-
lumengleiche Teilkorper. Jeder von ihnen hat somit das

Volumen VK - 5% VT’ wobei VT das Volumen des Tetra-

3
p = 512 &ilt also

3
k= Bmie.

eders ABCD ist. Wegen V,

!}

v

1)



