A 10;T XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet

1031)

1032)

1033)

insbesondere, daB die in einer L&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB8 deutlich erkennbar sein. Dies Gedan-
kengdnge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien S&dtzen darzulegen.

Man beweise, daB fiir alle konvexen Vierecke ABCD

% u< e + £ < u gilt. Dabei seien u der Umfang des
Vierecks und e bzw. f die Langen seiner Diagonalen AC
bzw. BD.

Man ermittle alle Paare (xsy) ganzer Zahlen X,y,
die die Gleichung 2x” + xy = 7 = O erfiillen.

Gegeben sei eine vierseitige Pyramide mit quadratischer
Grundflédche. Die Eckpunkte dieser Fldche seien die

Punkte A, B, C und D. Die Spitze der Pyramide sei S.

Alle acht Kanten haben die gleiche Ldnge a. E und F
seien die Mittelpunkte der Kanten SB bzw. SC. Eine

Ebene durch die Punkte A, E, F und D zerlegt die Pyramide
in zwei TeilkOrper.

Errechnen Sie das Verh#dltnis der Volumina dieser beiden
Teilkorper!
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ArTO3TT XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Diés bedeutet
insbesondere, daB die in einer LOsung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der LOsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan=-
kengdnge und Schliisse sind gut lesbar in logisch und
grammatisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

1034) Man beweise:
Wenn die Summe dreier Kubikzahlen durch 7 teilbar ist,
dann ist wenigstens eine von ihnen durch 7 teilbar.

1035) Gegeben sei ein Kreis k mit einem Durchmesser AB der
Linge d. In diesem Kreis seien zwei Kreise k4 und k2 so
gelegen, daB sie k von innen in den Punkten A bzw. B und
einander von auBen in einem Punkt M beriihren, so daB
also XM + W5 = X5 gilt. Dabei sei AN 2 WB.

Der Flidcheninhalt der schraffierten Fldche (Abb. A 1035)

ist gleich der Differenz aus dem Flécheninhalt von k und

der Summe der Fladcheninhalte von k4 und k2.

Man ermittle diejenige Linge von AM, fiir die der Fl&dchen-
inhalt dieser schraffierten Fliche am groBten ist.
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Ay 105sTI
1036) Man beweise, daB die Ungleichung

lloga b|+ ‘logb a| Z 2 fiir alle Paare positiver reeller
Zahlen (a,b) mit a # 1, b # 1 gilt.

Abb. A 1035




L 105 XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3+ Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1o Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fur die
1o Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1031) Ldsung: Punkte

Es sei S der Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD. Dann
gilt aufgrund der Dreiecksungleichung, angewandt auf die
Drefecke ABS, BCS, CDS, DAS:

I3+ 85 RS 5
BS + TS > B A

oic N < SR 1)) o

I3 + o (R R TZ,

also 2(E5+B5+05+D5) >AB + BC+TD+ DX = u. Da wegen der
Konvexitdt von ABCD der Punkt S sowohl auf AC als auch auf
BD liegt, gilt

I+ W8 =e und BS + D8 = £, sodaBmane+f>%u
erhdlt.

Analog erh#dlt man fiir die Dreiecke ABC, DAC, ABD, BCD:

2B + BC >Ac g

o BT 1 e 1 AR

B + X > BD ,
T + TP > 5D a ¢

also 2(AB+B0+CD+DA) >2(AC+BD) bzwe

T5:50:CD:«DE > T0+TD  bzw.
R p T A

Aus beiden  folgt die Behauptungs
Abb. L. 1031
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L 1031
1032) Liosung: Punkte

Angenommen, (x;y) sei eine Ldsung der gegebenen Gleichung
mit ganzen Zahlen x,y, dann gilt:

x(2x2 +vy) = Te

Da 7 Primzahl ist, folgt, daB nur einer der Fidlle

x = i, 2x2 + Yy =7 und damit y = 5;

Xt = 7 2x° + y =1 und damit y = =97;
X = -1, 2%° +y = =7 und damit y = - 9;

X = =T, 2x2 + ¥y = =1 und damit y = =99 vorliegen kanne.

Also kinnen hichstens die Zahlenpaare (1;5), (7;-97),
(=1;=9), (=7;=99) Losungen sein.

Tatsdchlich gilt 2 + 5 = 7 = 0, 686 = 679 - 7 = 0,
-2+ 9 ~T7=20, =686+ 693 = 7 = 0;

jedes der genannten Zahlenpaare ist also Losunge.

1033) Losungs 8 Punkte

Die Hohenldnge h der Pyramide 1l&Bt sich aus dem Drei=-
eck ACS errechnen.

e AR
Wegen AC = ay2 gilt h={a2-(% a'f—z‘)2 ='{§—=%a 2

Jeder der Punkte E und F hat dann nach dem Strahlensatz
von der Ebene durch A, B, C, D den Abstand h, = % af2 .
Der Teilkdrper T, habe die Punkte A, B, C, D, E, F als
Eckpunkte. Zwei ebene, senkrecht auf der Grundfliche
stehende Schnitte,
die durch E und F
gehen und parallel zu
CD bzw. AB verlaufen,
zerlegen T1 in ein
Prisma KLMNFE

(Abbe L 1033) mit

dem Volumen P1 und
zwei volumengleiche

Abbe. L 1033



L 10;I

. Vierseitige Pyramiden ABMLE und KNCDF.

Thre Volumina seien P2 und P,.
Wegen T = a, =ia12 und EF = WN = § gilt

P1-%a-ia 2'%:1%8302, undausmuiafolgt

P2=P3=%a'%a-%a'{?=1%a3-'ﬁ.

Das Volumen V.I von T1 ergibt sich aus

R N L CEE R i PPl PN
Das Gesamtvolumen V der gegebenen Pyramide erhdlt man aus
V=%a2h=%a312_‘.

Fir den Teilkdrper T2 mit dem Volumen V2 gilt

,=V-v, =gz,

Damit ergibt sich V1 : V2 =ii5i 3i-3¢



Li103TT XIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 -~ 2¢ Tag =

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen filr die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe,

1034) Ldsung: 1 Punicte
Es sei dann ist
a= 0 (mod 7) a’= 0 (mod 7)
a= 1 (mod 7) a’= 1 (mod 7)
a= 2 (mod 7) ad= 1 (mod T)
a= 3 (mod 7) a®=-1 (mod 7)
a= 4 (mod T) a’= 1 (mod 7)
a= 5 (mod 7) a’=-1 (mod 7)
a= 6 (mod T7) a’==1 (mod 7)

Eine Kubikzahl a> kann bei Division durch 7 also nur
einen der Reste O, 1, =1 haben.

(Anmerkung: Von Schiilern, die das Rechnen mit Restklassen
nicht beherrschen, 1d8t% sich dieser Satz wie folgt be=
weisens

Es sei a = Tg + 1 (g nate Zahl).

Dann ist a’ = T7g> + 3e7%° + 3+7g + 1

7(7%e> + 3+7 g2 + 3g) + 1, do he a° 1H8% bei

Division durch 7 den Rest 1. Entsprechend kann der Nach=
weis fUr alle anderen Fidlle gefilhrt werden.)

Angenommen keine der drei Kubikzahlen widre durch 7 teilbars
Dann konnte die Summe der drei Kubikzahlen nur einen der
folgenden Reste bei Division durch 7 haben und keinen

anderens

1+ 1+1=3
1T+ 1=1=1
1 =1 =1==1
=1 =1 = 1= =3"
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L 10311

1035)

1036)

In keinem dieser Fdlle widre aber die Summe der drei Kubik-
zahlen durch 7 teilbar, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also muBl wenigstens eine der drei Kubikzahlen durch 7 teil-
bar sein, WeZebeWss

Losungs Punkte \

Offensichtlich ist der Flécheninhalt der schraffierten
Fldche genau dann am groBten, wenn die Summe der Fléchen-
inhalte von k1 und k2 am kleinsten iste. Bezeichnet x den
Abstand zwischen M und dem Mittelpunkt von k, so gilt, da
dieser Mittelpunkt auf AM liegt,

W = % +x und ¥B = % - x sowie O x <fg.

Fir die Summe FS der Flécheninhalte der Kreise k1 und k2

gilt nun 2

d 2 d 2 M A 2
Fg = E( (g#.x)" + (= x)" 7 = 7 (> + 2x).
Fg wird also genau dann am kleinsten, wenn 2x2 = 0,

also x = 0 gilt, de he genau fir Al = %-

Losung: 6 Punkte
Bs gilt loga b = " und folglich auch
og, &
1
log_ b|=
' 3 , Loy, al i

Weiter gilt (x = 1)° 2 0, filr jedes reelle x,

also x2 - 2X +

1 2 0, woraus man fiir x # O
X - 2 + % 2 0 und weiter
X + % 22 (2) erhdlte

Ferner gilt fiir x = lloga bl wegen (1)
ALY
X

| 108, ¥|

= |10g, 3|

Daraus und aus (2) folgt |loga b| + Ilogb al g 25 WeZeboeWeo



