A 10; I XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daf die in einer L¥sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieB8lich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse gind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen.

1041) a) Zeigen Sie, daB es eine griBSte Zahl m gibt, fiir die die
folgende Aussage richtig ist:
Es gibt ein konvexes Vieleck, unter dessen Innenwinkeln
genau m spitze sind.

b) Ermitteln Sie diese griBte Zahl m !

¢) Untersuchen Sie, ob es (mit dieser Zahl m) fiir jede
natiirliche Zahl n 2 3 ein konvexes n-Eck gibt, unter
dessen Innenwinkeln genau m spitze sind!

1042) Ein Wirfel ABCDEFGH (Abb. A 1042) sei durch ebene Schnitte
durch die Punkte A,F,H; B,E,G; C,F,H; D,E,G; E,B,D; F,A,C;
G,B,D und H,A,C in Teilkdrper zerlegt.

a) Ermitteln Sie die Anzahl dieser Teilkdrper!

b) Geben Sie das Volumen jedes dieser Teilkirper als
Funktion der Kantenliénge a des Wiirfels an!
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Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und 1043B ist genau eine
auszuwdhlen und zu l8sen:

1043A) a) Man beweise, daB jedes konvexe Drachenviereck einen
Inkreis hat.

b) Man beweise, daB jedes konvexe Drachenviereck ABCD mit
AB =AD = x, CB = CD = y und AB L CB einen Umkreis hat.

¢) Man beweise: Sind M und U die Mittelpunkte und § bzw.
r die Radien des In- bzw. Umkreises eines unter b)
beschriebenen Drachenvierecks, so gilt

W02 = r2 4 32 - 9155_:—223? 4

"1043B) Dirk und Jens spielen ein Spiel mit den folgenden Regeln:

Es werden genau 7 Hlzchen hingelegt. Abwechselnd machen
" die Spieler jeweils einen "Zug". Ein "Zug" besteht aus

dem Wegnehmen von einem, zwei oder drei Hslzchen. Dabei
darf keiner der Spieler den gleichen Zug zweiral hinter-
einander ausfilhren. Wer das letzte Hslzchen wegnimmt,
hat gewonnen. Das Spiel endet unentschieden, wenn zwar
noch Hslzchen vorhahden sind, der am Zug befindliche
Spieler aber keinen Zug nach den Spielregeln ausfithren
kann.
Kann bei diesem Spiel einer der beiden Spieler, bei jeder
Spielméglichkeit des anderen, den Gewinn erzwingen?
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aas XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen aind stets zu beweisen. Dies bedeutet

1044)

1045)

insbesondere, daB die in einer Losung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen.

In einer Ebene mit den rechiwinkligen kartesischen Koordi-
naten (x,y) sei k der Graph der Funktion mit der Gleichung
¥y =»% x2 und g der Graph der Funktion mit der Gleichung

y = -1. Der Definitionsbereich beider Funktionen sei die
Menge aller reellen Zahlen X.

Man beweise, daB k die Menge aller derjenigen Punkte der
x-y-Ebene ist, die von der Geraden g denselben Abstand
haben wie von dem Punkt F(0;1).

Geben Sie alle g-adischen Zahlensysteme an, in denen die
folgende Aufgabe wenigstens eine Ldsung hat, und ermitteln
Sie fiir diese Zahlensysteme alle L¥sungen der Aufgabe:

Welche im g-adischen Zahlensystem zweistellige Zahl hat
die Eigenschaft, daB sich erstens durch Vertauschen der
beiden Ziffern wieder eine g-adisch-zweistellige Zahl er-
gibt, und daB man zweitens bei deren Subtraktion von der
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1046) Zwei Karawanen brachen gleichzeitig von einer Oase A auf
und marschierten auf demselben Wege iiber B und C nach D.

Die erste Karawane marschierte jeweils 3 Tage hinterein-
ander und legte dann einen Ruhetag ein, die zweite Karawane
dagegen marschierte jeweils 2 Tage hintereinander und legte
dann 2 Ruhetage ein. Beide Karawanen brachen an Marschtagen
zur gleichen Zeit auf und waren jeweils die gleiche Anzahl
von Stunden unterwegs. Sie erreichten die Ziele B,C,D je-
weils am Ende dieser Stunden eines Marschtages. Wihrend
ihrer Marschtage behielt jede der Karawanen stets dieselbe
Geschwindigkeit bei.

Die erste Karawane brauchte fiir den Weg von A nach C ein-
schlieBlich der Ruhetage doppelt soviel und fiir den Weg
von A nach D dreimal soviel Tage wie fiir den Weg von A
nach B einschlieBlich der Ruhetage.

Beide Karawanen trafen am Ende eines Marschtages gleich-
zeitig in B ein.

Ermitteln Sie, ob die Karawanen auch gleichzeitig in D
eintrafen! Wenn nicht, dann stellen Sie fest, welche der

beiden Karawanen zuerst in D anlangte!
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sy (0 FSE . XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

1041) Losung: 6 Punkte

(I) Es gibt Vielecke (z. B. Dreiecke) mit genau drei
spitzen Innenwinkeln.

(II) Fir jedes konvexe n-Eck A A,...A gilt:
Durch die Diagonalen A 1A1, A 1A2,..., An 1An—3
wird das n-Eck in die (n-2) Dreiecke A Ap_q1AnAy,
A An 1 1 2,..., [&An 120 3 ko zerlegt. Die Summe

seiner InnenwinkelgriBen ist folglich gleich der
Summe (n-2)180° der InnenwinkelgriBen dieser Drei-
ecke.
Sind x der Innenwinkel des n-Ecks spitz, so haben
deren GriBSen eine Summe, die kleiner als x.90° 1ist,
Die Summe der iibrigen n-x InnenwinkelgrdBen ist wegen
der Konvexitét kleiner als (n-x)180°. Somit folgt
(n-2)180° < n-180° - x°90° und daraus

x-90°< 2-180°, also

X <.

Aus (II) folgt a), daB es eine griBte Zahl m der be-
haupteten Art gibt und daB sie hgchstens 3 betridgt.
Hieraus und aus.(I) folgt b), daB sie m = 3 ist.
Die Frage c¢) ist zu bejahen, wie etwa folgendes Bei-
spiel zeigt: (Abb. I 1041)
Auf den Schenkeln eines spitzen Winkels mit dem Schei-
tel A, seien je ein Punkt A1,A3 (# Aa) in gleichem
Abstand von A2 gelegen. Auf dem durch das Innere die-
ses Winkels gehenden Bogen A3A1 des Kreises um den
Mittelpunkt A2 seien Punkte A4,..., An gelegen, die
in dieser Reihenfol e auf A3 folgen. Dann ist A1A2...An
ein konvexes n-Eck ¥ , und darin ist <¥A1 » 3 spitz,
aber auch <X A A A, und <X A,A;A, als Basiswinkel in
gleichschenkligen Dreiecken.
*jBeweis. Die Innenwinkel bei A A2,A3 sind (s.o0.) spitz.
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Jeder der Innenwinkel bei A4,...,An ist jeweils die
Summe zweier (Basiswinkel in gleichschenkligen Drei-
ecken) spitzer Winkel und daher kleiner als 180°.

1042) Losung: 7 Punkte

a) Die Mittelpunkte der Quadrate ABFE, BCGF, CDHG, DAEH,
ABCD, EFGH seien in ‘dieser Reihenfolge M1,M2,M3,M4,M5,
M6 genannt. Jede der 8 Schnittebenen geht durch genau
drei dieser Mittelpunkte, ndmlich von denjenigen Quadra-
ten, die an der Wiirfelecke E bzw. F bzw. G bzw. H bzw.
A bzw. B bzw. C bzw. D zusammenstoBen. Diese drei Mittel-
punkte bestimmen Je genau eine Seitenfldche des Oktaeders
mit den Eckpunkten M1,M2,M3,M4,M5,M6. Umgekehrt liegt
jede der 8 Seitenflédchen des Oktaeders in genau einer
Schnittebene. Daher ist dieses Oktaeder einer der ge-
suchten Teilkdrper.
Verbindet man drei ebengenannte zusammengehdrige Mittel-
punkte mit der zugehtrigen Wiirfelecke (etwa M1, M6’ M4
mit E), so entsteht jeweils ein Tetraeder. Eine seiner
Seitenfldchen liegt in der erwdhnten Schnittebene, die
drei anderen liegen in denjenigen drei Schnittebenen,
die durch die betrachtete Wiirfelecke hindurchgehen. Die
verbleibenden 4 unter den 8 Schnittebenen verlaufen Jje-
weils auBerhalb des betreffenden Tetraeders (jeweils
parallel zu einer seiner Seitenfliéchen; sie bilden ein
analog entstandenes Tetraeder an der gegeniiberliegenden
Wiirfelecke). Daher sind die Tetraeder AM1M4M5, BM1M2M5,
CM2M3M5, DM3M4M5, EM1M4M6, FM1M2M6, GM2M3M6, HM3M4M6
weitere gesuchte Teilkorper.
Mit den bisher gefundenen 9 Teilkdrpern sind alle die-
jenigen Teilktrper aufgezdhlt, die nur von Schnittfla-
chen begrenzt werden (Abb. L 1042). Sie entstehen bei
gegensgeitiger Durchdringung der Tetraeder ACFH und BDEG.
Der sternfdrmige Kérper, der sich aus ihnen zusammensetzt,
wird zum Wiirfel ergdnzt, indem man fiir jede Seitenkante

des Wiirfels genau ein weiteres Tetraeder hinzufiigt,
ndmlich dasjenige Tetraeder, das die Endpunkte dieser
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b)

Seitenkante und die Mittelpunkte der an die Seitenkante
angrenzenden Quadrate als Eckpunkte hat. Mit den 12
Tetraedern ABM1M5, ADM4M5, AEM1M4, BCM2M5, CDM3M5,
CGMZMB’ DHM3M4, EFM1M6, EHM4M6, FGMZMG’ GHM3M6 sind
folglich die restlichen aller gesuchten Teilkbrper ge-
funden. Es gibt daher insgesamt 21 Teilksrper.

Die zuletzt genannten 12 Tetraeder sind sdmtlich unter-
einander kongruent. Jedes dieser Tetraeder 1HBt sich
als dreiseitige Pyramide auffassen, deren Grundfliche
einen Inhalt von einem Viertel des Flicheninhalts einer
Wirfelseitenfldche hat. Die jeweils zugehsrige Hshe hat
dann die Linge % . Mithin betrdgt das Volumen jedes
dieser 12 Tetraeder %-%32-% = %1 a2 ..

Das Oktaeder kann aus zwei kongruenten Pyramiden mit
der Grundfldéche M1M2M3¥4zzusammengesetzt werden. Diese
hat den Fldchenirhalt 58" ; die Summe der Hshen ist
gleich der Strecke M5M6, deren Liénge a betrdgt. Somit
hat das Oktaeder das Volumen % 5 % 32 . a= % a3.

Die iibrigen 8 Tetraeder sind untereinander kongruent.

Daher hat jedes von ihnen das Volumen
1 12 A3t ] 3
g-(1—-2-z—'6)a —2—4-8.

1043A) L¥sung: 7 Punkte

a)

b)

Ist ABCD ein konvexes Drachenviereck mit B = AD,

CB = CD, so ist AC Halbierende der Innenwinkel bei

A und C; ferner schneiden sich die Halbierenden der
Innenwinkel bei B und D auf der Symmetrieachse AC.
Daher gehen die Halbierenden aller vier Innenwinkel
durch einen und denselben Punkt M auf AC. Infolgedessen
hat M von den Seiten AB, BC, CD, DA gleichen Abstand,
ist also der Mittelpunkt des Inkreises von ABCD.

Der Kreis iiber AC als Durchmesser geht nach der Umkeh-
rung des Satzes des Thales durch B und D, ist folglich
Unkreis. Sein Mittelpunkt U ist auch Mittelpunkt der
Sfrecke AC.
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¢) Die Lote von M auf AB bzw. BC mtgen die FuBpunkte P

bzw. Q haben. Dann ist MPBQ ein Rechteck, und wegen

WP = MQ = § sogar ein Quadrat. Nun gilt
iC = 12—'/112 + y2 , sowie nach dem Strahlensatz
x—.--& = E = -ﬁ: i lso g o
X ZE Eﬁ y x+y
m ] Siprx
Ferner gilt 57 = 3 also AM = =

Wegen MU = |'A_M' - r| erh#lt man nun

2
002 - |3 - 2|2 = (E(ox - (y)N? = PPN
| rl X+y X R (x+y)2
o2 (ey)? - dxy)
2
(x+y)
J o
2
(x+y)

2 2
_r2_xx§x + y°)

(x+y)(x+y)

n x+x
% 5 e 3T 7

- pEc -9 [(x+y) ]—{-:}'-]

e g 92 -9(-9+ (x+y)), und wegen X + ¥ -9>0,

W02 = r2 + 92 - 3{9_2 - 29 (x+y) + (x+y)2‘

= r2 4 32 -9’32 + 4r2 W.Z.D.We
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Losung: 7 Punkte

Wenn der Anziehende A im ersten Zug 1 H&lzchen nimmt, so
kann der andere Spieler den Gewinn erzwingen, némlich in-
dem er ebenfalls 1 Hslzchen nimmt, so daB beim zweiten
Zug von A 5 Holzchen vorhanden sind. Von ihnen muB er
laut Spielregel 2 oder 3 Holzchen nehmen, und dann blei-
ben 3 bzw. 2 Holzchen {ibrig, die der zweite Spieler nun-
mehr nehmen kann.

Wenn A im ersten Zug 2 Holzchen nimmt, so kann der zweite
Spieler ebenfalls den Gewinn erzwingen, ndmlich indem er
3 Holzchen nimmt, so daB genau 2 Hslzchen iibrigbleiben.
Von ihnen darf der erste Spieler laut Spielregel nur 1
Holzchen nehmen, und das restliche HSlzchen kann dann
wieder der zweite Spieler nehmen.

Nimmt aber der erste Spieler im ersten Zug 3 Hlzchen, so
kann er den Gewinn erzwingen, falls der Nachziehende nun
2 oder 3 Holzchen nimmt; denn dann bleiben 2 bzw. 1 H5lz-
chen iibrig, die A vollstidndig fortnehmen kann. Falls Je-
doch der zweite Spieler nun 1 Holzchen nimmt, so verblei-
ben 3 Holzchen. Von ihnen kann der.erste Spieler in sei-
nem zweiten Zug laut Spielregeln nur 1 oder 2 HSlzchen
nehmen., Nimmt er 1 Holzchen, so verliert er. Nimmt er
dagegen 2 Holzchen, so kann der zweite Spieler das ver-
bleibende H5lzchen pach den Spielregeln nicht nehmen;

das Spiel endet also unentschieden.

Damit ist gezeigt, daB es keinen Spieler gibt, der bei
Jeder Spielmoglichkeit des anderen den Gewinn erzwingen
kann.
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L@ LE XII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

1044) Losung: 6 Punkte

Der Absiand eines Punktes P(x,y) von der Geraden g ist
gleich dem Abstand zwischen P und dem auf g liegenden
Punkt mit gleicher Abszisse wie P, d.h. dem Punkt Q(x,-1),
da g parallel zur Abszisgsenachse verlduft. Dieser Abstand
betrigt Y (y+1)° = |y+1|.

(Bemerkung: Dieses Ergebnis kann auch geometrisch durch
Fallunterscheidung y % -1 hergeleitet werden.)

Der Abstand zwischen P und F betrdgt nach dem Lehrsatz des
Pythagoras VXZ + (y—1)2. Nun gilt:

(I) Hat ein Punkt P(x,y) von g denselben Abstand wie von
F, so folgt |y+1| = Jx° + (y-1)°, also
(y+1)2= %2 4 (y—1)2, bzw.
y = % x2, also liegt P auf k.

(II) Die in (I) genannten Schliisse lassen sich umkehren
(oder auch sogleich als Aquivalenz formulieren). Da-
mit ist die Behauptung bewiesen.

Hinwels zur Korrektur: Bei der SchluBrichtung (II) kann
man P€k, also y = % kz 2 0>-1 heranziehen, so daB aus
(y+1)2 =x2 4 (y-1)2 auf y+1 = sz + (y-1)é geschlossen
und auch der Abstand zwischen P und g als y+1 geschrieben
werden kann. Fir eine vollsténdige Losung der Aufgabe ist
aber auBerdem die SchluBrichtung (I) erforderlich. Bei
dieser darf nur die Gleichheit der Absténde von P zu g
und F, aber keine weitere Einschrénkung vorausgesetzt
werden. Also hat man in (I) auch den Fall y<-1 zu disku-
tieren und somit den Abstand |y+1| zwischen P und g.
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Losung: 7 Punkte

Angenommen, in einem g-adischen System gebe es eine Ltsung
der genannten Aufgabe. Ihre Ziffern seien in dieser Reihen-
folge mit a,b bezeichnet. Dann gilt

(1) 0< a,b < g,

(2) ag+ b -bg-a =g+ 2.

Hiernach ist (a-b)(g-1) = g+2 > 0, also wegen g-1>0

(3) a>hb.

Aus (2) und (3) erhs#lt man (a-b-1)g = a-b+2 > 0, also

(4) a-b-1> 0.

Aus (1) folgt ferner a € g-1 und b 2 1, also a-b S g-2,
mithin

(5) a-b-1 = 8232 <4,

Wegen (4) und (5) mu8 a-b-1 =1, d.h.

(6) a-b = 2 und damit

(7) g = 4 gelten.

Zusammen mit O<a,b<4 sind (3) und (6) nur durch a = 3,

b = 1 erfiillbar. Somit kann es nur im 4-adischen System

Losungen der angegebenen Aufgabe geben, und dort nur die
Losungen 3<4+1.

Tatsichlich ist das die Losung, da erstens auch 1:4+3 eine
4-adisch-zweistellige Zahl ist und diese zweitens von
3¢4+1 subtrahiert 1:4+2 ergibt, wie es verlangt war.

Lgsung: 7 Punkte

Laut Aufgabe sind fiir die erste Karawane genau die Tage
Marschtage, die sich mit ganzzahligen n 2 0 in der Form (
(4n+1), (4n+2), (4n+3) schreiben lassen. Fiir die zweite
Karawane sind das die Tage (4n+1), (4n+2). Also sind ge-
meinsame Marschtage genau die Tage (4n+1), (4n+2). Inner-
halb von 4n Tagen hat die erste Karawane genau 3n Marsch-
tage, die zweite genau 2n Marschtage.

Da beide Karawanen gleichzeitig in B eintreffen, kann das
nur an einem der Tage (4n+1), (4n+2) geschehen sein. Widre
es an einem Tage (4n+2) gewesen, so hdtte die erste Kara-
wane C laut Aufgabenstellung am Ende des (8n+4)ten Tages
erreicht, im Widerspruch dazu, daB8 dieser Tag kein Marsch-
tag fiir sie war.
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Also haben beide Karawanen B am Ende eines (4n+1)ten Tages
erreicht. Von diesen (4n+1) Tagen waren (3n+1) Marschtage
der ersten und (2n+1) Marschtage der zweiten Karawane.

Die erste Karawane erreichte D am Ende des (12n+3)ten
Tages. Von diesen (12n+3) Tagen marschierte sie (9n+3)
Tage. Hiernach und wegen 9n+3 = 3.(3n+1) ist der Weg von
A nach D genau dreimal so weit wie der von A nach B.

In den gleichen (12n+3) Tagen marschierte die zweite Kara-
wane (6n+2) Tage. Wegen 6n+2 < 3.(2n+1) bewdltigte sie in
diesen Tagen weniger als den Weg von A nach D.

Also traf die erste Karawane zuerst in D ein. .




