A 1031 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer L&sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kengénge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SHtzen darzulegen.

10/I1I/1) Ermitteln Sie alle geordneten Paare (a;b) reeller
Zahlen a,b mit a # 0, b # 0, fiur die folgendes gilt:
(1) Die Summe der beiden Zahlen ist 6.
(2) Die Summe der Reziproken beider Zahlen ist ebenfalls 6.

10/I11/2) Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x,y) jeweils
zweistelliger natiirlicher Zahlen x und y mit x > y, fir die
folgendes gilt:
(1) Schreibt man die Ziffern der Zahl x in umgekehrter Rei-
henfolge, so erhdlt man die Zahl y.
(2) Schreibt man die Ziffern der Zahl x2 in umgekehrter
Reihenfolge, so erhilt man die Zahl y2.

10/III/3) Gegeben sei die Kathetenlinge BC = a eines recht-
winkligen Dreiecks /\ ABC mit dem rechten Winkel bei CH
fur das AC : BC = 2 : 1 gilt.

Die Halbierende des rechten Winkels <¢IACB schneide den Um-
kreis des Dreiecks auBer in C noch in D.
Man berechne die Lidnge der Sehne CD als Funktion von a.

Hinweis:
Nach einem bekannten Satz der ebenen Geometrie teilt im Drei-
eck die Winkelhalbierende die gegeniiberliegende Seite im Ver—
hiltnis der anliegenden Seiten.
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A 10;1II XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet
insbesondere, daB die in einer L8sung unbewiesen ver-
wendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der L¥sungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkemnbar sein. Die Gedan-
kengdnge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien SHtzen darzulegen.

10/I11/4) Ein gerader Kreiskegelkdrper mit dem Radius R = 6
und der Hohenliinge h sei so zylindrisch durchbohrt, daf die
Achse des Kegels mit der des Bohrlochs zusammenfillt. Wie
grof muB der Radius r (R, h, r in Zentimeter gemessen) des
Bohrlochs gewdhlt werden, wenn das Volumen des Restk¥rpers
halb so grofl sein soll wie das des Kegelk®rpers?

10/II1/5) Eine Funktion f(x), die fiir alle reellen Zahlen x
definiert sei, sei periodisch mit der Periode p, d.h. fir
alle reellen x gelte £(x+p) = £(x), wobei p die kleinste po-
sitive Zahl sei, fir die das gllt. Welche kleinste positive
Periode hat dann die Funktion

a) Fx) = 32(x),
b) 6(x) = £ (P?

10/1I1/6) Konstruieren Sie ein Dreieck /\ABC aus
a-b=3om a=70° und g = 50°1
Dabel seien a die Linge der Seite BC, b die der Seite AC,
a die Gr8Be des Winkels <[ BAC und B die des Winkels <=IABC.
Beaschreiben, begriinden und diskutieren Sie Ihre Konstruk-
tion!
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L 1031 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lésungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
1. Stufe gelten auch fir die 3. Stufe.

10/II11/1) L¥sung: 5 Punkte
Angenommen, es gibt ein Zahlenpaar (a;b), das die Bedingungen
(1), (2) erfullt. Dann gilt:
(3) a+ b =206 und

wLisl-s.

Aus (3) folgt b = 6 — a und a # 6, hieraus und aus (4)

1 1
R e 6.

Nach Multiplikation mit a(6 - a), Subtraktion von 6a(6 - a)
und Division durch 6 ergibt sich 32 - 6a + 1 = 0. Diese Glei-
chung hat die Lisungen

312 =3+{9-1'=3+2F

Als zugehdrige Werte erhdlt man aus (3)

b2=3 5272
Also ktnnen h¥chstens die Paare
(3+272;3-272) una (3-272;3+242)
L8sung sein.
Patsichlioh gelten filr sie die Gleichungen
3+2Y2+3-2y2=6 und

1 1 3-2020 _+3+ 22 _ ¢
T2 3 o272 L
sowle diejenigen Gleichungen, die durch Vertauschung von
(+2772") mit (-29/2") entstehen.
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10/111/2) L¥sung: 8 Punkte
Angenommen, es gibe ein Zahlenpaar (x,y), das den Bedingungen
(1), (2) geniigt. Setzt man x = 10a + b (mit a,b natiirlich und
13 a3 9, 1 Sps 9), dann folgt y = 10b + a, und wegen

x >y auch a > b .

Wegen & ¥ O, b ¥ O und a > b ist

23a39 unda 130bZs.

Das Quadrat der gweistelligen Zahl x ist entweder dreistellig

oder vierstellig.

Wir betrachten zunichst die P¥lle, in denen x2 dreistellig

ist. Wegen 402 > 1000 ist damn a < 3.

Da auch 32z = 1024 bereits vierstellig ist, kidnnen h¥chstens

die Zahlen 21 bsw. 31 die Bedingungen (1), (2) erfiillen.

Tatsichlich gilt

212 = 441 und 122 = 144 sowie
312 = 961 und 13 = 169.

Also erfiillen die Paare (21, 12) und (31, 13) die Bedingungen

(1, (2.

Angenommen nun, die Bedingungen der Aufgabe seien mit einer

Zahl x erfiillbar, deren Quadrat x2 vierstellig ist. Dann gilt

fir die Zifferna,b dieser Zahl

(3) (10a + b)2 = 1000c + 100d + 10e + £

sowie

(&) (10b + a)2 = 1000f + 100e + 10d + ¢

(mit ¢, d, e, £ natirlich und 0 S ¢, d, e, £=9; c, £ # 0).

Aus (3) und (4) folgt ‘

100 a2 + 20 ab + b2 = 1000 ¢ + 100 d + 10 e + £

a? + 20 ab + 100 b2 = c + 10 d +100 e + 1000 £.

Durch Subtraktion erhdlt man

99a® - 99b2 = 999¢ + 904 - 90e - 999%, also

(5) 11(a% = 1% = 111 c + 10 d - 10 e = 111 £.

Da die linke Seite von (5) durch 11 teilbar ist, muB es auch
die rechte Seite sein.
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Addiert man zu 111¢c + 10d - 10e - 111f die durch 11 teilbare
Zahl 1111f + 110e - 110c, dann erhélt man

1000f + 100e + 10d + o = (10b + a)2,

und auch diese Zahl muBl durch 11 teilbar sein. Daher muf
schlieBlich 11 i(10b + a) gelten, was wegen a # b nicht der
Pall ist. Dieser Widerspruch beweist, daB es fir vierstellige
Zahlen 12 kein derartiges Zahlenpaar (x,y) gibt. Daher erfiil-
len genau die Paare (21, 12) und (31, 13) die Bedingungen (1),
(2).

10/111/3) L¥sungs 8 Punkte
Nach Aufgabenstellung ist AC = 2a und nach dem Lehrsatz des
Pythagoras
(1) m=ay5.

Es sel E der Schnittpunkt von AB und CD.
Dann [ gilt nach dem im Hinweis angegebenen Satsz
IF : BB =IC: BC = 2 : 1.

Daraus folgt wegen (1):

E'%ﬂ}/? und E=%€F. :
Die Parallele zu BC durch E schneide AC in F. Dann gilt nach

einem der Strahlensiitze
EF : B0 =1F : 2B = 2 ¢ 3, worais

5F = §a folgt. (Abb. L 10;3)

O

Abb. L 10;3
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Dreieck /\ EP¢ ist rechtwinklig mit dem rechten Winkel bedl
F und, da <J ACE eine GriBe von 45° hat, auoh gleich-
schenklig.

Also gilt EF = FC. Nach dem Satz des Pythagoras folgt nun

E-E- = %— a F.

Weiter gilts 2\ ADE ~ /\ BCE; demn
<X BEC ¥ <L AED (Scheitelwinkel) und
<tGBA << cpA (Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen) .

Daher gilt: OE : EB = AE E , woraus man

D = 2 E'-ﬁ M 2 f2 erhilt.

Somit ergibt sich:

CD=CE+ 5 = % a'{;‘+ 2 31[5‘- g a]/_1.

1) Hier kann auch einfach der Sehnensatz AXE + EB = 8F ¢ ED
gitiert werden.



L 10;I1 XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Ldsungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lsungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

10/111/4) LBsung: 6 Punkte
Pir die HBhenlénge h1 des Restkdrpers gilt nach einem der
Strahlenséitze R : r = h ¢ (h - h1) und damit

hr
) h1=h—i{—'

h—h1 '

v 'r \

R

Abb. L 1034

Es sei V das Volumen des EKegelk®rpers und V1,das Volumen des
aus dem Kegel herausgebohrten Kdrpers.

Dann gilt
V= % B2 . M . h, so daB die Forderung
1
V1= T Vmit

(2)v,= % B2 - M - h gleichbedeutend ist.

Das Volumen V1 setzt sich susammen aus dem eines geraden
Kreiskegelkdrpers mit dem Radius r und der HBhenliénge

(h - h1) und aus dem eines geraden Kreiszylinderk®rpers mit
dem Radius r und der Hhenlinge h, (Abb. L 10;4).

Daher gilt

(3 Vy=3¥rf(@-n)+z° T n,.
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L 10;II

Aus (2) und (3) folgt, daB r genau dann allen Bedingungen der
Aufgabe entspricht, wenn

—g—th - Trn, + —g-'-rz h - -J;—rzh1 und 0 < r < R gilt.

Unter Berticksichtigung von (1) und wegen Th # O folgt, daB
dies gleichwertig ist mit

3 3
%32 - %rz 2 % I+ 1:2.2. % Lz , woraus man
gl g 2

3 i T :

r -%Rr+43 0 erhdlt.
Wegen R = 6 folgt daraus

r’ -9 1% ¢ 54=0.

Das ist eine kubische Gleichung filr r. Durch sinnvolles Pro-
bieren ermittelt man r = 3 als eine LUsung dieser Gleiochung;
denn es ist 27 - 81 + 54 = 0. Da r = 3 zwischen O und R liegt,
ist r = 3 auch L8sung der Aufgabe.

Weil fiilr 0 < r < R mit wachsendem r das Volumen des heraus-
gebohrten K8rpers monoton wichst und das Volumen des Restkbdr-
pers monoton abnimmt, kann es h8chstens eine L¥sung geben.
Daher ist r = g = 3 zugleioch die einzige L¥sung der Aufgabe.

10/I11/5) LYsung: 2 Punkte
a) Pir jedes reelle x gilt

£(x + p) = £(x); hieraus folgt
F2(x+p) =} 2(x), d.h.
M(x +p) = F(x).
Daher hat die Funktion F(x) die Zahl p als eine Periode.
Ist umgekehrt q eine positive Periode von F(x), so gilt
fiir alle reellen x die Gleichung F(x + q) = F(i), d.h.
% f(x+Q = % £(x), also £(x + q) = £(x), so daB q dann
auch eine Periode von f£(x) ist; nach Voraussetzung ilber p
und £(x) folgt hieraus q z p.
Daher ist p auch die kleinste positive Periode von F(x).
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3 Punkte

b) Pir jedes reelle x ist auch X reell; daher gilt
2(+p) = 2P, a.n. 2R = 2P, a.h. a(x+2p) = 6(x).
Daher hat die Funktion G(x) die Zahl 2p (die ebenfalls po-
sitiv ist) als eine Periode. Ist umgekehrt r eine positive
Periode von G(x), so gilt fiir alle reellen x die Gleichung
G(x+r) = 6(x); d.h. 1(55- = f(i), d.h.

f(f + 5) = f(%). Da hierbei auch % alle reellen Zahlen

durchléuft, ist also g eine (ebenfalls positive) Periode
von £(x); nach Voraussetzung iiber p und £(x) folgt hier-
aus aber ; z p, d.h. r z 2p. Daher ist 2p auch die
kleinste positive Periode von G(x).

Zusammen 5 Punkte

10/111/6) Lysung: 8 Punkte
(I) Angenommen, /\ABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen
der Aufgabe geniigt. Der Kreis um C mit b schneide BC in D.
Dann ist BD = a - b. c

D
a-t

Abb. L 1036 A - B
Das Dreieck Z\ ADC ist gleichschenklig mit AC = DC, also

FODX = 7 (180° - FFED) = § (a + B) = 60°.
Der Winkel < ADB hat daher eine GriSe von 180° — 60° = 120°
Das Dreieck £\ ADB 18t sich aus (a - Db), p und

<ITIDB = 120° konstruieren. Punkt C liegt nun erstens auf
dem von B ausgehenden Strahl durch D und zweitens auf dem
freien Schenkel eines in A an AB angetragenen Winkels der
Grige a.
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(II) Daraus ergibt sich, daB ein Dreieck ACSABO nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kanng

(1) Wir zeichnen eine Strecke BD der Lénge a - b.

(2) Wir tragen an BD in B einen Winkel der Grune g und in D
nach derselben Seite einen Winkel von 120° an. Schneiden
sich die freien Schenkel dieser Winkel, so sel der
Schnittpunkt A genannt

(3) Wir zeichnen die Gerade durch B und D.

(4) Wir tragen in A an AB nach derselben Seite, auf der D
liegt, einen Winkel der Gr¥de a an. Schneidet sein freier
Schenkel die Gerade durch B und D, so sei dieser Schnitt-
punkt C genannt.

(III) Beweis, daB jedes so konstruierbare Dreieck Zﬁ&ABC den

Bedingungen der Aufgabe entspricht: Laut Konstruktion ist

'JTABC = p und <L BAC = a.
Ferner ist nach Konstruktion
"= ODX = 180° - 120° = 60° F(a+p) = 1 (180° - =°70D),
also ist 2\ ADC gleiohschenklig mit 30 = DC. Somit gilt
BC - IC - BC - IC
= BD (, also nach Konstruktion)
=a - b,

(IV) Die Komstruktionsschritte (1) und (2) sind stets eindeu-
tig ausfithrbar. Sie ergeben nach (w, 8, w) mit den gegebenen
GréBen eindeutig ein Dreieck ACSABD.

Die Konstruktionsschritte (3) und (4) sind ebenfalls stets
eindeutig ausfihrbar.

Wegen a + B < 180° ist der Punkt C stets vorhanden und ein-
deutig bestimmt.



