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X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
V Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 -1, Tag -

Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen flir die

1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

10/IV/1) Losung: 7 Punkte

(1)

(2)

(3)

Da genau neun Ziffern verwendet werden
missen, kann hochstens eine der Primzahlen
einstellig sein. Andererseits muB, da neun
ungerade ist, mindestens eine der Primzah-
len einstellig sein, Dafiir kommen genau
die Zahlen 2, 3, 5 und 7 in Frage.

Die vier anderen Zahlen sind wegen (1)
stmtlich zweistellig und kdnnen nur auf
die Ziffern 1, 3, 7 und 9 enden, da sie
sonst durch 2 oder 5 teilbar wiren,

Die einstellige Primzahl kann weder 3
noch 7 sein, da sonst fiir die restlichen
vier zweistelligen Zahlen nur genau drei
verschiedene Endziffern vorhanden wéren,
also (2) nicht erfiillt werden kann,

Es werden nun genau die folgenden beiden
Fdlle unterschieden: ‘

(4a) Die einstellige Primzahl sei 2, Fiir
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die Zehnerstellen der vier zweistelli-
gen Primzahlen bleiben dann genau die
Ziffern 4, 5, 6 und 8.

Séamtliche zweistelligen Primzahlen, die
gich unter diesen Bedingungen bilden
lassen, sind:

41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 83 und 89.
Von ihnen kann die Zahl 43 nicht zu
einer der gesuchten Mengen gehdren, da
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diejenigen der genannten.Primzahlen,
in denen weder die Ziffer 4 noch die
Ziffer 3 vorkommt, genau die Primzahlen
59, 61, 67 und 89 sind, Je drei von die-
sen enthalten aber eine der Ziffern 6, 9
zweifach, so daB man aus ihnen keine drei
~ weiteren, den Bedingungen der Aufgabe
'‘entsprechenden Primzahlen auswidhlen kann,
Wdhlt man aus den verbleibenden acht
Primzahlen als Zehl, in der die Ziffer 5
vorkommt, die Zahl 53, dann entfallen 59
und 83, und aus den verbleibenden fiinf
Zahlen lassen sich, da dann 89 stets ver=
wendet werden muB, zusammen mit den be-
reits gewdhlten Zahlen genau die folgen=-
den beiden Mengen bilden:

(1) {2, 53, 41, 67, 89} und

(1n) {e, 53, 47, 61, 89} .

Analog findet man bei der Wahl von 59
(und damit 83) die beiden Mengen
(111) {2, 59, 41, 67, 83} und

() {2, 59, 47, 61, 83} .

Damit sind alle Moglichkeiten fiir Mengen
der genannten Art, die die Zahl 2 enthal-
ten, erschopft.

(4v) Die einstellige Primzahl sei 5,
Dann bleiben fiir die Zehnerstellen der
vier zweistelligen Primzahlen genau die
Ziffern 2, 4, 6 und &.

Sdmtlicne zweistelligen Primzahlen, die sich
unter diesen Bedingungen bilden lassen, sind
23, 29, 41, 43, 47, 61, 67, 83 und 89.

Wie in (4a) zeigt man, daB 43 zu keiner der

Mengen gehdren kann.
Ehnliche Uberlegungen wie in (4a) ergeben genau
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vier weitere Mengen, die den Bedingungen ent-
sprechen, nédmlich:

vy {s, 23, 41, 67, 89}
(vi) {s, 23, 47, 61, 89}
(vir) {5, 29, 41, 67, 83}
(viz1) {5, 29, 47, 61, 83}.

Es gibt mithin genau die Mengen I bis VIII
der gesuchten Art.

10/IV/2) Losung: 4 Punkte
a) Die Mittelpunkte der Rechtecke
A'B'C'D', ABB'A', BCC'B', CDD'C’,
DAA'D' geien in dieser Reihenfolge mit
M1 bis MS bezeichnet,

Die durch B', A, D' verlaufende Schnitt-

ebene und die durch A', B, C' verlaufen-
de Schnittebene gehen beide durch M1

und M,. Daher hat ihre Schnittgerade

mit dem Kérper des Quaders (wegen dessen

Konvexit#t) genau die Strecké\M1M2 gemein-
sam,

Auf analoge Weise erhdlt man entsprechen-
de Aussagen fiir die Strecken M1M3, M1M ,

M1M5. Daher sind A, B, C, D, M1, MZ? MB’

M4, M5 Eckpunkte des Restkorpers

(siehe Abb, L. 10;2), und zwar sind

das auch sé&mtliche, 1)
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Abb, L 10;2

1) Ein Nachweis, daB die genannten Punkte auch wirklich sémtliche
Eckpunkte des RestkOrpers sind, wird hier nicht gefiihrt und
auch vom Schiiler nicht erwartet.

]
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b) Die Mittelpunkte der Strecken A'B' 3 Punkte

und BB! seien P und R. Dann sind die
rechtwinkligen Dreiecke A ZE’M.]M2 und

ASRM3B kongruent; denn pie stimmen

in den Langen zweier Seiten und de:r

GriBe des von diesen eingeschlossenen

Winkels iiberein,

Daher gilt:
o, = 3.
Wegenm=2miiw=2mund

=2mgilt
I8 : TN, = ETCT ¢ :mr

= BCY E—M—
=23 1

und daher nach der Umkehrung des ersten
Strahlensatzes M'M2 Il BC' und folglich
auch M1M ||M3B . Da entsprechende Aussa=-
gen auch fiir die Strecken M1 39 M M,,
]5!11M5 gelten, kann der Restkdrper aus

den drei Prismen mit den Eckpunkten '

B, C, M3o Mg: M-4s M1 H
A, D, M5’ sz M4, M-] H

A, B, M2, D, C, M4 zusammengesetzt
werden,
Im ersten Prisma‘hat dle Fldche des Drei=-
ecksABCM3 den Inhalt 373 RB = bc,

die zugehorige Hohe PB' hat die Lange 12 aj
also hat das Prisma das Volumen B' abc, Das
zweite Prisma hat eine glelchgroBe Grund=-
flache, nimlich die des Dreiecks A ADN,
und die Hohe PA', fiir die PB' = PAT gilt.

Mithin betrdgt sein Volumen ebenfalls % abce

Beim dritten Prisma hat die Fléche des Drei=-
ecks A\ ABM, den Inhalt % ac, die zugehorige
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Hohe DA hat die Lénge b. Daher hat das
dritte Prisma das Volumen % abc.

Somit ergibt sich:

VR=2-%abc+-1-abc=12abc
und daher
VR H VQ =13 2,
insgesamt 7 Punkte
10/IV/3.1. Lﬁsung: 7 Punkte

Es gilt logy = Eé—x filr alle x > 0;
Y

x£1; ¥y 20 vyi.
(1) Fir ¢ >1 ist log,4 <log 12, d. h.

1
10g4c

1 .
woraus sich nach
<: Ibg120 ’
Multiplikation mit der positiven
Zahl 10g120 . 1og4c
log12c<<:log4c ergibt.
Also ist (%) erfiillt.

1}
N

(2) Fir ist () erfiillt.

Cc
(3) Fiir%gc <1 gilt
[og; ¢]
(%) erfiillt,

pog4ﬂ = - 1, also ist

(4) Fiir-,l—%gc<71- gilt l:log12c:] ==-1,

[1og4c] = - 2, also ist () nicht
erfiillt.

(5) FiirTg;g c<-1-1§ gilt

Eog12é]= ﬁog44 = = 2, aiso ist
(K) erfiillt.
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(6) Angenommen, () wire fiir einen Wert c
mit 0<c <qf erfiillt. Setzt man dann

[log12c3| =u und
[log4c] = v, so gilt
129 S <121,
4v <. <4v+1 ,

und weiter 4V S ¢ <T%' also
v <-2, d.h., vSEa=-3,
und schlieBlich
12%1> 6 247 = 12" ()Y
2 12%27 > 12"
was wegen u<< v nicht sein kann, so

da8 (k) in diesen Féllen nicht er—
fiillt ist.

Daher ist (J€) genau dann erfiillt,
wenn

/

1'155°<T1§ oder

¢ ?-} ist.

10/IV/3.2. Losung: 7 Punkte

Ist D> r> 0, so gibt es ein Flachen-~
stiick, wie es die Abbildung zeigt. Ist
sein Inhalt F und sein Umfang u, so gilt:

(N F =2br-%’ﬂ' r°

und die wegen r ¥ O mit (1)
dgquivalente Beziehung

_F 1 .
(M6 =S+5Tr
sowie
(2) u=2r+2b+ Tr.

Aus (1') und (2) folgt der Reihe nach,
daB dann die folgenden Gleichungen bestehen:
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f—

P
2r+-;‘+2'ﬂ'r+ Nr,

u =
ur = 2r2 + F + %'W r2
rz(% N+2)=ur==-F
2 2 u _ 2 F
PE o = e
3T + 4 3N+ 4

(3) (om—iy? oo o 2T
37 +4 Gu+4)2 3w+ 4’

u 2 >
Aus (3) folgt wegen (r - gﬁﬁr;—z) £ 0,

daB zwischen Umfang und Flédcheninhalt
eines solchen Flachenstiicks stets die Ab-~
schidtzung '

u? > _2F

(GF + 4)° 3 + 4
besteht, d. h, also, aal

W u2Y2F BT + 4) ausfdllt.

Soll in (4) das Gleichheitszeichen gelten,
= % gej
so muB wegen (3) r = T 77 Sein

woraus sich unter Beachtung von (4) mit
dem Gleichheitszeichen

(5) r =J§?$—§_Z und hieraus in Verbin-

dung mit (1')

(6) b =J§—‘_-r—+—z (M+ 1) = r( ﬂ/+ 1) (>r)

ergibi.

Wdhlt man zu gegebenzm F > 0 die Zahlen

r und b gemdB (5) und (6), so gibt es wegen
b > r zu dem Paar (r,b) ein Fléchenstiick,
wie es in der Aufgabe beschrieben ist. Zwi=-
schen dessen Inhalt F und dessen Umfang u
besteht die Relation

u=y2F OW+ 4).
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Daher geniigt das Paar

(r,b) = ( 22— 2 E— (m+ 1))
3w+ 4’ I3 0+ 4
den Bedingungen der Aufgaben und ist das
einzige dieser Art.




X, Olympiade Junger Mathematiker der DDR

4, Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag =~

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir
die 1, Stufe gelten auch filir die 4. Stufe.
10/IV/4) Losung: 5 Punkte

Angenommen, es gibt eine quadratische Funkw
tion £(x) = ax® + bx + ¢ mit der geforderten
Eigenschaft,

Dann gilt fiir jedes reelle x:

a(x + 1)2 + b(x+1) + ¢ a(-x)2 + b(=x) + c,

also
ax2 + 28X + a + bx + b + ¢ = ax2 - bx + c,
woraus man (a + b) (2x + 1) = O erhdlt.

Da diese Gleichung insbesondere fiir x = 0
erflillt sein muB, folgt a = - b.

Mithin konnen hochstens die quadratischen
Funktionen der Form

£(x) = ax° - ax + ¢ (a £ 0; a,c beliebig
reell) die geforderte Eigenschaft haben,
Tatsdchlich gilt flir jede von diesen:

f(x + 1) = a(x+1)2 - a(x+1) + ¢ = ax2 +ax + ¢

f(=x) = a(-x)%2 - a(~x) +c = ax® +ax + c,
also
f(x+ 1) =1 (=x).
10/IV/5) Losung: 6 Punkte

a) Angenommen, die reelle Zahl x # 0 erfiille
die gegebene Ungleichung, d. h. es sei

2 1
Wegen r < =6 gilt 0< -~ £<5"

30 04 50-1
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b)

c)

Daher gilt

2> 1 +2>0, also x> 0 und damit
2> x (3 +2) baw.
4> x (é-;;——r) bzw., wegen
>

o<z < i

Also kdnnen hochstens solche x, fiir die
0<x < 44 eilt,

Lsung der gegebenen Ungleichung sein,

Tatsdchlich gilt fiir alle diese Werte

22 __3:1 2_3x1
x> 4 T —r+2,alsox r>2‘
6+

In diesem Falle geht die gegebene Unglei-
chung in

2 1 1 .
= + 5 > 5 {iber.

Diese Ungleichung ist fiir alle x> 0. und
nur fiir diese erfiillt, da genau fir sie

2 .
3 > 0 gilt.,
In diesem Falle gilt - %)% (2).

Angenommen, die reelle Zahl x ;/O erfiille
die gegebene Ungleichung., Dann gilt

2 2 1 . A -
£ - r> % Wegen (2) ist diese Un

gleichung fiir alle x> 0 erfiillt,

Es sei nun x< O. Dann gilt rx > 0, und
man erh#lt durch Multiplikation von (1)
mit rx:

2r - 3x > %‘ und weiter

4r - 6x > rx, woraus man wegen
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(r+ 6)>0

x < =t

erhdlt,

Also konnen im Falle ¢) hochstens solche x,
fiir die x > 0 oder x<% gilt, die ge-

gebene Ungleichung erfiillen.

Tatsdchlich ist fiir x> O wegen

2 1
£-2>5
und fiir
4 r
*< 57w
3—2{ T_zr = % + %, also
TTT
2 1
£-2>%

d) In diesem Falle gilt - 2 <O.

Angenommen, die reelle Zahl x # O erfiille
die gegebene Ungleichung. Dann gilt

%}% +% > 0 und daher x > O.

‘Daraus folgt

0<L<x <ﬁr_r . Also konnen hochstens
. . 4 r )
solche x, fir die 0 <x <m gilt,

Losungen der gegebenen Ungleichung sein,

Tatsdchlich ist in diesem Falle

2>t -3

LE T
+ T

10/IV/6) Losung:

(I) Angenommen, die Fldche eines Dreiecks
A\ ABC sei auf die angegebene Weise in
drei inhaltsgleiche Teilfléchen zerlegt,
Die Flécheninhalte der Trapeze AEDC bzw,

r 2._.2>1
+2,alsox r>2’

8 Punkte

FBCD und der des Dreiecks AEFD seien der

Reihe nach mit S1, S2’ 53 bezeichnet.
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c
G D H
A
A,
Al A
A -E F 8
Dann gilt: Abb., L 10;6
5, =32=53=%E§-h, wobei h die

Lénge der auf der Geraden durch A und B
senkrecht stehenden Hohe des Dreiecks
A\ ABC bedeutet,

Wegen.EF || 4B, ED || Ac, FD||BC sind
in den Dreiecken Z\EFD und A ABC ent-
sprechende Winkel gleich groB, Daher
gilt:

A EFD ~ ABe,
Nach dem Satz iliber die Fl&écheninhalte
ghnlicher Dreiecke gilt in diesem Falle
1 : 3= h? : h2, wobei h1 die Lénge
der auf der Geraden durch E und F senk-
recht stehenden Hohe des Dreiecks ZSEFD

bedeutet,

Daraus folgt (wegen h, >0)
h ok
hy = 573 .

Die Parallele durch D zu AB schneide AC

in G und BC in H, Dann verhalten sich die
Fldcheninhalte der Dreiecke ZﬁSGDC und

A\ DHC zueinander wie TD : TH.

Dasselbe Verh&ltnis haben auch die Flichen-
inhalte der Parallelogramme AEDG und FBHD
zueinander, Daraus folgt:

S, : S, = GD : DH,

1 2
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Wegen S1 = 82 ist Punkt D mithin Mittel-
punkt von GH,

(II) Daraus ergibt sich, falls eine Losung exi-
stiert, folgende Konstruktionsmoglichkeit:-

(1) Man konstruiert h, = %'r .

Das kann z. B. dadurch geschehen, daB
man ein gleichseitiges Dreieck mit der
Hohe h konstruiert., Es sei 2 x die
Seitenlénge dieses Dreiecks, Dann

gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

h2 ='4x2 - x2 = 3x2, also

/AENRCE

(2) Man konstruiert die auf derselben Sei=-
te von AB wie C gelegene Parallele zu
AB im Abstand h,. Sie schneidet (wegen
h, < h) die Strecken AC und BC in G
bzw. H.

X

(3) Man konstruiert den Mittelpunkt D von
GH und zieht die Parallelen durch D
zu AC bzw, BC, die AB in E bzw, F
schneiden.
(III) Beweis, daB die Punkte E, F, D, falls sie auf

diese Weise konstruierbar sind, den Bedingungen
der Aufgabe geniligen.

Nach Kocastruktion gilt:
. S =h? s pl =1
S3 : S = 7 ¢ h® =1 : 3, also

S. =%, also S, +5, =28
373 1 237

h

Die Fldche des Trapezes AEDC setzt sich
zusammen aus der des Parallelogramms AEDG
und der des Dreiecks A\ cpe.

Die Fliche des Trapezes FBCD setzt sich
zusammen aus der des Parallelogramms FBHD
und der des Dreiecks AC§DHC.

Da D Mittelpunkt von GH ist, sind die Flé-~
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(IV)

cheninhalte cer Dreiecke AGDC und
/\ DHC gleich groB.

Aus demselben Grunde und wegen der bei~-
den gemeinsamen Hohenlénge h, sind auch
die Flécheninhalte der Parallelogramme
AEDG und FBHD gleich groB., Daher gilt:

S, =85, und damit

S1=82=SB=-3.

Aufgrund der Ausfiihrungen ergibt sich
unmittelbar, daB die genannte Konstruk-
tion stets auf genau eine Weise aus-
fiihrbar ist.



