A 1031 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
achtung:

1.

2.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lisung un-—
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengsnge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

Beweisen Sie folgende Aussage:

Die Winkelhalbierende je eines Innenwinkels jedes Dreiecks
teilt die gegeniiberliegende Seite in Abschnitte, von denen
jeder kleiner ist als die dem Innenwinkel anliegende Dreiecks-
seite durch einen Endpunkt des betreffenden Abschnitts.

Bs ist zu beweisen, da8 1oga Dl logb c = loga c ist, wenn

a, b, ¢ positive reelle Zahlen sind und a # 1, b # 1 ist!
(Sogenannte Kettenregel fir Logarithmen.)

Ingelore sagt zu ihrer Schwester Monika: "Wir haben gestern
im Mathematikunterricht Berechnungen an einer quadratischen
Pyramide durchgefiihrt und dabei fiir das Volumen und den Ober-
flicheninhalt gleiche MaBzahlen erhalten. Ich weiS zwar noch,
daB alle MaBzahlen natiirliche Zahlen waren, kann mich. aber
nicht mehr daran erinnern, wie sie lauteten.”

"Welche MaBzahlen meintest du, als du "alle MaBzahlen" sag-
test?"

"Ioh meinte die MaBzahlen der Seitenliénge der Grundfldche, der
Hohe, des Volumens und des Oberflicheninhalts der Pyramide."
"Waren diese Stiicke mit zusammenpassenden MaBeinheiten ver-
gsehen, waren also z. B. die I#ngen in ocm, der Oberfléchen—
inhalt in cm2 und das Volumen in om? angegeben?®

"Ja, SO war es."

Aus diesen Angaben kann Monika die Aufgabe rekonstruieren.
Wie kann das geschehen?
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4 10311 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Qlympiadeklasse 10 - 2. Tag =

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw, zu begriinden.

4o

5‘

6.

Dies bedsutet insbesgondere, daf die in einer Ldsung un-
bewlesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
18sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlioh erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisoh elnwandfreien Sitzen darzulegen.

Gesucht sind alle diejenigen Tripel natiirlicher Zahlen
8 (1 =1, 2, 3), die die Gleichung

(%) ‘2312 - 2322 = a,

erfillen wd fur die augerdem 1 % a, £ 10 gilt.
Flir welches reelle g nimmt die Summe der Quadrate der Lisun-
gen der Gleichung
x2 +ax+a=2=0
ihren kleinsten Wert an?

a) Konstruieren Sie ein Dreieck gus hc - hy = 3 omj
b-c= 3,5 cmund a = 8 om! Dabei ist hc die L#nge der
zur Seite AB gehdrenden Hohse, hb die Linge der zur Seite
AC gentrenden HShe und a die Linge der Seite BC, b die der
Seite AC und o die der Seite AB.

b) Reschreiben und diskutieren Sie die Konstruktion!
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R A0 T VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspahn zu den Iosungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1. Die zu beweisende Aussage besteht in mehreren Teil- 6 Punkte
aussagen, von denen jede einzelne durch jeweils ge-
eignete Wahl der Bezeichnungen auf folgende Behaup-
tung zuriickgefiihrt werden kann:
C . Schneidet in einem
Dreieck A ABC die
Halbierende des Innen-
winkels <€ ACB die Sei-
te AB im Punkt D, so

ist A < 7T,
Beweis: Es ist
A 7l B =Ie> F B
L "o, (Satz tiber Aufenwin-

kel im Dreieck A DBC),
also 3 ADC > ¢ ACD (da CD den Winkel 2 ACB halbiert,
also K€ > ID (da dem gréBeren Winkel im Dreieck A ADC
die gréBere Seite gegeniiberliegt).

#) ‘;rIBC bezeichnet die Grofe des Winkels <~ ABC.

2. Setzt man logy, c = x und log ¢ =y, 8o gilt nach 6 Punkte
der Definition des Logarlthmus. b%* = ¢ wd a¥ = o.
Polglich ist b* = a¥ und (nach Logarithmieren)
log ¥ = log a¥
Nach Anwendung des Gesetzes uber das logarithmieren
einer Potenz erhilt man
S 4E S 1oga b=y . 1oga a

und wegen loga a2 = 1 endlich x log, b=y, dehe
log, b . logy ¢ = log, ¢, WeZeoDeWe

320 03 36-1 1



L 1031

3.

Anderer Losungsweg:

Es sei b = a%¥ und ¢ = vV,

Dann ist c=(a%)Y = a*Y  una
man erh#lt nach der Definition des Logarithmus:
Xy = loga ¢ oder loga B e log, ¢ = 1oga Ce.

Es sei a die MaBzahl der Lange der Grundkante und 8 Punkte,
h die der Hshe der Pyramide (in cm), Dann ist die davon fir

MaBzahl des Volumens (in om’) Vp = %.aQn und die gignglgé;
des Oberflicheninhaltes (in cm2) Vp und Op
2 a‘ 2 und Gleich~-

OP=a + 2a l;"'h‘ setzung {
Nach den Bedingungen der Aufgabe sind a, h natir- %uiuglic'ge.
lich und ungleich 0, ferner soll gelten: Bestimmung

W der Linge
g Spaanen - der Grund-
AP a“ 2 kante
3a.h-a(a+eva+h). el Al

Da a # 0 gilt, kann durch a dividiert werden, und
man erhilt

2
i i -45;. 3
3ah-a,+2 4+h

Daraus folgt

it
ah - 3a = 6 -a—E-rh

und nach Quadrieren beider Seiten

a2h2 - 6a%h + 932 = 9a2 + 36h2 und weiter

a%n? - 6a%h 3609, Wegen h # 0 kann
durch h dividiert
werden, und es

folgt
a2 (h - 6) =361
2
8 = gs—_k—l-s sowie
a = 6 E_EE y :

Da a eine natlirliche Zahl sein soll, muB
11_-}3_6' das Quadrat einer natiirlichen Zahl sein.
Das heift, es muB gelten h > 6, da sonst der Nen-

~ ner nicht positiv wiirde. Die Substitution
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h - 6 = m (m nattirlich) liefert

h m+ 6 6
e ey i R o
Daher muB (m und folglich auch) % ein positiver
Teiler von 6, d.h. eine der Zghlen 1, 2, 3, 6 sein,
und zwar so, daB 1 + % Quadratzahl wird. Von den
Zahlen 2, 3, 4, 7 ist aber nur 4 Quadratzahl, was
auf -3, m=2hn-8,a= 12 funrt. ;

Umgekehrt ergibt sich aus a = 12, h = 8 in der Tat
Vp = 0p = 384.
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510 LT VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

4. Die Gleichung (=¥ ) ist #quivalent mit 6 Punkte
2 (312 - 322) = a32.
Daraus folght, dal a32 und damit auch a4 durch 2 teil-
bar ist, also
ay = 2a? (a? ganz).
Somit ist
Mgl or o (a, -~ a,) « (a, + a,) = 2392
q 2 1 2 1 2 2
und es sind wegen a = 10 nur die Werte
a? = 1; 23 3; 43 5 m¥glich.
Also sind folgende Faktorenzerlegungen zu priifen:
A8 el O
e B =l 00§ k=i 8
ale 48000 L NGk R 6T =8
i a3 20 28t i 6=yl heny - 81 =32
4l 50 = 2k 12B = 5ol 10 50.
Dabei ist p = a, - a, jeweils der kleinere und
q="2a, + a, der grdBere Faktor, und wegen

a, = 352  soheiden alle Fille mit q + p ungerade

aus.
Es bleiben also genau die drei Fille
Dilacsd NS
D4 g e 2, 16
P g e leric8
tibrig. Sie ergeben genau die Lsungstripel:
(a1, CP a3) = (3, 1, 4) bzw. (9, 7, 8) bazw. (6, 2, 8).
Die Probe erweist die Richtigkeit der ILosungen.

n

5. Es sei a eine reelle Zahl, fiir die die Gleichung 6 Punkte
reelle Lisungen, etwa die Zahlen X, und Xp9 hat.
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(Dabei sei entweder x, # x,, oder aber X, = X,
sei die einzige Losung der Gleichung.)

Dann gilt

x12 + 122 = (11 + x2)2 - 2%,
und nach dem Satz des Vieta:

1,9 2% = (-8)® - 2 (a='2)

= a2 - 2a + 4

(o=

Die Summe nimmt mithin fiir a = 1 und nur fir die-
ses a ihren kleinsten Wert an, falls die Gleichung
x2 +ax+a-2=0 fiir a=1 Losungen besitzt.

Da dies in der Tat der Fall 1s+ (x2+x-1=0

hat die ILdsung x1 B 5 * 1 5) ist a = 1

und nur dies der gesuchte Wert.

1}

8 Punkte,

davon fir
Anglyse
und Beweis
3 Punkte,
fiir Kon-
struktion
und Be-
schreibung

Diskussion
der Losung
2 Punkte.

A L_70/6a

(I) Angenommen, A ABC sei ein Dreieck der gefor-
derten Art (Abb. L 10;62) mit TD = h, und
BE = hy, AB /= 05 B0 = & und AC =
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Auf CD trage man von D aus h.D mit dem Endpunkt F ab.
Dann gilt: TF =-h - hy.
Die auf CD in F errichtete Senkrechte schneide AC in
G. Der FuBpunkt des von G auf AB gefidllten Lotes
sei H. ‘
Dann gilt: GH = hy
und es ist

A cHA £ ABEA; denn .y GHA & ¥ BEA als rechte Winkel,
X GAH £ < EAB
GH = EB = hy.
Darsus folgt: AC = B 3 (G
und damit TG =Db - c.

Weiterhin ist =X BAC ¥ ¢ PGC als Stufenwinkel an ge-
schnittenen Parallelen und

i}

% FGA = 180° - oo, wenn X CAB = « ist.
Nun ist wegen (1) das Dreieck A AGB gleichschenklig
und dsher
AL O 1Y o _«
T - 4 (180° - ) = 90° - 5.

Also ist GB die Winkelhalbierende des Winkels <X FGA.
(II) Daraus ergibt sich, daB ein Preieck A ABC hochstens

dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es

durch folgende Konstruktion entsieht:

Das Teildreieck A FGC wird aus b - ¢, h, - hy und

dem rechten Winkel bei F konstruiert, und das Teil-

dreieck A CGB danach aus a, b - ¢ und

OB = X OOF + 5 X VOA:

(Abb. L 10; 6b)

Man zeichnet TF = by =y,

Punkt G liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit b - ¢ um C,

2. auf der Senkrechten, errichtet auf CF in F.

Punkt B liegt:

1. Auf dem Kreisbogen mit a um C,

2. auf der Winkelhalbierenden des Winkels . G,GF,
wobei G1 ein Punkt auf der Verliéngerung von CG
iiber G hinaus igt.

30 0% 26-1



L 10;II

GTTT)

(xv)

Punkt A liegt:
1. auf der Verlingerung von CG iiber G hinaus
2. auf der Parallelen durch B zu GF.

L7o,'61;_

Welter gilt: Wird ein Dreieck A ABC durch diese
Konstruktion gewonnen, so entspricht es den Bedin-
gungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion ist TB = a. Ferner ist
X ECB = X BGF (nach Konstruktion) = X ABG (Wech~
selwinkel), also /\ ABG gleichschenklig mit (1);
daher ist TG = b - c¢. Aus dem gleichen Grunde ist
BE = TH = hy. Das Viereck GHDF ist nach Konstruk-
tion ein Rechteck, und daher ist auch TH = FD = h,.
Also ist TF = h, - hye

Durch die gegebenen Stiicke ist das Dreieck A ABC
eindeutig (bis auf Kongruenz) bestimmt, da die ge-
gebenen Stiicke die Bedingungen b - ¢ > b 7 und
aD>b - c erfilllen. Ist (mindestens) eine dieser Be-
dingungen verletzt, so existiert kein Dreieck

A ABC, das allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.



