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VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1, Tag

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-

1.

Je

den, Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lo-
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sitze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

Gegeben sei die Kantenlénge a eines Wiirfels ABCDEFGH
(Abb, 1031),

Ermitteln Sie die Abstdnde der Eckpunkte A, B, C, G, H, E
von der Diagonalen DF!

H 6
E F
1:,[..-_
c
B
Abb.A0;4

Zeigen Sie, daB fiir beliebige positive reelle Zsashlen a, b, ¢

stets
R RS 55 E |
PR A G e ey gilt »

Von sechs Orten A, B, C, D, E und F sind folgende Entfer-
nungen voneinander (in km) bekennts

28 = 30, AE = 63, KF = 50, BF = 40, TD = 49, TE = 200,

DE: =38,

Welche Entfernung haben B und D voneinander?
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VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag

Achtungt Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw, zu begriin-

den, Dies bedeutet insbesondere, daf die in einer Ly-

sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sitze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Lisungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstrukiionen,
Hilfslinien) mu3 deutlich erkennbar sein.

4, Ermitteln Sie alle reellen Zahlen k, fiir die die Gleichung

x2 + X+ 3=k (12 + 5) eine in x quadratische Gleichung

ist, die
a) eine Doppelldsung hat!
b) zwei voneinander verschiedene reelle Lgsungen hat!

5 Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, die die folgende Un-
gleichung erfiillen!

Fle(x-1+2X-9>1
6. Die Abbildurg 10;6 stellt den Grundrif eines Teiles eines
Theaterraumes dar, AB ist die Biihnenbreite, CD die Flucht
der Seitenlogen.
Es sind alle Punkte P auf CD zu ermitteln, von denen aus
die Biihne unter dem groBten Sehwinkel erscheint!

Unter d2m Sehwinkel ist hier der Winkel < APB gu verstehen.

Man setze gleiche Hohe der Biihne und der Seitﬁnlogen iiber

dem ErdLoden voraus.
B L
Abb. 10,6
At
(&

Angperkung:
ibb, 10; E ist lediglich eine Skizze, aus der keineswegs auf
die Grdﬁenverhaltnisse geschlossen werden darf,
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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)

L8sungen und Punktbewertiung
Olympiedeklasse 10 - 1, Tag

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspenn zu den Lssungen fiir die

1.

2,

3

1, Stufe gelten auch fiir die 3, Stufe,

Die gesuchten Absténde

sind si@mtlich einander

gleich, n#émlich gleich A
der Linge der in einem
Dreieck mit den Seiten

von der Linge sa, a-‘rf, D
a3 auf der letztge-

nannten Seite errichte- A i

ten Hohe, “.L‘fﬂ,'f

Wir betrachten ein sol-

ches Dreieck, etwa A ADF,

Es ist bei A rechtwinklig, da AD auf der Ebene

€)\BEF senkrecht steht, Die gesuchte Linge der

Hohe AP ist deher, wie aus A ADP~ ADFA folgt,

i i Ak

Wegen a >0, b >0, ¢ >0 gilt
a(b-o)2+b (a—c)2+c (a—b)aeo, ddh's

ab2 + a02 4+ a2b + b<>2 + azo + b2c - 6 abs ¥ 0.

Nach Addition von 9 abc erhilt man
(bc + ac + ab) (a ¢Db+c) 29 abo.
Durch Multiplikation mit der positiven Zahl

1
356 (& 5 ¥ 0) folgt die Behauptung.

Bs 18t X + AF + FD + DU = 63 + 50 + 38 + 49 =
=200 = B0 .

Daraus folgt, da die Orte E, A, F, D, C in dieser
Reihenfolge auf ein und derselben Geraden liegen.
A, B, F sind die Beken eines rechtwinkligen
Dreiecks mit dem rechten Winkel < ABF,
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Dies folgt wegen T4 TP 302 + 402 = 502 = IF
aus der Umkehrung des Lehrsatzes des Pythagores.
Es sei Q der FuBpunkt des Lotes von B auf AF,
Wegen ABFQ~ AAFB ist dann
m=E-§F=30. 40 _

v 20 i
und
2 2
TF - gg -f- =32,
Also ist

A =% + FD = 32 + 38 = 70,
SchlieBlich erh#lt man aus dem rechtwinkligen
Dreieck A BQD nach dem Lehrsatz des Pythagoras
B2 = 3G + QD2 = 242 + 70% = 4 (122 + 35%) =

- 4 377 % 74°
und damit
55 = 74 .

Die Entfernung von B nach D betrdgt also T4 km.
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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 2, Tag

Achtungs Die Bemsrkungen im Vorspann zu den Lggungen fiir die
1, Stufe gelten auch fiir die 3, Stufe.

4, Die gegebene Gleichung ist genau denn in x qua- 7 Punkte
dratisch, wenn k # 1 ist, Sie ist dann Hquivalent
mit der Gleichung

(1) bty frdR 0,

Diese hat genau dann reelle Lgsungen, wenn die
folgenden Radikanden nicht negativ sind, und
zwar die L¥sungen

1 + 1 3 - 5k
e T e e ‘4 TSR A

B Y sy wr e oo,
Z k1) { 4 (1 - k)°

+ 2 A g
gl—:LZOk :}21:-11 &

a) Die Gleichung (1) hat genau dann eine Doppel-
1lésung, wenn

- 20k% 4 32k - 11 = O des heift
ka_%k...%%'- =0 ist,

Das ist fiir k = %% und fiir k = % und nur fir
diese k der Fall,

b) Rur k¥ - Bk + 3<0, k41, hat (1) zwel von-
einander verschiedene reelle Wurzeln. Das ist
der Fall fir $<k<1 und 1< k< wnd nur fur
diese ko

+) NB; Damit die letzte Gleichung richtig ist,

hat man in ihr das Doppelvorzeichen

passend zu wdhlen.

5. Nach der Definition der Wurzel und des Logarith- 7 Punkte
mus existiert die linke Seite der gegebenen Un-
gleichung genau dann, wenn x - 9> O und
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2x - 1> 0 gilt,

Dies ist gensau fiir x > 9 der Fall,

Die gegebene Ungleichung ist denn &quivalent
mit folgenden Ungleichungen

%1g(2x—1)+%lg(x-9)>l

lg (2x = 1) ( x - 9) >2
1z (2x°- 19x + 9) > 1g 100,
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn
(2x° - 19z + 9) > 100
dehe 222 _ 19z - 92 > 0
oder x2 i lg-x 5 2%._ > 0 gilt.

Wegen (x - 13)(x + Z-) = x2 - l%x - % it
die letzte Ungleichung dquivalent mit
(1) (x- 1) (x+% > &

Da ein Produkt zweler reeller Zahlen genau dann
positiv ist, wenn entweder beide Faktoren positiv
oder beide Faktoren negativ sind, ist (1) genau
dann erfiillt, wenn

entweder (2) x - 13 > 0 und x +%> 0

oder (3) x-13<0undx+%<0.

Aus (2) folgt x 13 und umgekehrt; aus (3) folgt
x €= Z- und umgekehrt, )

Davon ist wegen x - 9 >0 nur x > 13 Losung der
gegebenen Ungleichung; diese ist somit fiir alle
reellen Zshlen x D 13 und nur fiir diese erfiillt.

6. Alle Winkel < APB mit P auf CD kdnnen als 8 Punkte
Peripheriewinkel iiber der Sehne AB aufgefaSt
werden, Die Mittelpunkte Hl der entsprechenden
Kreise liegen auf der Mittelsenkrechiten m von AB.
Da jeder Peripheriewinkel halb so grof ist wie
der zugehorige Zentriwinkel, ist der Punkt F
auf m zu finden, der
(1) Mittelpunkt eines durch A und B gehenden und
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CD schneidenden oder beriihremden Kreimes ist
und der
(2)den unter diesen Umstiénden grtBten Zentriwinkel
& AHB ergibt,
Der Winkel <k AHB ist um so grbBer, je kleiner die
Lénge r des Radius des CD be-
rilhrenden oder schneidenden Krei-

gses um H durch A und B ist, CA/M B

Wegen T 2 W (M sei der Mit-
telpunkt von AB) ist “fAHB ge- P& o
nau denn am gréBten, wenn r = TH ’

ist und wenn der zugehtrige Krels

die Strecke CD berijhrt., In diesem :

Falle ist der gesuchte Punkt P » ‘.
der Beriihrungspunkt (Abb. L 10;6a). D

Berithrt dieser Krels aber die CD
enthaltende Gerade auBerhalb der A“.L40;6¢
Strecke CD, so 1st r am klein-
sten und demit <K AHB am gr&Bten,
wenn H Mittelpunkt des Kreises
durch A,B,D ist. In diesem ist

P = D (Abb. L 1036b), In beiden
Fdllen ist P eindeutig bestimmt,




