VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den. Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lo~
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, S#tze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

1. Man ermittle alle reellen Zahlen a, fiir die eine der Wur-
zeln der quadratischen Gleichung

x2 - i% x+a=20

das Quadrat der anderen Wurzel ist!

2, Es sei % ein unkiirzbarer Bruch (p, q ganzzahlig und

q #0).
Man beweise, daB dann auch 3—5—2 ein unkiirzbarer Bruch
ist!

3. Auf einem (ebenen) Zeichenblatt sind ein Punkt A und zwei
nicht parallele Geraden 811 8 gegeben, die nicht durch A

gehen und deren Schnittpunkt S auBerhalb des Zeichenblat-
tes liegt. #
Konstruieren Sie die Verbindungsgerade durch A und S, so
dag die gesamte Konstruktion auf dem Zeichenblatt erfolgt!
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4, Verbindet man bei einem Wiirfel die Mittelpunkte der Sei-
tenfldchen gradlinig miteinander, so erhélt man die Kan-
ten eines dem Wiirfel einbeschriebenen Oktaeders. Verfghrt

. man in entsprechender Weise bei einem Oktaeder, so erhdlt
man die Kanten eines Wiirfels.

a) Wie verhalten sich die Volumina von Wirfel und einbe-
schriebenem Oktaeder zueinander?

b) Wie ist das Verhdltnis der Volumina bei Oktaeder und
einbeschriebenem Wiirfel?

¢c) Wie verhalten sich im ersten Fall die Inhalte der Ober-
fldchen zueinander?

d) Wie ist das Verhdltnis der Inhalte der Oberflidchen im
zweiten Fall?
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VI. Olympiade Junger Mathematiker der DuR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadzklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lgsungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe,

1. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 9 Punkte
seien w und w2.
Dann gilt nach den Vietaschen Wurzelsdtzen:
(@14 W 4w = l% und (2) W oW =a .
Aus (1) folgt
] 4. i)
Wi =8 und Wolh=l =%t
Wegen (2) ist
o B I By KR )
F| Wl Bl und BousiNili= s ams s
Durch Einsetzen findet man, daf die ermittelten
Werte tatsichlich den Bedingungen geniigen:
x2 - l%x + 2% = 0 hat die Wurzeln Xy = % und x, = %
x2 - l%x - l%2= 0 hat die Wurzeln X 32% und x, =-5
Die gestellte Bedingung wird von
o i 1:2'5
a; = =g und B = e
und nur von diesen erfiillt.
2, Beweis: (indirekt) 7 Punkte
Angenommen, ﬂ—a—P- wire durch ¢ kiirzbar
(c ganz, ¢ # 0 ¥ 1), dann miBte gelten
qg-p=c+*m (mganzzahlig) und
q =c +n (n genzzahlig).
Daraus wiirde folgen
P ¢ (n =mh).
Dann wiren jedoch p und q durch ¢ teilbar, was
der Voraussetzung widerspricht.
aonl
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3. Analyse: Angenommen, ein Punkt A’ (# A) des 12 Punkte
Zeichenblattes lie-
ge auf AS, Man wigh-
le B auf g1 C auf
g, 80, daB A BTG
nicht in einer Ge-
raden liegen. Die
Parallelen durch
A’ zu AB bzw, AC
schneiden 81 bzw,
g in B? bzw. C?.
Dann ist nach dem
Strahlensatz
SB : S8 = 5K 3 SA* = 5C s SC?, also nach einer
Umkehrung des Strahlensatzes BC Il B?¢?, Daher
kann die gesuchte Gerade nur diejenige sein,
die sich durch folgende Konstruktion ergibt:
Man wihle B auf g1 C auf g, so, da8 AL 8L C
nicht in einer Geraden liegen, und zeichne eine
beliebige (von BC verschiedene) Parallele zu BC.
Sie schneide g, in B’, g, in C’. Die Parallelen
durch B? bzw. C? zu BA bzw, CA schneiden sich
dann in einem Punkt A?, und IVC ist die gesuch-
te Gerade.
Beweig: Nach Konstruktion ist
SC ; SC* = BC : B'C' (Strahlensatz)

= XC ; B7C7 (da XABC~ AA’B’C?),
nach einer Umkehrung des Strahlensatzes geht
also gape durch S.

Abb.L40;3

Diskussion: Da BC nicht zu g, oder g, parallel ist,
gilt dasselbe fiir die gezeichnete Parallele, also
sind B?, C? eindeutig bestimmt. Da BA, CA nicht
parallel sind, gilt dasselbe fiir ihre Parallelen
durch B’ bzw, C’, also ist auch A’ eindeutig be-
stimmt. (Genauer: A’, B?, C’ ergeben sich eindeu-
tig aus dem jeweils vorangegangenen Teil der Kon-
struktion, der allerdings die Willkiir der Wahlen
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von B, C, B?, C’ enthielt.) Da schlieBlich die
Parallele zu BC von BC verschieden gezeichnet
war, ist B? #£ B; C? £ C; also wird auch A’ # A,
Somit ist auch der letzte Konstruktionsschritt
eindeutig ausfiihrbar. (Die willkiirliche Wahl von
B, C kann im Endergebnis keinen EinfluB auf die

tinag | deriGenadan €AA? haben; denn nach dem Be-

weis ist diese mit der Geraden Bas identisch,
also schon durch A, g,, g, eindeutig bestimmt.)
~ Endlich kann durch geeignete Wahl von B, C
und der Parallelen zu BC stets erreicht werden,
dag B, C, B?, C’, A’ auf dem Zeichenblatt lie-
gen.+5 ;

Flir das Volumen des Wiirfels mit der Kantenlinge
a gilt: V, = o,
Fiir den Inhalt der Oberfliche des Wiirfels mit
[o]
der Kentenldnge a gilt: O, = 62

Fiir das Volumen des Oktaeders mit der Kanten-
lange b gilts V, = %- 3. 47 .

Fiir den Inhalt der Oberfiche des Oktaeders mit
der Kentenlinge b gilt: O = 2 b2 3 .

Das Oktaeder setzt sich aus einer vierseitigen
Pyramide mit einer quadratischen Grundflszche
des Inhalts b2 und deren Spiegelbild an der
Grundfliche zusammen, Die Hohe ist die halbe
Diagonale des Quadrates, also gf{—‘. Die Ober-
fldche besteht aus 8 gleichseitigen Dreiecken

Auf einen exakten Beweis hierzu, mit Hilfe der
Voraussetzung, dag A, B, C innere Punkte des
konvexen Zeichenblattes sind, muB hier natiir-
lich verzichtet werden,

12 Punkte
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mit der Grundseite b. Deren Hohe ist §~{§. Damit
ist der Flicheninhalt jedes dieser Dreiecke

a)

b)

c)

2
e ED)

Die Lénge der Wiirfelkante sei a, Dann gilt fiir
die Linge der Oktaederkante b

b= % a-{g (Pythagoras)
Daher ist
il 1Y i
Vw=a3mdvo=jﬁ(§aﬁ)3=€a3
und mithin

g FR ) V0 =6 L

Die Lénge der Oktaederkante sei b. Die Mittel-
punkte S der gleichseitigen Dreiecke liegen auf

den Seitenhalbierenden. Diese werden von S im

Verh&gltnis 1 ¢ 2 geteilt. Eine parallele Strek-
ke zu b durch S hat die L'ainge%—b . Der Schnitt
einer Ebene, in der eine Seitenfliche des einbe-
schriebenen Wiirfels liegt, mit dem Oktaeder ist
also ein Quadrat mit der Seitenlinge % b . Die
Linge der Quadratseite a ergibt sich aus
& = (307 + 0P =2. (D)
also
ar= % b\-{?. Daher gilt:

Sy Ml Sl = e )
Vo =302 wd v, = (502)° = 5 v2A2

und mithin

VotV e 9 gy

Es ist O, = 6 a° und O_ = 2 3 a¥2)243
=a2' 30

Daher ist

@)
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o
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d) Es ist
L LT 4 Y £ G RO
oo_zb{3mdow_6(3bﬁ) = % p°.
Daher ist

0,:0, 8343 ¢2,

X

" Abb. L 40;"“



