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IV. Olympiade der Jungen Mathematiker
der DDR 1965
Losungshinweise und Punktbewertungstabelle

Zentrale Olympiade — Olympiadeklasse 10 — 1. Tag

Achtung: Die Bemerkungen im Vérspa.nn zu den LOsungshinweisen
der 1. Stufe gelten auch fiir die Zentrale Olympiade.

1. Es werden von der ersten Sorte a, von der zweiten 5 Punkte
b und von der dritten ¢ Stiick gekauft.
Dann gilt: a + b + ¢ = 30 und
308 + 24b + 18c = 600.
Man erhdlt: ¢ = 30 ~a -~ b, b = 10 -~ 23 und damit
firea: 1 9a £ 4,
Durch Einsetzen der Zahlen 1, 2, 3, 4 fiir a erhdlt
men folgende Zahlentripel
a 1 2 5 4
b 8 6 4 2
oY § 22423 24
Das sind die vier Mglichkeiten.

2, Angenommen, die reelle Zahl g geniige der gegebe-— 7 Punkte
nen Ungleichung:

2
P &2

I. Ist § >0, 8o liefert die Multiplikation mit p€
§2 - 2p2 < 2p€

(€ - p)? <3p?
a) Firg >p ergibt sich
f-p<p T
E<r 1+
b) Fir & £ p ergibt sich
: p-6<p 15
>p -

Dieg -Werte p (1 - -{-3’)<§ £ 0 fallen wegen

der Annahme g >0 weg. R
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11. 1st§ £ 0, so liefert die Multiplikation

14
mi P§ §2 & 2p2 % zpf

(f - 2% > 3p?
DPa nach Voraussetzung p > 0 ist, folgt nur
-§>p 15
< - D)
g 0 ist nicht mdglich.

Als Losungen kommen also nur reelle Zahlen aus
den folgemden offenen Intervallem in Frage:
1.§ € (0,...p(1 + P

I.§ € (-00,...p(1 - 'i'))
Exlstenzbewels
.ocker @+ 15

€ 2 2

=2 . 1 LY B AR LNl

P §‘ o -{_' 1+ -[? 5
TI. —oo<§<p (1= N3

5. L %f % e {_'_ _Ef%ir? a

3. Aus der Voraussetzung folgt: . 7 Punkte

a)a+b+cs0 (mod 2) und b)a +b +c & 0 (mod 3)
Wegen a) sind entweder alle drei Zahlen gerade, da-
mit sind auch die Kuben und deren Summe gerade; oder
genau eine der Zahlen ist gerade, dann sind zwei
Kuben ungerade, die dritte gerade; die Summe x ist
dann durch 2 teilbar.

Wenn b) gilt, dann gilt auch (a+b+c)3 2 0 (mod 3)

und damit 333, 05 cane + 3a2be3aZ0+3ab®
+ 3acz+3b20+3b02 = 0 (mod 3).

Daraus folgt aber, dass a.3+b3+c3' £ 0 (mod 3) lgilt.
Die Tberlegung zeigt, dass ao+bo+c> = 0 (mod 2)
und 2 0 (mod 3), d.h. 43.3+b3-t-c3 = 0 (mod 6).
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IV. Olympiade der Jungen Mathematiker

der DDR 1965

Losungshinweise und Punktbewertungstabelle

Zentrale Olympiade - Olympiadeklasse 10 - 2, Tag

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungshinweisen
der 1. Stufe gelten auch fiir die Zentrale Olympiade.

4.
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Fall 1I: M=A

Die Relation reduziert sich auf
§12 ; Zﬁz 2 612 ! KBZ ;

sie ist identisch erfiillt.

Fall II: M =B

Die Relation reduziert sich auf
jﬁZ 2 552 % 5@2 i 532 3

sie ist identisch erfiillt.

Fall III: M # A, M # B

U

P

A M
Abbildung 1

Der Schnittpunkt von BC und der Senkrechten
auf BC durch M sei N.

Der Schnittpunkt von AC und der Senkrechten
auf AC durch M sei P.

Nech dem Satz des Pythagoras bzw. nach dem

Strahlensatz gelten:

8 Punkte

—2 -
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A2 - IP2 + W2 und BM2 - WN? + BR2 (1)
sowie AP _ ¥£ ; AP - lz_: AR ind
AC ' [iBC BC
g ok gt (2)
%\T=_M_N;m“ »_ BC
BC AC iC
Aus (1) und (2) erhdlt man:
W2 - BG2 - WP? - EC? + WP? . BCP und} ies
E'MZ-R2=H'N2-E2+LT§Q-§52
Durch Additidn der Gleichungen (3) ergibt sich:
W2, 562 + W2 KC? - (2 + W) (AC2 + 862).
Unter Berii cksichtigung von
ic? + 862 - IE?,
2 + W2 - PR° und
PN = CM

erhdlt man die Relation.

(PMNC ist ein Rechteck)

5. ABCD sei das gegebene Tetraeder,~ G der Mittel-

punkt der Kante CD
(siehe Abbildung 2)

Abbildung 2

5 - & - §
EF || AD und GH || AD
FG || BC und EH | BC
Daraus folgt nach
dem Strahlensatz:
fF - GE = FG = EH
EFGH ist also ein
Rhombus.

nlp

7 Punkte
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6.

Da das Tetraeder ABCD laut Voraussetzung regel-
m&ssig ist, gelten: "

EC = BH
ﬁ‘ = G—C
<X FBH % XGCE
Also gilt: A BFE & AcCGE

und mithin EG - FH .
Daher ist EFGH ein Quadr%t mit dem Fl&cheninhalt
£ ;

Ipper = =7 -

Die Ldsungen zu I) ergeben sich aus der
Abbildung 3:
a) 208 Schiiler lesen genau e¢ine dieser Zeit-
schriften.
b) 296 Schiiler lesen mindestens eine der Zeit-
schriften, 4 also keine,
Die Losungen zu II ergeben sich aus Abbildung 4:
x: Zahl der Schiiler, die genau eine der Zeit-—
schriften regelmdssig lesen.
y: Zahl der Schiller, die mindestens eine der
Zeitschriften regelméssig lesen,
z: Zahl der Schiiler, die keine der Zeitschriften
regelmédssig lesen.
a+b+c-2(d+e+£f)+ 38
a+b+o0 ~- d+e+f)+ g
=l§’+d+e+f-—(a+b+c+g)

]

x
J
%

Punkte,
davon
Punkte
fir I
Punkte
Riip S TT



Abbildung 4



