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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 291021:

Man ermittle alle diejenigen Paare (x;y) reeller Zahlen z und y, fiir die das folgende Gleichungssystem (1),
(2) erfiillt ist:

Aufgabe 291022:

Zwei Spieler haben sich folgendes Spiel ausgedacht: Auf einem Spielbrett sind 8 Spielfelder im Kreis ange-
ordnet, eines dieser Felder gilt als Anfangsfeld A. Jeder Spieler hat einen Spielstein und setzt ihn auf das
Feld A.

Dann fiihrt jeder Spieler mit einem Wiirfel einen Wurf aus. Werfen beide Spieler unterschiedliche Augenzah-
len, so setzt der Spieler mit der héheren Augenzahl seinen Stein um zwei Schritte im Uhrzeigersinn vorwérts,
der andere um einen Schritt. Dieses Voransetzen beider Steine gilt dann als ein Zug. Werfen beide Spieler
die gleiche Augenzahl, so wird kein Zug ausgefiihrt, sondern nochmals gewirfelt. Infolge der kreisférmigen
Anordnung der Spielfelder kann es vorkommen, dafl ein Stein beim Voransetzen das Feld A erreicht oder
iiberschreitet (und damit einen neuen Umlauf beginnt).

Das Spiel ist beendet, sobald nach Durchfithrung eines Zuges der Stein mindestens eines Spielers genau auf
dem Feld A steht. Dieser Spieler hat gewonnen, falls der Stein des anderen Spielers dabei nicht auf A steht.
Falls jedoch beide Steine auf A stehen, endet das Spiel unentschieden.

Welches ist die kleinstmégliche Anzahl von Zigen, aus denen ein unentschiedenes Spiel bestehen kann?

Begriinden Sie ihre Antwort!

Aufgabe 291023:
Gegeben sei ein Trapez mit parallelen Seiten AB und C'D. Dabei sei AB > CD.

Man zeige, daf} sich das Trapez genau dann durch eine zu einem der beiden Schenkel parallele Gerade in
zwei Vierecke gleichen Flacheninhaltes zerlegen lafit, wenn AB < 3 - C'D gilt.

Aufgabe 291024:

Das Bild stellt einen ebenflachig begrenzten Korper ABC D in senkrechter Eintafelprojektion dar. Die Punk-
te A’, B', C', D’ sind die Ecken eines Quadrates mit gegebener Seitenlédnge a. Im HohenmafBstab haben A,
C von D ebenfalls den Abstand a, wihrend B im Hohenmafistab den Abstand § von D hat.
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a) Zeichnen Sie diesen Korper ABCD in schriger Parallelprojektion, wobei mit den iiblichen Bezeich-
nungen o = 45°, ¢ = % seil

b) Ermitteln Sie aus den obigen Angaben das Volumen V(ABCD) des Kérpers!

Projektion: Hoéhenmalfista
D’ /C’ D

B
A B AC
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 291021:
4

Aus § = 5 folgt @ = $y. Dies wird nun in (2) eingesetzt:
sU+tey 1
y+vy o 2
4 2
2- §y+§\/ﬂ =y+y
4 4 2
2\ Wt VY - gVt Vi) =tV
8 8 4
S+ VD)~ VI + VI = VT

VI~ gVi= 5+ VD)

12-8 1
= - 1
5 —gWutl

4= y+1

Vi=3
y=9

Damit ergibt sich fiir z folgender Wert: x = 4. Die Probe bestétigt das gefundene Zahlenpaar (z =4, y = 9),
welches die einzige reelle Losung der Aufgabe darstellt.

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel

Losung 291022:

Beide Spieler zusammen legen pro Zug 3 Felder zuriick. Damit am Ende beide wieder auf A stehen, diirfen
sie nur vollstdndige Umldufe zu 8 Feldern zuriicklegen.

n = Anzahl der Umldufe (beider Spieler zusammen)
z = Anzahl der Zige
= 3z = 8n = da 8 nicht durch 3 teilbar ist, muss n Vielfaches von 3 sein.

1. n=3=2=238
Nun legt 0.B.d.A. Spieler 1 einen, Spieler 2 zwei Umlaufe zuriick, d. h. Spieler 2 muss alle 8 Wiirfelduelle
gewinnen. Dadurch kommt er aber schon im ersten Umlauf auf A, wéhrend der andere auf dem 4.
Feld steht, und gewinnt damit das Spiel. Ein Unentschieden mit n = 3 ist also nicht moglich.
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2. n=6=2=%2=16

Nun muss nur 3noch bewiesen werden, dass 16 Ziige tatséchlich zu einem Unentschieden fithren kénnen:
Spieler X bzw. Y Stellung X  Stellung Y

X gewinnt, danach Y 3. Feld 3. Feld

X gewinnt 4x 11. Feld 7. Feld

Y gewinnt 2x, danach X 2x 17. Feld 13. Feld

Y gewinnt 4x 21. Feld 21. Feld

X gewinnt, danach Y 24. Feld = A 24. Feld = A

Beide Spieler kommen erst nach dem dritten Umlauf auf A zu stehen (es gewinnt also niemand schon
frither). Nach diesen 16 Ziigen stehen sie beide auf A = Unentschieden. Mit weniger Umldufen (und
damit Ziigen) ist dies nicht moglich.

Antwort: nach 16 Ziigen ist frithestens ein Unentschieden moglich.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Peter Hieber

Losung 291023:

D ¢ FeiC
Die Aufgabenstellung erfordert einen Beweis in beiden Richtungen (“genau dann ...
wenn”). Es werden die Bezeichnungen aus den Skizzen verwendet. Fiir den Beweis
ist es nicht von Belang, ob eine Parallele EF' zu AD oder BC' betrachtet wird.
A aq FE a2 B

LVor.: Asprp = AgBcF (1)
a1+ ag > c1 + co (2)
AD || EF und AB || CD (3)

Beh.: a1+ a2 <3 (c1 + ¢2)
Bew.: Aus (3) folgt, da AEFD ein Parallelogramm und mithin a; = ¢ ist. Der Fldcheninhalt ist
also durch Aaprp = h - ay festgelegt. Der Fldcheinhalt vom Trapez EBCF lautet: Appor =
4. (as+c1). Nach Gleichsetzen der Flicheninhalte (siehe (1)) gilt: h-a; = £ (az+¢1) & 2-a1 =
as+c1 < 3-a1 =a1+azx+c1 < ay +ay = 3-a; — cy. Ersetzt man a; durch ¢y, dann gilt
weiterhin: a1 +ag =3-ca —c1 < a1 +a2=3-c2+3-¢c1 —4c1 = a1 +az <3 (c1 + ¢2).
q.e.d.

II.Vor.: a=a1 +as >c1 +ca=c (1)
AD || EF und AB || CD (2)
a1+a2<3-(01+62) (3)

Beh.: 3617 Co, SO daB3 AAEFD = AEBCF
Bew.: Die Parallele EF wandere von F' = D nach F' = C. ZweckméBigerweise definiert man z := 2,
wobei 0 < z < 1 gelten mufl. Es sei nun die Verhéltnisfunktion f(z) = ‘22%0? betrachtet

und gepriift, wann sie den Wert 1 annimmt. Fiir diesen Fall ergeben sich dann die folgenden
Gleichungen:

(l1~h
f(l"):l:m
as + ¢1 = 2a4q
a—cy+c—cy=2c
¢ ory1=2
c
a=4x—1)-c
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Die erhaltene Funktion ist linear. Betrachtet man die Grenzwerte, so ergibt sich fiir x > 0: a > —c.
Laut (1) wird aber a > ¢ vorausgesetzt und ist fiir alle z > % erfiillt. Fiir den anderen Grenzwert
x < 1 erhalten wir: a < 3c. Dies wiederum ist durch Voraussetzung (3) erfiillt. Das heifit: mit
den Voraussetzungen, insbesondere mit (1) und (3) existiert eine Parallele zu AB so, da8 sie das
Trapez in zwei Vierecke teilt und die Flacheinhalte der entstehenden Vierecke gleich grof} sind.

q.e.d.

Aufgeschrieben und gelost von Arnd Hibsch

Losung 291024:

)
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Die Figur mit den roten Kanten ist der darzustellende Koérper ABCD.

Es wird nun ein Schnitt entlang den Wiirfelseitendiagonalen ZX und DY entsprechend der Bezeich-
nung in der Abbildung a) durchgefiihrt. Diese Ebene schneidet den Korper in den Kanten M B, BD
und M D, wobei M als Diagonalenschnittpunkt im Quadrat AXCZ Mittelpunkt von ZX ist.

Mit der vorgegebenen Wiirfellinge a ergeben sich folgende Groflen fiir die Seitenldngen des Dreiecks
AM BD nach Anwendung des Satzes des Pythagoras:

R R

MB=\MX +BX = \/(\/éa) + (E)Q:Qa

Sy

Weiterhin gilt: MB' +MD’ = 302 + 2¢% = 34842 = (%a)2 — BD". Nach der Umkehrung vom Satz
des Pythagoras steht demnach M B senkrecht auf M D.

Da die Schnittebene das Trapez ABCD symmetrisch schneidet und M B innerhalb der Schnittebene
liegt und senkrecht auf M D steht, ist M B gleichzeitig die Hohe im Trapez auf der Grundfliche AC D,
dh. hacp = MB = La.

Das Dreieck AACD ist gleichseitig, da jede Seitenlinge eine Wiirfelseitendiagonale und somit v/2a
lang ist. Damit ergibt sich fiir den Flécheninhalt im gleichseitigen Dreieck AACD:

Aacp = ? (\/§a>2

.

~ ¢
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Das Volumen des Tetraeders berechnet sich dann wie folgt:

1
Vapep = g'AACD'hACD
1 V3, V3
= —. —a° - —a
3 2 2

NS

Bemerkung: Alternativ kann man das Volumen auch berechnen, indem man von dem Wiirfelvolumen
3 3
(= a?®) die Volumina der Tetraeder ACBX (Vacpx = ) wnd ACDZ (Vacpz = %) sowie der

3

Pyramiden mit den Grundflichen Y BCW und Y BAV und der Spitze D (Vypewp = Vyavp = %)
abzieht.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel, gelost von Thomas und Manuela Kugel




