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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 140711:
Klaus behauptet, er habe in seiner Geldtasche genau 17 Miinzen mit einem Gesamtwert von 34 Pfennig.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche Anzahlen der Miinzen einer jeden Sorte Klaus hiernach besitzen
kann! Es sei dabei vorausgesetzt, dal nur Miinzen der zur Zeit giiltigen Wahrung der DDR in Betracht
kommen.

Aufgabe 140712:

Auf einer horizontalen Ebene steht ein oben offener quaderférmiger Kasten mit den inneren Grundkanten-
lingen 5 cm und 4 cm, der bis zu einer Héhe von 7 cm mit einer Fliissigkeit gefiillt ist. Uber dem Fliissigkeits-
spiegel befindet sich ein Wiirfel mit 2 cm Kantenldnge derart, dafl seine untere Fléche den Fliissigkeitsspiegel
berithrt. Dabei werde der Fliissigkeitsspiegel stets als horizontale Ebene angenommen, und es werde vor-
ausgesetzt, dafl eine Wiirfelfliche stets parallel zum Fliissigkeitsspiegel ist. Ferner soll die Adhésion nicht
beriicksichtigt werden. Der Wiirfel wird nun soweit gesenkt, bis seine Deckfliche mit dem Fliissigkeitsspiegel
in derselben Ebene liegt.

Ermittle, um wieviel Zentimeter er zu diesem Zweck insgesamt gesenkt werden mufi!

Aufgabe 140713:
Konstruiere ein Dreieck ABC aus 7 = 3,2 cm, a = 5,6 ¢cm und h, = 4,4 cm!

Dabei sei r die Linge des Umbkreisradius, a die Linge der Seite BC' und h, die Lénge der zur Seite BC
gehorenden Hohe des Dreiecks.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck bis auf

Kongruenz eindeutig bestimmt ist, wobei die anzufertigende Zeichnung mit verwendet werden darf!

Aufgabe 140714:
Beweise folgende Sétze:

a) Wenn S der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC ist, dann haben die Dreiecke
ABS, BCS und CAS den gleichen Flacheninhalt.

b) Wenn S ein Punkt im Innern eines Dreiecks ABC ist, fiir den die Dreiecke ABS, BC'S und CAS den
gleichen Fldcheninhalt haben, dann ist S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC.
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14. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 7
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 140711:

Der genannte Betrag kann sich hochstens aus 1-Pfennigstiicken, 5-Pfennigstiicken, 10-Pfennigstiicken und
20-Pfennigstiicken zusammensetzen, da es in der zur Zeit giiltigen Wahrung der DDR keine anderen Miinzen
bis zu einem Wert von 34 Pfennig gibt.

Angenommen, Klaus hétte ein 20-Pfennigstiick, dann hétten die restlichen 16 Miinzen einen Gesamtwert
von 14 Pfennig. Das ist nicht moglich. Infolgedessen kann Klaus kein 20-Pfennigstiick in seiner Geldtasche
haben.

Angenommen, Klaus hétte mehr als ein 10-Pfennigstiick, dann hétte er hochstens noch 15 weitere Miinzen,
deren Gesamtwert hochstens 14 Pfennig betragen konnte; das ist wiederum nicht moéglich. Somit kann Klaus
in seiner Geldtasche an 10-Pfennigstiicken h6chstens eines haben.

Angenommen, Klaus hétte kein 10-Pfennigstiick. Hatte er dann 5-Pfennigstiicke in der Anzahl z, so hétte
er 1-Pfennigstiicke in der Anzahl 17 — z, und es wére 5x 4+ 17 — & = 34, also 4z = 17. Das ist nicht méglich,
da 17 nicht durch 4 teilbar ist.

Daher verbleibt nur die Moglichkeit, dafl Klaus in seiner Geldtasche genau ein 10-Pfennigstiick und den Rest-
betrag in anderen Miinzen hat. Hat er nun 5-Pfennigstiicke in der Anzahl z, so hat er dann 1-Pfennigstiicke
in der Anzahl 16 — z. Daraus folgt 5z + 16 — = = 24, also 4z = 8 und somit = = 2.

Falls die von Klaus gemachte Behauptung richtig ist, muf er in seiner Geldtasche genau ein 10-Pfennigstiick,
genau zwei 5-Pfennigstiicke und genau vierzehn 1-Pfennigstiicke haben.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)

Losung 140712:

Der Wiirfel hat ein Volumen von 8 cm?. Diese 8 cm? sind, wenn er gemif den Bedingungen der Aufgabe
gesenkt ist, gleich dem Inhalt eines Quaders ) oberhalb des urspriinglichen Fliissigkeitsquaders und mit
gleicher Grundfliche wie dieser. Da die Grundfliche einen Inhalt von 20 cm? hat, hat @ die Hohenlinge
% cm = 0,4 cm. Nach den Bedingungen der Aufgabe ist der Wiirfel so weit gesenkt worden, dafl seine
Deckfldche mit der obersten Fliache von @ in derselben Ebene liegt, d.h. um insgesamt (2 — 0,4) cm = 1,6 cm.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)
Losung 140713:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach Aufgabenstellung konstruiert werden soll.
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M sei der Umkreismittelpunkt des Dreiecks.
Dann haben die Seiten BC, BM, CM des
Teildreiecks BCM die Léngen a, r, r. Der
Punkt A liegt erstens auf dem Kreis um M
mit r und zweitens auf einer Parallelen zu BC
im Abstand h,.

(IT) Daraus ergibt sich, daf} ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es
durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck BC'M, in dem die Seiten BC, BM, CM die Langen a, r, r haben.
(2) Man schldgt den Kreis um M mit dem Radius r.

(3) Man konstruiert die beiden Parallelen zu BC' im Abstand h,. Schneidet eine von ihnen den in
(2) konstruierten Kreis, so sei A einer der Schnittpunkte.

(ITI) Beweis, daf} jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Laut Konstruktion hat die Seite BC' des Dreiecks ABC' die Lénge a. Ferner haben BM, CM und AM
die Léange r, also ist r die Lange des Umkreisradius von AABC'" Schliellich hat A von der Geraden
durch B und C den Abstand h,, wie es verlangt war.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist wegen 2r > a bis auf Kongruenz eindeutig,.
Konstruktionsschritt (2) ist eindeutig.

(3) liefert zunéchst eindeutig die beiden Parallelen zu BC' im Abstand h,. Bei den gegebenen Werten
von r, ¢ und h hat - wie man sieht - von diesen Parallelen genau die auf der gleichen Seite der Geraden
durch B und C' wie M liegende Parallele Schnittpunkte mit dem Kreis um M mit r, und zwar genau
zZwei.

Diese beiden Punkte liegen symmetrisch zu der Mittelsenkrechten von BC'. Daher sind die beiden
hiermit erhaltenen Dreiecke zueinander kongruent.

Das Dreieck ABC ist mithin durch die gegebenen Stiicke bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)
Losung 140714:
a) Essei D der Mittelpunkt der Seite AB eines Dreiecks ABC. Dann sind die Dreiecke ADC und DBC
inhaltsgleich, da sie in der Linge der Seiten AD, DB und in der zugehorigen Hohe iibereinstimmen.

Diese Dreiecke haben die Seite C'D gemeinsam; folglich stimmen sie auch in den Langen der (dieser
Seite) zugehorigen Hohen tberein, d.h., A hat denselben Abstand von der Geraden durch C und D
wie B. Also stimmen die Dreiecke C'AS, BCS in der Seite C'S und in den ldngen der augehorigen
Hoéhen iiberein und sind mithin inhaltsgleich.

Analog beweist man, dafl die Dreiecke AB.S und BC'S inhaltsgleich sind.
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Daher haben die Dreiecke ABS, BC'S und C'AS den gleichen Fliacheninhalt. O

b) Es sei D der Schunittpunkt des Strahles aus C' durch S mit AB. Da die inhaltsgleichen Dreiecke C' AS
und BC'S die Seite C'S gemeinsam haben, stimmen sie in den Langen der (dieser Seite) zugehérigen
Hohen tiberein, d.h., A hat denselben Abstand von der Geraden durch C' und S wie B.

Also stimmen die Dreiecke ADC' und DBC' in der Seite CD
und in den Léngen der zugehérigen Hohen iiberein und sind
mithin inhaltsgleich. Da sie dieselbe Hohe auf den Seiten AD
bzw. DB haben, sind folglich diese Seiten gleich lang. Somit
ist C'D die Seitenhalbierende durch C' im Dreieck ABC. E E

Analog beweist man, daf}; wenn F' der Schnittpunkt des Strahls S

aus B durch S mit AC ist, BF die Seitenhalbierende durch B

im Dreieck ABC' ist. Daher ist S der Schnittpunkt der Seiten- A D B
halbierenden im Dreieck ABC'.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)
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