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34. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)

Aufgaben

Klasse 7
Hinweis: Der Ldsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei Konstruk-
tionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in logisch und grammatisch eimvandfreien
Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen.
Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeits-
gemeinschafien bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt
anzufiihren.

340721

Grofvater hatte seinen drei Enkeln einen Korb mit Niissen mitgebracht, die sich diese ehrlich
teilen sollten.

Lars, der allein im Haus war, nahm sich als erster seinen Anteil: Er entnahm dem Korb ein
Drittel der Niisse. Katja, die beim Nachhausekommen nicht wufite, daB sich Lars bereits
bedient hatte, nahm von den im Korb verbliebenen Niissen ein Drittel. SchlieBlich nahm
ebenfalls Markus ein Drittel der im Korb verbliebenen Niisse. Nun waren noch genau 16 Niisse
im Korb.

Wie viele Niisse hat jedes der drei Kinder genommen?

340722

(@) Ein Wettspielgewinn von 1485 DM soll auf drei Teilnehmer im Verhdltnis 2 : 3 : 4
aufgeteilt werden. Wieviel bekommt jeder?

(b) Bei einem anderen Spiel erhilt ein Teilnehmer ein Fiinftel der Gewinnsumme, das sind
150 DM. Der Rest soll auf die beiden anderen Teilnehmer im Verhiltnis 5 : 7 aufgeteilt
werden. Wieviel bekommt jeder von ihnen?

(c) Bei einem dritten Spiel wurde vereinbart, den Gewinn im Verhéltnis der Einsdtze
aufzuteilen, mit denen sich die Teilnehmer an dem Wettspiel beteiligt hatten. Die Summe
dieser Einsiitze der drei Teilnehmer Anke, Bertram und Claus hatte 44 DM betragen,
ferner gilt: Hatte Anke 6 DM mehr eingesetzt und hitte Claus das Doppelte seines
Einsatzes eingesetzt, so hiitten alle drei den gleichen Gewinnanspruch erreicht.

Wie gro} waren die drei Einsétze?

340723

In Dreiecken ABC seien wie iiblich die GroBen der Innenwinkel bei 4, B bzw. C mit ¢, S bzw.

¥ bezeichnet. Ferner werde vorausgesetzt, daB die Mittelsenkrechte der Seite 4B und die durch

A gehende Winkelhalbierende sich in einem Punkt D schneiden, der auf der Seite BC liegt.

(a) Leite eine Formel her, nach der in jedem Dreieck, das diese Voraussetzung erfiillt, ¥ von
/3 abhéngt! Fiir welche Werte von [ gibt es ein Dreieck, das die genannte Voraussetzung
erfiillt; fiir welche Werte von S gibt es kein solches Dreieck?

(b) Ermittle alle diejenigen Werte von f, fiir die ein Dreieck, das die genannte Voraussetzung
erfiillt, rechtwinklig ist!

(¢)  Ermittle alle diejenigen Werte von f, fiir die ein Dreieck, das die genannte Voraussetzung
erflillt, gleichschenklig ist!



340724

(@)

(b)

Fir fiinf unmittelbar aufeinanderfolgende natiirfiche Zahlen wird gefordert, daB ihre
Summe 230 betréigt. Zeige, dafl es genau eine Moglichkeit gibt, diese Forderung durch
fiinf unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen zu erfiillen! Welches ist die erste
dieser fiinf Zahlen?

Jetzt wird gefordert, daB die Summe durch 23 teilbar sein und dabei einen mdglichst
kleinen Wert haben soll. Welches ist die erste von fiinf unmittelbar aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen, mit denen diese Forderungen erflillt werden?



34, Mathematik-Olympiade, 2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen
Klasse 7

340721 Lsung: 8 Punkte
Waren zu Beginn » Niisse im Korb, so folgt:

U] == : n 2n... .
Lars nahm — Niisse, danach blieben #——=— Niisse im Korb.

o) ) J
. 2
Davon nahm Katja ;@ = %’1 Niisse, danach blieben _Tn - 4?;1 Niisse im Korb.
J I3 J
Davon nahm Markus ] = hid Niisse, danach blieben 2 _ein = L Niisse im Korb.
3 9 27 9 27 27
Da dies 16 Niisse waren, folgt ’
LT
27
=02 _ 2,
8

Also waren zu Beginn 54 Niisse im Korb. Von ihnen nahm Lars 18 Niisse, von den
verbleibenden 36 Niissen nahm Katja 12 Niisse, von den verbleibenden 24 Niissen nahm
Markus 8 Niisse.

2. Lbsungsweg:
Die am Ende iibrigen 16 Niisse waren zwei Drittel der Niisse, die Markus vorfand. Das eine

Drittel, das Markus nahm, waren halb so viele, also § Niisse. Also hatte Markus 16+8=24
Niisse vorgefunden. Das waren wiederum zwei Drittel der Niisse, die Katja vorfand. Das
Drittel, das Katja nahm, waren folglich halb so viele wie 24, d. h. 12 Niisse. Demnach hatte
Katja 24 +12 =36 Niisse vorgefunden. Das waren zwei Drittel der Niisse, die zu Beginn Lars
vorfand; somit hatte Lars halb so viele, d. h. 18 Niisse genommen. Damit sind die drei
gesuchten Zahlen gefunden.

340722 1 gsung: 10 Punkte
(a) Die Teilnehmer sollen der Reihe nach 2 Teile, 3 Teile und 4 Teile des Gewinns erhalten,
wobei alle diese Teile gleichgroB sein sollen und zusammen den gesamten Gewinn
ausmachen sollen. Da es also 2+3+4=9 Teile sein sollen, muB jedes Teil
1485 DM : 9 =165 DM betragen. Also erhalten die Teilnehmer der Reihe nach
2-165DM=330DM,  3-165DM =495DM 4165 DM = 660 DM .

(b) Da ein Fiinftel des Gewinns 150 DM sind, betrdgt der gesamte Gewinn
5-150 DM =750 DM. Die im Aufgaben- text genannten beiden anderen Teilnehmer
bekommen zusammen 750 DM - 150 DM = 600 DM . Zur Aufieilung dieses Betrages im
Verhiltnis 5 : 7 ergibt sich entsprechend wie in (a) wegen 5+7=12 und 600:12 =50 :
Die beiden anderen Teilnehmer erhalten der Reihe nach

5-50 DM =250 DM, 7-50 DM =350 DM .



©

Waren a, b, ¢ die in DM gerechneten Einséitze von Anke, Bertram bzw. Claus, so gilt
a+b+c=44 und a+6=2c=>~h. Setzt man hieraus a=2¢c—-6 und b=2c¢ in die erste
Gleichung ein, so folgt 2c~6+2c+c=44, 5¢=50, ¢=10 und damit weiter b =20,
a=14. Also wurden folgende Betrige gesetzt:

Anke: 14 DM , Bertram: 20 DM, Claus: 10 DM .

340723 12 Punkte

@

(b)

©

(Siehe Abb. L 340723 a:) Da D auf
der Mittelsenkrechten von 4B liegt,
gilt AD = BD. Nach dem Basis-
winkelsatz fiir Dreieck 4ABD folgt
daraus
£ BAD =/ ABD= p.

Da AD Winkelhalbierende ist, folgt
weiter

a=2p ()

und damit nach dem In- A g
nenwinkelsatz die gesuchte Formel
¥ =180°-35. 2) Abb.L 340723 a

Weiterhin folgt
L Fiir alle #>60° gibt es kein Dreieck der geforderten Art; denn gibe es ein

solches, so miifite, wie eben gezeigt wurde, (2) gelten. Das ist nicht mdglich, da
sich ein Wert ¥ < 0 ergibe.

I Fiir alle positiven < 60° gibt es dagegen ein Dreieck der geforderten Art. Denn

wihlt man zu einem solchen £ die Werte ¢z und y aus (1) und (2), so hat man drfei
positive WinkelgréBen ¢, f, y mit o+ S+ =180°. Es gibt daher ein Dreieck
ABC mit diesen InnenwinkelgroBen. Ist darin AD Winkelhalbierende, so ist das
Dreieck ABD nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes gleichschenklig, also
liegt D auch auf der Mittelsenkrechten von 4B.

Mit B=90° kann ein Dreieck, das die in der Aufgabe genannte Voraussetzung erfiillt,
nicht rechtwinklig sein; denn fiir diesen Wert S gibt es nach (a) I. kein solches Dreieck.
Dagegen gibt es ein solches Dreieck, das mit & =90° rechtwinklig ist; denn gemél (1)
kann man £ =45° wihlen und dann wie in (a) 1I. vorgehen.

Ebenso ist ¥ =90° gemiB (2) mit 4 =30° erreichbar.

Die in (b) gesuchten Werte sind also genau f=30° und S=45°.

Mit = 8 kann ein Dreieck, das die in der Aufgabe genannte Voraussetzung erfilllt,
nicht gleichschenklig sein; dann nach (1) ergibe sich 2=/, also =0 und damit
kein Dreieck.Dagegen ist =y gemiB (2) mit #=180°-34, also f=45" ermreichbar,
ebenso =y gemiB (1) und (2) mit 23 =180°-34, also B=36".

Die in (c) gesuchten Werte sind folglich genau S=45° und S=36°.



Bemerkungen: Zu (a) kann akzeptiert werden, wenn dic Gewinnung von J<60° (als
4dquivalent zur Existenz eines Drciecks, in dem dic Mittelsenkrechte von 4B und die
Winkelhalbierende durch 4 sich auf BC schneiden) weniger detailliert ausformuliert wird.
Entsprechendes gilt zu (b) und (c), wobei auch eine stirkere Berufung auf Zeichnungen wie
Abb. L 340723 b,c,d moglich ist.

45°
%0° 45°
Abb. L 340723 b Abb. L 340723 ¢ Abb. L 340723 d
340724 1L.osung: 10 Punkte
(a) Finf Zahlen der Form n,n+1,n+2,...,n+4erfillen genau dann die Forderung

n+n+l+n+2+-+n+4=230, wenn 5n+10=230 gilt. Das trifft genau dann zu,
wenn die erste dieser Zahlen n= 44 ist.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl » ist die betrachtete Summe 5+ 10 durch 5 teilbar. Sie ist
genau dann auch, wie gefordert, durch 23 teilbar, wenn sie durch 5-23=115 teilbar ist;
denn 5 und 23 sind zueinander teilerfremd. Den kleinsten durch 115 teilbaren Wert
erreicht 57+10, wenn 5n+10=115 gilt. Das trifft genau dann zu, wenn die erste der
fiinf Zahlen n =21 ist.



Vorschlige zur Punktverteilung

340721

Bei Losungsweg durch Gleichung (oder vergleichbarem Vorgehen):
Gleichungsgewinnung; ~auflosung 3+2 PUnKLE .........c.ovueveevereerueeeerienreeee s
Ermittiung der entnommenen Teilmengen .............cooevveeueeoreecemeeeeeeseeeceeeseeceseessennnas

Bei Losungsweg durch RiickschiuB auf die Teilmengen (oder vergleichbarem Vorgehen):
Ermittlung zweier Teilmengen 3+3 Punkte ..........ccooeveieeverecreceeseeeeeresenennaes 6
Ermittlung der dritten Teilmenge ........cc.oovuvrrirerrmmererieececeeeee e 2

LY

340722

(a) Nutzbares Zwischenergebnis (z. B. Berechnung eines der 9 Teile) ...........c..vevvunecn....
Abschlieende Berechnung der drei Gewinnanteile ............cocueeeemeeeeeeeeeecueeneccreerennen.

(b) Zwischenergebnis (z. B. die in die beiden letzten Gewinnanteile aufzuteilende
SUITIITIE) ...eovoiiiiiirirteee et renerenens s st sesseasses s sttt bt st e st esamessanmsssenesassesnemsesacanaenenen

8
2
2
2
AbschlieBende Berechnung dieser beiden Gewinnanteile ...........coeeeeeeeeevereervecnnnene.. 1
(c) Zwischenergebnis (z. B. Gleichung fiir einen der EinSHze) .........c.coveeeevervvecernerivcvnnnnes. 2
AbschlieBende Berechnung der drei EINSAZE ..........ccoovevvereiueeeeeerecieieccreeeeeeeeseeeeenae _ 1
10

340723
(a) Gewinnung einer weiter nutzbaren Aussage, z. B. (1) 2
Abschlielende Herleitung von (2) ....cocccvveeieeninreieneeeceeeeeceaesseseees s s 1
Nachweis, daB Dreiecke der genannten Art genau fiir §<60° existieren .................. 2
(b) Unmdglichkeit von Dreiecken der genannten Art mit £=90° .....coovrueeeereeenrerreernnenn. 1
Aufweis der Dreiecke mit & =90°und mit 7 =90° .oevvcrrierreriereeer e 2
(c) Unméglichkeit von Dreiecken der genannten Art mit @ = ...occeeeeeerereereeerrerenrecnae. 2
Aufeis der Dreiecke mit S=y und mit @ =7 ..ococorerrrereeee e _ 2
12

340724
(a) Zwischenergebnis, z. B. Gleichung fiir die erste der fiinf Zahlen ..........cccocovveeeevennnee. 2
Abschliefende Ermittlung dieser Zahl ........ccooocooemrevcesinceersiensieeeseeeseees e eeeeseenns 2
(b) SchluB auf Teilbarkeit durch 115 (oder dhnlich nutzbare Aussage) ........ccoeuevvveeeeennn. 3
Weiteres Zwischenergebnis, z. B. 52+ 10= 1135 .coovovoverereneeeeeeneeseeeeee s 2
Abschliefende Ermittlung vOn 7= 21 ......o.oooimireeceeecteeeeeee e 1
10



