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33. Mathematik-Olympiade, 2 Stufe
Aufgaben
Olympiadeklasse 7

ﬂinwgisi Der Lasuﬁgsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen undv(bei

Konstruktionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in
logisch und grammatisch einwandfreien Sitzen dargestellt werden.
Zur LOsungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur
wenn eine so zu verwendende Aussage &us dem Schulunterricht oder
aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweis-

angabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

330721 .

An einer Schule gibt es fiir die Fécher Biologie, Mathematlk, Geo-

graph1e, Geschichte, Deutsch und Englisch drei Lehrer. Thre Fami-

11ennamen sind Schréter, Berger und Miller. Jeder dleser drei Leh-

rer unterrichtet genau zwei der genannten Fécher, jedes dieser Fié-

cher wird von genau einem Lehrer unterrichtet. Ferner wird iber

diese Lehrer erzdéhlt: oI

(1) Zwei der Lehrer, némlich Herr Berger und der Geschichtslehrer,
gsind miteinander verwandt.

(2) Drei der Lehrer, némlich Herr Schroter, der Deutschlehrer und
der Englischlehrer, treffen sich oft auf ihrem Weg zur Schule.

(3) Herr Schréter hat neulich den erkrankten Geschichtslehrer ver-
treten. .

(4) Herr Schrdter und der Mathematiklehrer sind Gartennachbarn
voneinander. '

(5) Herr Berger ist #dlter als der Deutschlehrer.

Untersuche, ob es eine Verteilung der Ficher auf die Lehrer gibt,
bei der alle diese Aussagen zutreffen kénnen, und ob die Vertei-
lung der Fdcher durch die Aussagen eindeutig bestimmt isﬁ! Wenn
das der Fall ist, gib diese Yerteilqng an!

330722
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natﬁrlichen Zahlen z, die
folgende Bedingungen (1) und {2) erfiillen!

(1) Die Zahl z ist durch 24 teilbar. )
(2) Die zweité Ziffer der Zahl z ist eine 1 , die dritte Ziffer
von z ist eine 3 .
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330723
tUber ihre viertdgige Radtour berichten Teilnehmer:

Michael: ,Am zweiten Tag haben wir genau 7 km mehr als am drit-
ten Tag zuriickgelegt.”

Martin: 4,Am 2zweiten und am dritten. Tag sind wir insgesamt
105 km gefahren."

Matthias:,Am ersten Tag wurden genau I% und am vierten Tag ge-

nau % der gesamten Weglinge aller vier Tage geschafft."

Weise pach, daB durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie-

vi

gi

ele Kilometer an jedem der vier Tage zuriickgelegt wurden, und

b diese vier Wegldngen an!

0724

33
Fiir jedes Dreieck ABC bezeichne H den FuBpunkt der auf BC senk-
rechten Hohe und W den Schnittpunkt von BC mit der Winkelhalbie-

renden durch A.

a)

b)

c)

Welche GréBe muf der Basiswinkel 4 BAC eines gleichschenkligen
Dreiecks ABC mit AC = BC haben, bei dem die Punkte H und W

miteinander zusammenfallen?

Welche Gréfe muff der Winkel 2 WAH in einem gleichschenkligen
Dreieck ABC mit AC = BC haben, in dem ein Basiswinkel i BAC
die GréSe 70° hat?

Ermittle alle diejenigen Werte, die als GréBe des Basiswinkels
4 BAC in einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit AC = BC mog-
lich sind, bei dem der Winkel 4 WAH die GréBe 15° hat!



330721 Lésung:

33. Mathematik-Olympiade, 2. Stufe

Lésungen

Olympiadeklasse 7

8 Punkte

I. Wenn die Aussagen zutreffen, so folgt:

Nach (2) ist Herr Schréter weder der Deutsch- noch der Eng-

lischlehrer, nach (3) auch nicht der Geschichtslehrer und

nach (4) auch nicht der Mathematiklehrer. Da er zwei der sechs
Facher unterrichtet, verbleibt nur: '

(6) Herr Schrdter unterrichtet Biologie und Geographie.

Nach (1) ist Herr Berger nicht der Geschichtslehrer,

nach (5) nicht der Deutschlehrer und nach (6) weder der Bio-

logie~ noch der Geographielehrer. Somit gilt:

(7) Herr Berger unterrichtet Mathematik und Englisch,

SchlieBlich verbleibt nach (6) und (7) nur:

(8) Herr Miller unterrichtet Deutsch und Geschichte.

I1.Bei " der in (6))(7),(8) angegebenen Verteilung kdnnen die Aus-

sagen (1) bis (5) zutreffen; denn bei dieser Verteilung ist
Herr Berger weder der Geschichts- noch der Deutschlehrer {(daher
sind (1) und (5) mﬁglich); und Herr Schréter ist keiner der
Lehrer fiir Deutsch, Englisch, Geschichte oder Mathematik,

auBerdem sind der Deutsch- und der Englischlehrer voneinander

verschieden (daher sind (2), (3) und (4) mdglich).

Mit II. ist gezeigt, daP es eine Verteilung gibt, bei der die Aus-
sagen (1) bis (5) zutreffen kénnen, nach I. ist sie durch diese

- Aussagen eindeutig bestimmt. Sie lautet wie in (6),(7),(8) an-

gegeben.

dere ellungsmégli eit z.B. zu I. durch schrittweises Ge-
winnen einer Tabelle: Aus (1) bis (5) folgt Tabelle 1 und dann,

etwa iiber Tabelle 2 , die Verteilung in Tabelle 3 .
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Bio Mat Geo Ges Deu Eng

: . Schréter = = = =
Tabelle 1 : Barger = —
Miiller
Bio Mat Geo Ges Deu Eng
. Schréter + = + = N =
Tabelle 2 : Berger — —
Miiller + +
Bio Mat Geo Ges Deu Eng
. Schréter + - + - - -
Tabelle 3 : Bergey o— T — = = T
Miiller - .= - + + -

Zur Einschétzung derartiger Darstellungen sollte zwar einerseits
nicht verlangt werden, daB in der Ausformulierung mit logischen
wKanonen" auf Ermittlungs-,Spatzen" geschossen wird. Andererseits
wiirde z.B. das blofe Angeben einer Tabelle (auch wenn hinein-
interpretiert werden kann, daB sie schrittweise gefunden wurde)
zu wenig dem Anspruch geniigen, aufer Ergebnis-Angabe auch
Begriindung zu erbringen. B

330722 Lésung: 10_Punkte
Die Bedingung (1) ist genau dann erfiillt, wenn die Zahl z durch 3
und durch 8 teilbar ist; denn 3 und 8 sind zueinander teilerfremd,
und es gilt 3-8 = 24 .

Die Zahl z ist genau dann durch 8 teilbar, wenn die durch ihre
letzten drei Ziffern dargestellte Zahl durch 8 teilbar ist. Zusam-
men mit Bedingung (2) ist das genau dann der Fall, wenn die vierte
Ziffer von z eine 6 ist; denn unter den Zahlen von 130 bis 139 ist
genau die Zahl 136 durch 8 teilbar.

Die Zahl z ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist. Zusammen mit den bereits genannten Bedingun-
gen ist das genau dann der Fall, wenn die erste Ziffer von z eine
der drei Ziffern 2, 5, 8 ist; denn die Summe der letzten drei
Ziffern 1, 3, 6 betrigt 10, und unter den (durch Addition einer
weiteren Ziffer- 1, ... , 9 entstehenden) Summen von 11 bis 19
sind genau 12, 15 und 18 durch 3 teilbar.

Somit erfiillen genau die Zahlen 2136, 5136, 8136 die Bedingun-
gen (1) und (2).

Bemerkung: Wird die LOsung nicht wie hier als Aquivalenz darge-
stellt, sondern als SchluB von (1),(2) auf die Aussage, da8 z nur
eine der Zahlen 2136, 5136, 8136 sein kann, so ist dann noch (als
sProbe") zu vermerken, daB (der umgekehrte Schluf gilt, d.h., daB)
diese drei Zahlen den Bedingungen (1),(2) geniigen.
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330723 Ldsung: . 10_Punkte
Am zweiten und am dritten Tag zusammen wurden nach Michaels Aus-

sage 7 km und die zweifache Weglédnge des dritten Tages gefahren.
Da dies nach Martins Aussage 105 km waren, betrug die zweifache
Weglinge des dritten Tages (105 - 7) km = 98 km . Also wurden

am dritten Tag 98 km : 2 = 49 km ,
am zweiten Tag (49 + 7) km 56 km

gefahren.

Am ersten und am vierten Tag zusammen wurden nach Matthias’ Aus-

sage T% + % = T% der gesamten Weglédnge gefahren. Die 105 km des
zweiten und dritten Tages waren folglich die restlichen T% der ge-
samten Weglidnge; diese betrug daher l% *» 105 km = 240 km . Also
wurden

am ersten Tag T% *+ 240 km = 75 km ,

am vierten Tag 1 - 240 km = 60 knm

gefahren. Damit ist der geforderte Nachweis gefithrt, und die vier

Wegléngen der einzelnen Tage sind angegeben.

Bemerkungen: 1. Anstelle der verbal gefaften Lésungsdarstellung
kann man die Aussagen der Aufgabenstellung in Gleichungen

s, = 8, + 7
s, + 8, = 105 ,
5
s, = 1g (s1 + 8, +s, ¢+ 54) i
=1
S, =71 (s1 + 8, + 8, ¢+ 54)

fiir die Kilometerzahlen 8, 1 8, s 8; 4 8, der vier Tage iberfiih-

ren. Zum Lésen dieses Gleichungssystems erweisen sich allerdings
gerade die oben verbal formulierten Rechenschritte als besonders
praktikabel.

2, Da die Existenz von vier gesuchten Wegldngen dem Aufgabentext
entnommen werden kann, ist zu einer vollstiéndigen L&sung der Auf-
gabe eine Probe nicht erforderlich., Sie ist freilich zur Kontrolle
niitzlich; sie kann (als ,Probe am Text") z.B. in folgenden Fest-
stellungen bestehen:

56 km sind genau 7 km mehr als 49 km ;
49 km und 56 km betrageén zusammen 105 km ;
die Gesamtldnge betrdgt (75 + 49 + 56 + 60) km = 240 km ,

I% bzw. % hiervon sind 75 km bzw. 60 km .
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330724 Losung: a): 4 Punkte, b): 4 Punkte, c): 4 Punkte

a) Aus der Vorasussetzung H = W folgt”, daB das Dreieck ABC auch

mit AB = AC Bleichschenklig, wegen der Voraussetzung AC = BC

o

also sogar gleichseitig ist. Daher gilt 4 BAC = 60°.

b) (Abb. L 330724 a:) Da AW den Winkel 4 BAC halbiert, folgt
' TBAW = 35°, (1)
Nach dem Basiswinkelsatz ist auch % ABC = 70°; nach dem Innen-
winkelsatz fiir Dreieck ABH ist ferner
CBAH = 90° - X ABH = 20° ’ (2)
Der Winkel 4 ABC ist kleiner als 90°, also liegt H auf dersel-
ben Seite von AB wie W. Daher folgt aus (1) und (2)

A WAH = 35° - 20° = 15°,

c) Wenn ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC und % WAH
= 15° ist, so folgt: Da der Basiswinkel 4 ABC kleiner als 90°
ist, liegt H auf derselben Seite von AB wie W, also entweder
auf der Strecke BW oder auf ihrer Verliédngerung iiber W hinaus
(siehe Abb., L 330724 a bzw. Abb. L 330724 b ). In diesen
beiden Fidllen folgt mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen
4 BAH = 4 BAW + 4 WAH , mit « = % BAC also

TBAH = 3 % 15°, (3)

Somit besagt der Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABH
(% ¥ 15°) +a = 90°, (4)

' 3o = 90° * g5°,

« = 60° * j0°,

o ©

In der Tat gibt es sowohl fiir a« = 70
gleichschenklige Dreiecke mit o als Bagiswinkelgréfe (da in
beiden Féllen « ¢ 90° ist); fiir diese Dreiecke gilt (4), al-
so (3) und demit % WAH = 15°,

als auch fiir o« = 50

Damit ist gezeigt, daB genau die beiden Werte 70° und 50° als
BasiswinkelgrdBe in einem Dreieck der in c) genannten Art mog-
lich sind.

”Die Méglichkeit zu dieser SchluBfolgerung kann als bekannter
Sachverhalt zitiert oder mit AH = AH , & AHB = % AHC = 90°,
% BAH = % CAH nach dem Kongruenzsatz wsw iiber A ABH & A ACH
bewiesen werden. 7
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Abb. L 330724 &

Abb. I 330724 b

Vorschlige zur Punktverteilung:

330721 >

Ermittlung der Fidcher fiir einen Lehrer o) 3 [s] & (SO (5% 6] & (51 & [6) 6051 61 & (51 5 1Y @
" " " fiir den zweiten Lehrer ........co0000..
N by & flir den dritten Lehrer ........sv000...

330722

Zurickfithrung auf Teilbarkeit durch 3 und 8 R

Schlufiweise unter Nutzung der Teilbarkeit durch 8 ,...¢vvvuu.
" " " " Teilbarkeit durch 3 ...........

(Punkte Jjeweils insgesamt oder aufgeteilt in
Ermittlung/Probe (Hin-/RiickschiuB): 3 / 1 )
330723

Ermittlung der Wegldngen am 2. und 3. Tag, aufgeteilt etwa in:
Vorbereitungen (z.B. verbale oder gleichungsmidBige Betrach-

tung von 5,4 Sa) / abschlieBende Ermittlung: 3 / 2 .......
Ermittlungen der Wegliéngen am 1. und 4. Tag,

entsprechend aufgeteilt L
330724 a) - N
Vorbereitender SchluB, z.B. auf AB=éC oder auf a+a/2 = 90° ...
AbschlieBende Herleitung von « = 60 L
330724 b) e
Ermittlung weiterverwendbarer GroBen, z.B. 4 BAW, 4 BAH .....
AbschlieBende Ermittlung von % WAH Se s s e s e s e e e ns et st e e
330724 ¢) '
Hinfiihrung zu den zwei Fidllen LI

Ermittlung beider Werte von « s s e st ettt e et ass e ennnsa
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