330631
Finde alle Méglichkeiten, drei natirli-

che Zahlen a, b, ¢ so zusammenzustellen,
daBa+b+c=12undc—-b=3 gilt!
Hinweise:

1.) Die Null soll auch als natiirliche Zahl
bezeichnet werden.

2.) Es wird auch zugelassen, daB sich
unter den Zahlen a, b, ¢ solche befinden,
die einander gleich sind.

330632
Aus 21 Quadraten der Seitenlénge ! cm

soll eine Figur F zusammengesetzt wer-
den:

An das erste Quadrat legt man ein
zweites so an, daB sie beide genau eine

oder

Seite gemeinsam haben:

(dagegen nicht und auch nicht

Dann legt man immer das néchste Qua-
drat so an, daB es ebenfalls genau eine

Seite mit einem schon hingelegten Qua-
drat gemeinsam hat.

Am Ende soll die Figur F folgende Be-
dingungen erfiillen;

(1) Es soll keine freie Fliche geben, die
ganz von Quadraten der Figur F um-
schlossen wiire

zZum Beispiel:

Lpla 2 )94

(2) Die Figur F soll ganz in ein groBes
Quadrat der Seitenlinge 6 cm hineinpas-
sen.

(3) Die Figur F soll den Umfang 42 cm
haben.
(Beispiel: Der Umfang der folgenden

Figur betrégt 16 cm.
Zeichne eine solche Figur F!

330633

In einer Sackgasse, die an einer Ecke
(E) beginnt, stehen drei Hauser A, B, C in
einer Reihe:

ANAEA

E ’ J

Ein Brieftriger, der die Sackgasse an
der Ecke (E) betritt, dann zu jedem Haus
Post bringt und danach zur Ecke (E) zu-
riickkehrt, kann dies z. B. in der Reihen-
folge (E) » A - C —» B — (E) tun. Er
kann es aber z. B. auch in der Reihenfolge
(E) > A > C - B — (E) tun; dabei
macht er jedoch einen Umweg, weil er die
Strecke zwischen A und B 6fter als notig
durchliuft.

(a) Wieviele Moglichkeiten der Reihen-
folge, bei denen kein Umweg vorkommt,
gibt es insgesamt? Nenne alle diese Mog-
lichkeiten!

8 2G iz
(Thoel 2)




(b) Jetzt sollen in der Sackgasse vier
Hiuser in einer Reihe stehen. Wieviele|
Méglichkeiten der Reihenfolge, bei denen
kein Umweg vorkommt, gibt es hierzu
insgesamt? -Nenne auch alle diese Mog-
lichkeiten!

(c) Wieviele Moglichkeiten der Reihen-
folge, bei denen kein Umweg vorkommt,
gibt es insgesamt, wenn in der Sackgasse
10 Hiuser in einer Reihe stehen?
(Hinweis: Fiir diese Aufgabe kann man
Uberlegungen beim Losen von (a) und (b)
nutzen.)

2. Tag

330634
Sechs Kugeln, und zwar drei blaue und

drei gelbe, werden an Annette, Bernd und
Christiane verteilt. Jedes dieser drei Kin-
der bekommt wenigstens eine Kugel, aber
héchstens drei Kugeln. Damit die Vertei-
lung nicht so leicht zu erkennen ist, macht
Dieter drei falsche Aussagen. Erika meint
dennoch: Wenn man weif}, daB alle diese
Aussagen falsch sind, ist die Verteilung
der Kugeln (fiir jedes Kind die Anzahlen
der blauen und der gelben Kugeln) da-
durch eindeutig bestimmt.

Die drei Aussagen von Dieter lauten:

(1) Die blauen Kugeln wurden an weni-
ger als drei Kinder verteilt.

(2) Annette bekam genau zwei Kugeln.

(3) Bernd bekam Kugeln unterschiedli-
cher Farben. :

Hat Erika recht? Begriinde Deine Ant-
wort!

edghe. 21% 5.20 124
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330635
Ein 4x4 - Feld soll mit Buchstaben so

gefiillt werden, wie folgendes Bild an
einem Beispiel zeigt:

a b ¢ d|

e d d c

aillg
=

In jedem so gefiillten Feld kann man
L Worter” lesen, die aus zwei Buchstaben
bestehen. Die ,, Worter* liest man entweder
von links nach rechts oder von oben nach
unten. (Als Beispiele sind die ,,Worter” ae,
cd, ed, de, cf, cd und aa hervorgehoben.
Man hat also auch solche ,,Wérter” zu be-
achten, die einen Buchstaben gemeinsam

haben, wie im Beispiel ae mit ed und dc
mit cf.) )

, Wérter”, die sich nur in der Reihen-
folge der Buchstaben voneinander unter-
scheiden (wie im Beispiel cd und dc),
gelten-nicht als einander gleich.

Folgende Bedingungen werden zusétz-
lich verlangt:

(1) In keinem ,,Wort“ diirfen die beiden
Buchstaben einander gleich sein (wie im
Beispiel im ,,Wort* aa).

2) Kein ,,Wort* darf mehrfach vor-
kommen (wie im Beispiel das ,,Wort* cd). -

a) Finde eine Eintragung, die diese Be-
dingungen erfiillt }}nd nur die 7 Buchsta-
ben a, b, c, d, e, f, g verwendet!




330636

Anja und Bernd spielen ein Spiel nach
folgenden Regeln: Verwendet werden 8
Karten, jede mit genau einer der Ziffern 1,
2,3,4,5,6,7, 8, und ein Spielbrett aus 7
Feldern:

Zundchst wird eine nattirliche Zahl »
vereinbart. Dann legen Anja und Bernd

abwechselnd (beginnend mit Anja) auf je
ein beliebiges Feld der Figur, das noch frei

ist, eine der noch nicht verwendeten Kar-
ten. ‘

Am Ende ist eine siebenstellige Zahl
entstanden. Ist sie durch » teilbar, so hat
Anja gewonnen, anderenfalls Bernd.

a) Finde zwei der Zahlen 2, 3, 4,5, 6,7,
8, fur die gilt: Ist diese Zahl als # verein-
bart worden, so kann Anja den Gewinn er-
zwingen, gleichgiiltig, wie Bernd spielt!
Erklire, wie Anja dies tun kann!

b) Beweise folgende Aussage! Wurde
n = 9 verinbart, so gewinnt stets Bernd,
gleichgiiltig, welche Karten beide Spieler
legen.

¢) Untersuche, ob im Fall, daB » = 21
vereinbart wurde, einer der beiden Spieler
den Gewinn erzwingen kann, gleichgiiltig,
wie der andere spielt!

olphe. 2194 S .2otzq
(Tl ?)



33. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe
Lésungen
Olympiadeklasse 6

1. Tag
330631 Losung: 7 Punkte
Es muB b S 4 sein; denn wdre b2 5 , so folgte wegen ¢ - b = 3 ,
daB c 2 8 wdre. Damit wdre bereits b + ¢ & 13 , also erst recht
a+b+c2 13, im Widerspruch zu a + b + ¢ = 12 .
Fir b = 0 folgt ¢ = 3 und wegen a + b + ¢ = 12 dann a = 9 .
" b = 1 " c = 4 n ” " " a = 7 B
" b = 2 " c = 5 " " " " a = 5 B
”n b = 3 " c = 6 " " ” " a = 3 N
”"n b = 4 " c = 7 ” " " 1" a = 1 R
Damit sind alle gesuchten Zusammenstellungen gefunden.
330632 Lésung: 7 _Punkte
Es gibt viele M&églichkeiten. Ein Beispiel:
N \
AN \ \\\\
\ NN
N
N X
RN
Abb, L 330632
330633 Lésung: 6_Punkte

Beim Angeben der Reihenfolge seien die Pfeile und die Angabe

von (E) am Anfang und Ende weggelassen.
(a) Es gibt genau die 4 Mdglichkeiten ABC, ACB, BCA, CBA.

(b) Fiir 4 H#duser A, B, C, D gibt es genau die 8 Mdglichkeiten
ABCD, ABDC, ACDB, ADCB, BCDA, BDCA, CDBA, DCBA.

(¢) l.Lésungsweg (schrittweises ErhShen der Hduserzahl):
Fiir 4 Hiuser A,B,C,D gibt es zu jedem Weg, der fiir die Héuser

B,C,D (etwa aus (a) durch Umbenennung) zu erhalten ist, genau

-9-



L 6.1

2 Wege, nédmlich indem das Haus A entweder vor dem betreffenden
Weg fir B,C,D beliefert wird oder erst anschlieflend an diesen
Weg. So ergaben sich in (b) die 42 ( = 2+2+2) = 8 Wege.

Entsprechend kann man fortsetzen und findet fir 5 Hauser
22222 = 16 Wege, fiir 6 Hauser 2¢2+2:2°2 Wege 0 EEY G
schlieBlich filir 10 Hauser 2°2°2°2:2:2+2-2-2 = 512 Wege.

2.Losungsweg (Einfithren unabhéngiger Fallunterscheidungen):
Auf dem Hinweg zum letzten der 10 Hauser hat man bei jedem der
vorangehenden 9 Hiduser 2zu entscheiden, ob man dieses Haus
sogleich auf dem Hinweg beliefert oder seine Belieferung erst
fiir den Rilickweg vorsieht. Da diese 9 Entscheidungen unabhangig
voneinander sind, ergeben sie insgesamt 2°2:2¢2+2¢2+2:2°2
= 512 Moglichkeiten.

Vorschliége zur Punktverteilung:

330631

Ersichtliche Zurilickfiihrung auf endlich viele Tripel

(z.B. als Herleitung von b S 4) ...t iervrerrorsosnnossassnnnons
Auffinden aller gesuchten Tripel ... .o ciernornrseroirosnsonsosss

330632
Grundsdtzliche Richtigkeit der Zeichnung

(Anzahl 21 der Quadrate, Umfang 42 cm der Figur,

Einhalten der Maximalbreite und ~ldnge 6 CM) ‘¢vvietensnsases D
Ausreichend korrekte zeichnerische Ausfiihrung

(Einhaltung genauer geometrischer Konstruktions-

schritte wird nicht vom Schiiler verlangt) «..icivverveonannes

7
330633
(a) Angabe der 4 Mdglichkeiten ......iievnvenscsvsnnrosnrsssennse 1
(b) N "8 N 50000000000 oo Do00000000000 00 oM
(c) Ersichtlich zur Ldsung filhrendes Vorgehen .......o0000v0s.s 2
Rechnerische Richtigkeit ... vveviiiiniiiriiniosrionnensarones 1
6

-10 -



L 6.I1
33. Mathematik-Olympiade, 3. Stufe

Lésungen
Olympiadeklasse 6
2. Tag
330634 Losung: 6_Punkte

Da Dieters Aussagen falsch sind, gilt:

(1') Jedes Kind bekam eine der blauen Kugeln.

(2') Annette bekam entweder genau eine Kugel oder genau drei
Kugeln.

(3') Bernd bekam keine verschiedenfarbigen Kugeln.

Nach (1’) und weil nur drei blaue Kugeln vorhanden waren, bekam
jedes Kind genau eine der blauen Kugeln. Nach (3') kann Bernd
iiberhaupt keine weitere Kugel bekommen haben. Hiitte Annette genau
eine Kugel bekommen, so wiren auf Christiane vier Kugeln entfal-
len. Da sie aber (wie jedes der Kinder) héchstens drei Kugeln be-
kam, scheidet dieser Fall aus; d.h. nach (2'): Annette muf genau
drei Kugeln bekommen haben, also auBer der einen blauen Kugel noch
genau zwei gelbe Kugeln. Die restliche gelbe Kugel verblieb fir
Christiane,

Damit sind die Zahlen der Verteilung eindeutig bestimmt:
Annette bekam genau 1 blaue Kugel und genau 2 gelbe Kugeln.
”

Bernd " 1 blaue Kugel " keine gelbe Kugel.
Christiane " " 1 blaue Kugel " genau 1 gelbe Kugel.
330635 Lésung: } 7_Punkte
o " . . alblcid
(a) Als Ldsung geniigt es, eine Eintragung ol f2]a
der geforderten Art anzugeben, zum Beispiel: dliblele
e|lglbja
(b) Es gibt auch eine Eintragung der alblale
geforderten Art mit nur 6 ver- dlcle]a
wendeten Buchstaben. Dies wird fidib]f
etwa durch folgendes Beispiel bewiesen: bield|a

(c) Eine Eintragung der geforderten Art mit nur 5 verwendeten
Buchstaben kann es nicht geben.
Beweis: Im 4x4 - Feld lassen sich in jeder der 4 Zeilen und in
jeder der 4 Spalten 3 ,Worter" lesen, zusammen also (4+44)-3
= 24 ,Worter". 5
Es sind aber nur 20 ,Wérter" =zugelassen, nidmlich mit einem
der 5 Buchstaben am Anfang und dann Jjeweils mit einem der
4 anderen Buchstaben am Ende. Bei jeder Eintragung, die nur
zugelassene ,Worter" aufweist, muB es also auch mehrfach auf-
tretende ,Worter"” geben; daher ist sie nicht von der geforder-
ten Art.

i Statt eines allgemein formulierten Beweises wie oben geniigt es

auch, die 20 ,Wsrter" so systematisch aufzuzéhlen, daf aus der
Aufzihlung die Vollstidndigkeit ersichtlich ist, z.B.:

ab, ac, ad, ae; ba, bc, bd, be; ca, cb, cd, ce; da, db, dc, de;
ea, eb, ec, ed.

_35-



330636 Losung: { _prunKgce

a) Ist n = 2 vereinbart, so kann Anja den Gewinn erzwingen, indem
sie zu Anfang eine der Ziffern 2, 4, 6, 8 auf das Feld ganz
rechts (das Feld fiir die Einerziffer) bringt. Nach der Teilbar-
keitsregel fiir 2 entsteht dann ndmlich bei Jjeder Fortsetzung
eine durch 2 teilbare Zahl.

Ebenso kann Anja im Fall n = 5 den Gewinn erzwingen, indem sie
zu Anfang die Ziffer 5 auf das Feld ganz rechts bringt.

b) Die Summe (1+8) + (247) + (3+6) + (4+5) der Zahlen auf allen
Karten ist durch 9 teilbar. Da am Ende genau eine der Zahlen
1,2,3,4,5,6,7,8 iibrigbleibt und diese Zahl nicht durch 9 teil-
bar ist, kann auch die Summe der ausgelegten Karten nicht durch
9 teilbar sein, gleichgiiltig, von wem und in welcher Reihen-
folge sie ausgelegt wurden. Nach der Teilbarkeitsregel fiir 9
besagt das aber: Die ausgelegte siebenstellige Zahl ist nicht
durch 9 teilbar; Bernd hat gewonnen.

¢) Bernd kann den Gewinn erzwingen, indem er dafiir sorgt, daB je-
denfalls die Zahlen 3 und 6 sich unter den ausgelegten befinden
(er hat ja - sogar dreimal -~ Gelegenheit, von ihm gewiinschte
Zahlen ndtigenfalls selbst auszulegen). Damit erreicht er, dhn-
lich wie in b):
Da die Summe der Zahlen auf allen Karten durch 3 teilbar ist
und eine nicht durch 3 teilbare Zahl iibrigbleiben muf3, kann die
Summe der ausgelegten Karten nicht durch 3 teilbar sein. Also
ist die ausgelegte siebenstellige Zahl nicht durch 3 teilbar;
folglich kann sie auch nicht durch 21 teilbar sein.

Vorschldge zur Punktverteilung:

330634
Ersichtliche Verwendung der korrekten Negationen
von {1),(2)5{(3) terveirnenoncdvossonnsesoosssvossosntsessnanase 2

Weiter nutzbare Teil-Ergebnisse
(z.B.: Verteilung der blauen Kugeln,

Annette bekam 3 KUZEIN) .. veivssoasrsaosasoncorssoassvssssrsnne 2
Gewinnung der ilibrigen VerteilungsauSSagen .....soesoesoosoesess_2
6
330635
(a) Angabe einer korrekten Eintragung ........coveeeeveosssessss 2
(b) 2 o K i BT ER Ko ototodol
(c) Widerlegung der Existenz einer korrekten Eintragung ......._3
7
330636
(a) Gewinn durch Einerziffer 2,4,6,8 bzw. 5 ..cciveviviesrnnsss 3
(b) Nachweis, daB jede ausgelegte siebenstellige Zahl
nicht durch 9 teilbar ist ...icevvevteorassossnsosenssses 2
(c) Gewinn durch Erreichen der Nicht-Teilbarkeit
durch (3, also auch) 21 ...iivievosnsoosersscsosssssenses_2
7

- 2R ~



