Olympiaklassen 11 — 13

321241

Von den Eckpunkten eines regelmiBigen
250-Ecks wurden genau 16 gelb und alle
' anderen blau gefarbt.

Beweisen Sie, dafl es zu jeder solchen
Féarbung eine Drehung des 250-Ecks um
seinen Mittelpunkt gibt, bei der alle gel-
ben Ecken in blaue iibergehen!

321242

Man beweise, dal ein Wiirfel fiir jede
natiirliche Zahl n > 100 in genau n Wiir-
fel zerlegt werden kann.

321243
Von 1993 Punkten P ,..., P

raden angehoren.

Ferner sei fiir gewisse Paare (i, j) mit
1 >i<j2>1993 jeweils die Strecke PP
konstruiert; dabei werde vorausgesetlztf
daB jeder der 1993 Punkte P_mit minde-
stens 1661 anderen dieser 1993 Punkte
durch eine der konstruierten Strecken
verbunden ist.

Man beweise, dal aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: Unter den P gibt es 7
Punkte, von denen jeder mit jedem ande-
ren dieser 7 Punkte durch eine der kon-
struierten Strecke verbunden ist.

321244

Man beweise: Wenn reelle Zahlen a, b, ¢

das Gleichungssystema + b + ¢ = 2,
" ab+ac+bc =1

erfiillen, so gilt

OSaSi,OSbSi,OSCS
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321245

Man ermittle die grotmogliche Anzahl
von Dreiecken mit ganzzahligen Seiten-
langen und mit dem Umfang 1993, unter
denen sich keine zwei untereinander kon-
gruenten Dreiecke befinden.

' Von den nachstehenden Aufgaben

3212464A und 321246B ist genau eine
auszuwihlen und zu l6sen:

321246A ‘
Eine Bus-Bahn-Rundreise durch n Stidte
sei eine Reise, die in einer dieser Stidte
beginnt, jede andere von ihnen genau ein-
mal erreicht, dann zum Ausgangspunkt
zuriickfiihrt und insgesamt keine anderen
Verkehrsmittel als Bus oder Bahn be-
nutzt. Von n Stidten S ,..., S werde vor-
ausgesetzt, da} zwischen zwei von ihnen
genau eine (in beiden Richtungen nutzba-
re) Verbindung besteht und daf} diese je-
weils nur entweder eine Bus- oder eine
Bahnverbindung ist.

Man beweise fiir jede natiirliche Zahl
n>3, dal es durch n Stidte, die diese Vor-
aussetzungen erfiillen, stets eine Bus-
Bahn-Rundreise geben muf, bei der das
Verkehrsmittel hochstens einmal ge-
wechselt wird.

321246B

Eine Funktion f erfiille folgende Voraus-
setzungen: f ist fiir alle reellen Zahlen x
definiert und stetig, alle Funktionswerte
f(x) sind reelle Zahlen, und fiir jedes reel-
le x gilt f(f(f(x)))=x.

Man beweise: Diese Voraussetzungen
werden nur von derjenigen Funktion f er-
fiillt, die fiir alle reellen x durch f(x)=x
definiert ist.



321241 Losung: 6 Punkte
Fiir jede gelbe Ecke P seien diejenigen von der identischen Abbil~-
dung verschiedenen Drehungen d um den Mittelpunkt M des 250~Ecks
aufgezdhlt, die diese Ecke P in eine ebenfalls gelbe Ecke d(pP)
iiberfithren. Wird jede Drehung, die in diesen Aufzdhlungen vor-
kommt, insgesamt nur einmal berilicksichtigt (auch wenn sie mehrere
gelbe Ecken P,Q,... in gelbe d(P),d(Q),.... lberflihrt}, so folgt:
Da es fiir jede gelbe Ecke nur 15 solche Drehungen gibt, kann es
héchstens 16+15 = 240 von der identischen Abbildung verschiedene
Drehungen um M geben, bei denen je mindestens eine gelbe Ecke in
eine gelbe iibergeht.

Es gibt aber insgesamt 249 von der identischen Abbildung verschie-
dene Drehungen um M, die alle Ecken in Ecken iliberfiihren. Also muf
es unter diesen 249 Drehungen auch (mindestens 9) solche geben,
bei denen jede gelbe Ecke in eine blaue iibergeht.

321242 Losung: 7_Punkte

I. Ein Wiirfel einer Kantenlédnge a kann in 8 Wirfel der Kantenlén-
ge % zerlegt werden. Die Anzahl der Wiirfel hat sich dabei um

8-1 = 7 vergrofert.
Weiter kann man einen der erhaltenen Wiirfel wieder in 8 Wiirfel

(der Kantenlénge % ) zerlegen; insgesamt hat sich die Anzahl

der Wirfel damit um 2+7 vergréfert.
So fortfahrend erhidlt man zu jeder natiirlichen Zahl p die Aus-
sage: Durch derartiges Zerlegen kann die Anzahl der Wirfel um
p*7 vergréfert werden.

IT. Ferner gilt: Ein Wiirfel einer Kantenldnge a kann in 27 Wirfel

der Kantenlénge % zerlegt werden, und von diesen kann man dann
wieder 8 zu einem Wirfel der Kantenlédnge %ﬂ zusammenfassen.

Damit hat sich die Anzahl der Wiirfel um 27-8 = 19 vergrofBert.
Auch dieses Verfahren kann wiederholt werden; somit erhdlt man
zu jeder natiirlichen Zahl q auch die Aussage: Die Anzahl der
Wiirfel kann um q*19 vergréBert werden.

III.In gleicher Weise folgt durch Zerlegen eines Wiirfels in 64
Wiirfel, von denen man dann wieder 27 zusammenfaft: Die Anzahl
der Wiirfel kann um 64-27 = 37 vergrdfert werden.

Nach I.,II.,III. folgt (z.B.) aus den Gleichungen

1 + 67 + 3-19 = 100 ,
1 + 9+7 + 37 = 101 ,
1 + 97 + 2+19 = 102 ,
1+ 17 + 519 = 103 ,
1 + 127 + 119 = 104 ,
1 + 47 + 419 = 1056 ,
1 4+ 1517 = 106

daB ein Wiirfel fiir jede der Zahlen n = 100,101,...,106 in genau n
Wirfel zerlegt werden kann. Nochmals nach I. gilt daher mit Jjeder
natiirlichen Zahl p, daB auch fiir jede der Zahlen

n =100 + p*7 ', n = 101 + p*7 su0sy. 0 = 1086 ¢+ p*? (*)
ein Wiirfel in genau n Wiirfel zerlegt werden kann.
Da jede natiirliche Zahl n 2 100 von einer der Formen (*) mit na-
tiirlichem p ist, ist hiermit der geforderte Beweis erbracht.



321243 Losung: 7_Punkte
Die Existenz von 7 Punkten Q1 $ov sy Q7 der geforderten Art kann
folgendermaBen nachgewiesen werden:

Als Q1 werde ein beliebiger der Punkte Pl ooy P1993 gewdhlt,
Wenn fir ein k mit 1 $ k & 6 bereits Punkte Q1 yeeer Q gewahlt
werden konnten, von denen (im Fall k > 1) jeder mit jedem anderen
durch eine konstruierte Strecke verbunden ist, so wird nun die

Existenz eines Punktes Q gezeigt, der mit allen Qj (j=1,...,k)

k+1
durch je eine konstruierte Strecke verbunden ist.
Es sei namlich Vx (i = 1,...,k) jeweils die Menge aller derjenigen

Punkte, die mit Qi durch eine konstruierte Strecke verbunden sind,

und es seil D0 = {P1 yoeos P1993} ¥
D, =D, , NV, (i =1,...,k) . (1)
Damit gilt”
‘Dxl = le~1‘ v - lDi-l v
& !Dn-xl + |Vx' - I{Pl A P1993}[
2 |p,_,| + 1661 - 1993 (L = 1,...,k) ,
woraus der Reihe nach fiir i = 0,...,k

;D‘I 2 1993 - i+332

folgt. Wegen k S 6 ist insbesondere IDk' 2 1993 - 6332 = 1 , also

D, nicht leer; daher existiert ein Punkt Qk+1 € Dk . Fiir jedes J
mit 1 £ j S k folgt dann aus (1) auch
c ... ¢ c
D, = = b, =V,

also ist Q, , mit Jjedem QJ (1 8 j 8 k) durch eine konstruierte

Strecke verbunden.

Bemerkung: Anstelle der hier gewdhlten Ausdrucksweise mit Mengen-
formeln und ,ineinandergeschachtelter" Induktion k&nnen auch mehr
verbale und mehr aufzidhlende Formulierungen gewihlt werden. Dabei
ist freilich zu priifen, ob 2z.B. bei Verwendung einer Ausdrucks-
weise mit ,usw.", ,entsprechend gilt ..." die einzuschlagenden
Teilschritte hinreichend aus der Darstellung hervorgehen.

) Mit der Bezeichnung IM| fiir die Anzahl der Elemente einer end-

lichen Menge M wird die Gleichung lA u Bl = [Al + IBl - lA n B
als bekannter Sachverhalt herangezogen (oder sie kann z.B. dar-
auf zuriickgefithrt werden, daB sich bei disjunkter Zerlegung von
AUB in A\ B, B\ A und AnB mit e, f bzw. d Elementen
lal = e+d , IBI = f+d und A u Bl = e+f+d ergibt.)



Vorschldge zur Punktverteilung

331241

Verwendbares Einstiegsmotiv, z.B. Drehungen, die (minde-
stens) einen gelben Punkt auf einen gelben abbilden .........

Weiterfithrung (z.B. Anzahlabschidtzung dieser Drehungen) ......

Nutzung zum abschliefenden ExistenznachwWeis . ...vuuvrssnnennens

311242

Vorbereitende Aussagen (z.B. mdgliche Vergrdferung der
Wiy la lmahl dim 70 SREESIENL. L L L G e e e e il

Ermittlung spezieller und fiir weitere Beweisschritte
nutzbaper Wirfelwahlen {(z.B. 100,. .. 3106) v s vevivercnsnnes

AbschlieBender Nachweis fir 8lle N & 100 «.vuv e eennrennnesns

321243

Zum Beweis nutzbare Teilschritte (z.B. Einfithrung der D,
(Menge der zu einem i-ten Erweiterungsschritt verwend-
baren Punkte), Abschétzung ’Dil 2 ,Dn-sl S (<o R R B

AbschlieBender ExistenznachWeis . vuviueusrsveeeroresesessonenns



Setzt man aus der ersten Gleichung ¢ = 2-a-b in die zweite Glei-
chung ein, so ergibt sich ab + (a+b)(2 a-b) = 1 ,

also b + (a=2)b + a ~2a+l = 0
Da diese quadratische Gleichung von der reellen Zahl b erfillt
wird, also eine nicht negative Diskriminante hat (oder' indem man

die Gleichung in der Gestalt [b + 25232 = I(a—z) - (a ~2a+l)

schreibt), ergibt sich (a-2)%- 4(a®-2a+1) 2 0 ,
-3a® + 42 2 0 ,

4a 2 3a° 2 0
Daher gilt entweder

a = 0
oder a >0

und dann 4 2 3a , also a & % .
Damit ist 0 S a S % gezeigt. Entsprechend folgen die beiden ande-

ren Behauptungen.

2.Losungsméglichkeit: Aus den vorausgesetzten Gleichungen folgt
ab = 1 - (a+b)c = 1 - (2-c)c = (1-c)?

und analog ac & 0 . Hieraus und aus a0 folgt
a = %a'z = %a-(a+b+c) & %(a2+ab+ac) =0 .

Entsprechend leitet man b 2 0 , ¢ & 0 her.
- b, w= % - ¢ gilt

(IR

Ferner folgt: Fir die Grofen u = % - &, Vv =
u+v+ws=4- (atbtc) = 4 - 2 = 2, (1)

9uv = 16~12(a+b)+9ab, 9Suw = 16-12(a+c)+%ac, 9vw = 16-12(b+c)+9bc,
UvHUWHVW = %(48—24(a+b+c)+9(ab+ac+bc)) = %(48—24-z+9-1) w L . (2)

Ebenso wie a & 0 , b2 0 , ¢ & 0 aus den vorausgesetzten Gleichun-
gen folgt, erhdlt man daher aus (1),(2) die Ungleichungen u & 0 ,

4

vZO,w20,dh. as3,bs%,cs}
321245 Losung: 7_Punkte
I. Positive ganze Zahlen x,y,z sind genau dann Seitenléngen eines

Dreiecks mit dem Umfang 1993, wenn sie die Bedingungen

X +y + 2z = 1993 ,
X #'y > 2,
X+ 2z >y , (1)

y + 2 > x
erfiillen. Diese Bedingungen sind dquivalent mit

z = 1993 - x - ¥
X +y > 1993 - x -y , (2)
1993 -~ y > y ,
1993 - x > x i



dies wegen der Ganzzahligkeit damit, daB 2z = 1993 - x - y und
X +y > 996 , y S 996 , x S 996 (3)

gilt. Zu jedem Paar (x;y) positiver ganzer Zahlen, die (3) er-
fiillen, ist auch das eindeutig zugehdrige z = 1993 - x - y eine
positive ganze Zahl. Daher kann man die positiv-ganzzahligen
Tripel (x;y;z) mit (1) z.B. der folgenden Aufzdahlung der Paare
(x;y) mit (3) entnehmen:

X Y
1 1996
2 | 996 , 995
995 | 996 , 995 ,..., 2
996 | 996 . 995 ..., 2 , 1
Die Anzahl der (Paare mit (3) bzw.) Tripel mit (1) ist demnach
142+ -« + 996 = §§1532§ = 997-498 .

II.Unter diesen Tripeln ist jeweils von solchen, die zu kongruen-
ten Dreiecken fiihren, genau eines beizubehalten. Kongruente
Dreiecke ergeben sich genau dann, wenn sich Tripel nur in der
Reihenfolge unterscheiden. Die Anzahl solcher Tripel hdngt da-
von ab, wieviele der Zahlen x,y,z eines Tripels einander gleich
sind.

Die Bedingung x = y ist zusammen mit (3) dquivalent zu

498 < x = y S 996 ;
somit gilt dies fiir genau 498 Tripel. Die Bedingungen (1) gehen
bei jeder Anderung der Reihenfolge von x,y,2z in sich iliber; also
gibt es ebenfalls je genau 498 Tripel mit x = 2z bzw. mit y = z.
In keinem der ermittelten Tripel gilt x = y = 2z , da dies auf
die Gleichung 3x = 1993 fihren wiirde, die nicht ganzzahlig l6s-
bar ist. Also sind insgesamt in genau 3+498 Tripeln jeweils ge-
nau zwei Zahlen einander gleich.
Aus diesen Tripeln ist von je drei der Form (a;a;b),(a;b;a),
(b;a;a) mit a # b genau eines beizubehalten; aus den {ibrigen
( 997-498 - 3:498 = ) 994-498 Tripeln ist von je sechs der Form
(aibjc),(as;e;b),(bja;c),{(bjc;a),(cja;b),(c;b;a) mit a # b ,
a# ¢ , b # c genau eines beizubehalten.

Damit ist die gesuchte Anzahl ermittelt; sie betrdagt
% . 3:498 + % . 994498 = 498 + 99483 = 83000 .

Zu anderen Losungswegen kann man durch andere Vorgehensweisen des
Abzéhlens kommen, z.B. indem man zu (1) die Bedingung x S y S z
hinzufiigt und jedes hierfiir ermittelte Tripel genau einmal berick-
sichtigt. Nach Einfithrung etwa von p = y - x und q = 2 - y hat man
alle ganzzahligen x,q 2zu ermitteln, die 0 S g < x S 1993/3 und

(2p = ) 1993 - 3x - g & 0 erfiillen. Zu x = 1,2;3,4;...;497,498
findet man der Reihe nach 1,1;2,2;...;249,249 ganzzahlige q 2 0
mit geradzahligen 2p 2 0 ; zu x = 499,500;501,502;...;661,662;663,

664 dagegen der Reihe nach 249,247;246,244;...;6,4;3,1 solche q.

Man kann auch (zundchst beweisen oder) als bekannten Sachverhalt
verwenden, daB die Tripel (x;y;z) positiver x,y,z mit x+y+z = 1993
eineindeutig den Punkten P im Innern eines gleichseitigen Dreiecks
ABC mit der Hohenlange 1993 entsprechen, wenn namlich x,y,z die
Abstdande von P zu den Dreiecksseiten sind. Die Dreiecksungleichung
schrankt dann P auf das Innere des Mittendreiecks DEF von ABC ein.



Die Forderung, von Tripeln, die sich nur in der Reihenfolge unter-
scheiden, jeweils nur eines zu berilicksichtigen, bedeutet: Von
Punkten in DEF, die durch Symmetrieoperationen von DEF ineinander
{ibergehen, ist jeweils nur einer zu berlicksichtigen. Mit den An-
zahlen g bzw. h bzw. s der inneren Punkte von DEF, die ganzzahlige
X,¥,z haben bzw. auBerdem auf einer Hohe des Dreiecks DEF bzw. auf
seinem Schwerpunkt liegen, gilt dann g = 142+ --+996, h = 3:498,
s = 0, und die gesuchte Anzahl ist (g-h)/6 +(h-s)/3 +s.

321246A Losung: 7 Punkte
Ist Pl-“Pk (fiir ein k mit 2 S k S n+l) eine (Teil-)Reise, in der
jedes P‘ (i =1,...,k) eine der Stdédte SyvevsS, ist, so heifBe

diese Reise genau dann zuldssig, wenn sie entweder jede der Stiddte
Pl,...,Pk genau einmal beriihrt oder eine vollstédndige Rundreise
ist, d.h. Px“'PnP1 lautet, worin die Tellreise P1~-Pn jede der
Stadte Sl,...,Sn genau einmal berithrt. Eine (Teil-)Reise Pi-'-Pk
heife genau dann ,gut", wenn sie zuldssig ist und héchstens einen

Wechsel des Verkehrsmitels enthdlt.

Es geniigt, die folgende Aussage zu beweisen: Zu jeder wguten" Rei-
se P,‘"'Pk '
sondere k & n folgt), gibt es eine ldngere ,gute" Reise.

die keine vollstidndige Rundreise ist (woraus insbe-

Enthalt P1~-Pk sogar keinen Wechsel des Verkehrsmittels, so ist
jede zuldssige Reise der Form Pi---Pij (wegen k S n existiert
eine solche) lédnger als Pl-“Pk und ,gut". Enthalte nun Pi-“Pk
(genau) einen Wechsel des Verkehrsmittels; d.h., fir ein m mit
1 < m < k werde P1”'Pm mit einem Verkehrsmittel v und Pn“'pu mit

dem anderen Verkehrsmittel w zurlickgelegt.

Im Fall k = n ist, Jje nachdem, ob w oder v das Verkehrsmittel der
Strecke P P ist, die Reise P ‘P P oder die Reise P P_ ‘' P
n 1 1 n 1 n 1 n

léanger als P1--'Pn und ,gut"”.

Im Fall k < n sei Sj eine von P1 g0y Pu verschiedene Stadt. Ent-
weder ist dann (mindestens) eine der lédngeren Reisen P1~-PkSJ,
S P - P. .gut", oder es gelten die beiden Aussagen: Auf PMSj ver-

i1 X
kehrt v, auf P,‘Sj verkehrt w. Treffen diese beiden Aussagen zu, 8o

auch nach Umkehrung der Reihenfolge Pl-"Pm'-'Pk und gleichzeiti~

ger Vertauschung von v,w . Notigenfalls durch diese Anderungen ist
aber stets erreichbar, daB w auch das Verkehrsmittel der Strecke
S P ist. Im Fall m > 2 ist dann die Reise P P, S P - P,

im m~1 1§ m k
im Fall m = 2 die Reise Plsij--'Pk lianger als Pi--*Pm“-Pk
und ,gut".

Damit ist der geforderte Beweis erbracht.



Bemerkung: Der Beweis kann auch als Beweis durch vollstdndige In-
duktion itiber die Anzahl n der Stddte gefithrt werden. Dabei ist es
mdéglich, eine Fallunterscheidung zu verwenden, die der obigen ent-
spricht. Man kann dabei auch anstelle der obigen Bezeichnungen v,w
die Méglichkeiten, sie als ,Bus", ,Bahn" zu deuten, einzeln auf-
zdhlen; und entsprechend kann man mit einzelner Fall-Aufzdhlung
(anstelle der obigen Betrachtung .nétigenfalls" vorgenommener
Anderungen) vorgehen.

. 7 _Punkte
Wenn eine Funktion f die genannten Voraussetzungen erfiillt, so
kann man fiir sie die folgenden Aussagen herleiten:

I. Die Funktion f ist eineindeutig.

f(s)
f(f(f(s))) = s .

Beweis: Aus f(r)
folgt stets r = f(£(£f(r)))

II. Die Funktion f ist monoton.

non

Beweis: Angenommen, f wdre nicht monoton. Dann gibe esi)
drei reelle Zahlen r,s,t, fir die

r < s < t
und entweder f(r) < fi(s) s f(s) > f(t)
oder f(r) > f(s) s f(s) < f(t)

wire. Hierzu giédbe es eine reelle Zahl y, fir die

f(r) < y < f(s) und f(s) >y > f(t)
bzw. f(r) >y > £f{(s) und f(s) < y < f(t)

wdre. Nach dem Zwischenwertsatz filir stetige Funktionen wiirden
damit auch reelle Zahlen x und x' existieren, fir die

r<x <s<x'"<¢t

und f(x) = f£(x") =y
gelten wiirde. Das ist ein Widerspruch gegen die in I. gezeigte
Eineindeutigkeit.

III.Die Funktion f ist streng monoton steigend.

Beweis: Nach I. und II. ist f streng monoton. Angenommen, f
wire streng monoton fallend. Dann kénnte nicht f(x) = x fiir
alle x gelten, da dies eine nicht fallende Funktion definieren
wiirde. Also gibe es entweder ein x mit x < f(x) , oder es gébe
ein x mit x > f(x) . Wegen des streng monotonen Fallens folgte

v Dieser Schluf kann entweder als bekannter Sachverhalt iliber ein-

eindeutige Funktionen zitiert oder z.B. so hergeleitet werden:
Aus der Eineindeutigkeit sowie der Annahme, f wédre nicht mono-
ton, folgt (nach Definition der Monotonie): Es miifte reelle
Zahlen a,b,c,d mit a < b und ¢ < d geben, fir die

entweder f(a) < f(b) , f(c) > £(d)

oder f(a) > £(b) , f{c) < f(d)
wire. Durch eventuelle Vertauschung von a,b mit c¢,d widre a 8 c
erreichbar. In den dann verbleibenden Fdllen a < b S c < d ;
aSc<bsd, asc<d<b kénnte man durch weitere Diskus-

sion von f(b) $ £(c) bzw. von f(a) § f(c) , £f(b) 5 £(d) stets

unter den Zahlen a,b,c,d drei oben verlangte r,s,t finden.



aus X < fix)

der Reihe nach f(x) > f(f(x)) ,
F(E(x)) < £(£(f(x))) = x ,
x = £(f(f(x))) > fx)

und damit ein Widerspruch. Ebenso (mit vertauschten > , < )
widerlegt man x > f(x) .

IV. Fiir alle reellen x gilt f(x) = x .

Beweis: Angenommen, es gibe ein x mit x < f(x) oder x > f(x) .
Wegen des in III. gezeigten streng monotonen Steigens folgte
aus b'e < f{x)

der Reihe nach fi{x) < Ff(x})) ,
F(f(x)) < £(f(f(x))) = x

und damit ein Widerspruch. Ebenso widerlegt man x > f(x) .

Damit ist der verlangte Beweis gefihrt.

Vorschlidge zur Punktverteilung
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Bedingungen (z.B. (2) fiir Seitenzahlen x,y,z oder (fiir Dif-
ferenzen p,q:) 05q<x31993/3, 2p=1993-3x-qR0 ) ...cvvvverre... 2
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