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32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklassen 11-13, 1.Tag

Hinweis:Der Ldsungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll
deutlich erkennbar in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen
dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine So zu verwendende Aussage aus dem
Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genlgt
es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

1/
321231 Sr
Man untersuche, ob es eine positive ganze Zahl n gibt, fur die

die Zahl Yn + yYn+4 rational ist.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet
werden, daB fir jede natiirliche Zahl k, die keine Quadratzahl ist,

die Zahl Yk nicht rational ist.

321232
Man beweise: Zu jeder Primzahl p gibt es eine reelle Zahl ¢, mit
der die Zahlenfolge (ak)k=L2'3'”' , die durch
a, = ¢C ,
=a?’+ (k = 1,2,3 )
a1 T By ¢ I Ak

definiert wird, periodisch ist und die Zahl p als kleinste Perio-

denlange hat.

Hinweis: Eine Zahlenfolge (ak)k_lz 3 heift genau dann
periodisch, wenn es eine positive ganze Zahl n gibt, mit der fur
alle k = 1,2,3,... die Gleichung a, = a .. gilt. Ist das der Fall,

so heiBt jede positive ganze Zahl n, mit der das zutrifft, eine

Periodenlédnge der Zahlenfolge (ak)k=12 3 .

Von den nachstehenden Aufgaben 321233A und 321233B ist genau eine
auszuwédhlen und zu ldsen:

321233 A L/
Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reel-
len Zahlen x mit x # 0 und x # 1 definiert sind sowie fiir alle
reellen Zahlen x mit x # 0 , xz_— x -1 #0 und x2 + x -1#0
die folgende Gleichung (1) erfilillen:
2 s x -1 2 x -1 1
2-f | —F——| - 3¢ S e B 5'(x - ;) . (1)
x - x -1 x + x -1

o
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21233 B
Uir jede natiirliche Zahl n & 2 ermittle man alle diejenigen
-Tupel (xi,xz,...,xn) positiver ganzer Zahlen Xy o0 X, ey X

ie das folgende Gleichungssystem erfiillen:

X, x, = 3-(x, +x,),
X, X, = 30 x, + Xa) ,
......................... )
X gt X, o= 3(x, .+ ox)
X, tox, = 3 ( X, xl) .
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32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklassen 11-13, 2.Tag

321234

Von einer ungeraden natirlichen Zahl n und von n Zahlen
a, , a8, y,..., a werde vorausgesetzt, daB jede der Zahlen
1, 2 ,..., n genau einmal unter den a, 5 8, ...y A vorkommt .

Man beweise, daf unter dieser Voraussetzung das Produkt

(a, - 1):(a, - 2)=-+(a - )

1 2

stets eine gerade Zahl sein muf.

321235 /
Man beweise, dafl es zu jeder positiven ganzen Zahl n eine reelle

Zahl c gibt, so daf3 fur alle reellen Zahlen a > 0 die Ungleichung
a + a2+ a3+ ERIEE azn s c'(l + azn*i

gilt. Man beweise auch, daB es zu Jjedem n unter allen solchen
Zahlen c¢ eine kleinste gibt, und ermittle jeweils zu n dieses

kleinste c.

321236
Es seien k1 . kz und k3 drei konzentrische Kreise mit den Radien
r. =5, r_ = 3+Y/2 bzw. r. =1 . Man ermittle den groptmogli-

1 2 3
chen Wert fir den Flacheninhalt eines Dreiecks ABC mit der Eigen-

schaft, dafB A auf k1 , B auf k2 und C auf k3 liegt.

Hinweis: Als bekannter Sachverhalt kann die Aussage verwendet
werden, daf unter allen Dreiecken mit der genannten Eigenschaft

ein Dreieck mit groBtmoglichem Flacheninhalt existiert.
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Losungen
Olympiadeklassen 11-13, 1.Tag

321231 Losung: 6 Punkte
Angenommen, es giabe eine positive ganze Zahl n, fir die Yn + Yn+d

rational ware. Dann wdre auch die Zahl
[/; + Vn+4)2 = 2n + 4 + 2/n(n+d)

und folglich auch die Zahl +¢n(n+4) rational. Nun gilt wegen

n& 1l aber 2 S 2n, also n2 + 2n + 2 S n2 + 4n
und somit (n+1)2 =n® +2n+ 1 <n°+ 4n < n? 4 4n + 4

= (n+2)z ;
d.h., die Zahl n(n+4) = n2 + 4n liegt zwischen den Quadraten

zweier aufeinanderfolgender natlirlicher Zahlen und ist daher
selbst keine Quadratzahl. Also ist nach dem im Hinweis genannten
Sachverhalt /;T;:ZT nicht rational. Damit wurde ein Widerspruch
erhalten.

Somit war die eingangs gemachte Annahme falsch; d.h.: Es gibt

keine positive ganze Zahl n, fiur die Yn + Yn+4 rational ist.

321232 LOsung: 8 Punkte
I. Wenn fiir eine reelle Zahl c die durch
a, = ¢, (1)
2
a,,, =8 *+c¢ (k = 1,2,3,... ) (2)
definierte Zahlenfolge periodisch ist, so gilt flir jede
Periodenlinge n dieser Zahlenfolge die Gleichung a = 0
Beweis: Wendet man die vorausgesetzte Gleichung a, = a . mit
k = 1 an, so folgt ¢ = a, = a = a 2 + ¢ und daraus a = 0
1 n+1 n n

II. Wenn fiir eine reelle Zahl ¢ in der durch (1),(2) definierten
Zahlenfolge mit einer positiven ganzen Zahl n die Gleichung
a = 0 gilt, so ist die Zahlenfolge periodisch und hat n als
eine Periodenlénge.
Beweis durch vollstandige Induktion1): Nach (2) und (1) folgt

aus a_ = 0 zunachst a . ., =c=a , also die behauptete Glei-

chung a, = a. . fir k = 1; und wenn diese Gleichung fiir ein
. 2 2

k & 1 gilt, so folgt nach §2) auch a,,, =& +tc=a.  +cC

=8, i d.h. die Behauptung fir k+1 statt k.

B Statt vollstédndiger Induktion sind hier und im folgenden auch

Formulierungen wie z.B. in IV. ,der Reihe nach ..." akzeptabel.

-16 -
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I1I.Es gibt fir jedes k= 2,3,... ein Polynom fk(x), das die Zahl 1

Iv.

als absolutes Glied hat, von ungeradem Grad ist und fir jedes

reelle c¢ die Gleichung c'fk(c) = a, erfillt, wo (ak)k=1’2'A“

die (mit diesem c) durch (1),(2) definierte Zahlenfolge ist.
Beweis durch vollstidndige Induktion: Fir k = 2 hat das Poly-

nom fz(x) = x+1 wegen a, = c(c+1l) die genannten Eigenschaften;

und wenn fiir ein Polynom fk(x) mit k & 2 diese Eigenschaften
als Induktionsannahme vorausgesetzt werden, so liegen sie auch

fir das Polynom fk’ (x) = x'(fk(x))2 + 1 vor; denn nach dieser

1

Definition hat es (mit g als Grad von fk(x) ) den Grad 1+2g,

das absolute Glied 1 und erfiillt nach Induktionsannahme sowie

wegen (2) auch

c-fk‘i(c) = C'(C'(fk(c))z + 1)

(c'fk(c))2 + c

= a, c = a,., -

Es sei nun p eine beliebige Primzahl. Das Polynom fp(x) ist

von ungeradem Grad und hat daher eine reelle Nullstelle.
Wahlt man eine solche als c, so gilt nach III. die Gleichung
a = c-fp(c) = 0; aus ihr folgt nach II., daB die Folge (aJ

periodisch ist und p als eine Periodenlédnge hat.
Weiter sei q die kleinste Periodenlédnge der Folge (ak) und

m diejenige ganze Zahl, fiir die m'q S p < (m+l)-q gilt. Mit q
ist auch m'q eine Periodenlange der Folge; nach I. gilt daher
a, = 0. Ware mq < p, so folgte mit (2),(1),(2) der Reihe nach
(in p-mg Schritten)

Bhger - C By B, T 8, e L

also ap_mq= ap= 0, und p-mg ware nach II. ebenfalls eine Peri-
odenléange der Folge; dies widerspricht wegen p-mg < (m+1)+-g-mgqg
= q der Minimalitdt von q. Somit muB mq = p sein. Da p Prim-
zahl ist, folgt entweder g=1 oder g=p. Der Fall g=1 scheidet
aus, da er nach I. auf a, = 0, also c=0 fihrt, im Widerspruch
dazu, daB nach III. die Zahl 0 wegen des absoluten Gliedes

1 = fp(O) nicht Nullstelle des Polynoms fp(x) sein kann.

Damit ist p als die kleinste Periodenldnge der Folge (ak)

nachgewiesen.

-17 -
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321233 A Losung: 6 Punkte
I.Wenn eine Funktion f die Forderungen der Aufgabe erfiillt, so

folgt: Fir alle reellen x mit
x#0, x-x-1#20, x +x-1%0 (2)
bleibt (2) und daher auch (1) mit -x statt x giltig, also gilt
fiir alle diese x aufer (1) auch
2 o x -1 24 x -1 1
2-f|2—% R =—5'(x-;) (3)
X +x -1 x - x -1
und, wie sich nach Multiplikation von (1) bzw.(3) mit 2 bzw. 3,

Addition und anschlieflender Division durch -5 ergibt,
2
f[u._:__l.] =x_l_ (4)
2 X
x - x -1

Zu jeder reellen Zahl z mit z # 0 , z # 1
existieren reelle Zahlen x mit (2), fir die

Nun wird gezeigt:

2
(%) Xx + x -1 -2 (5)
2
x - x -1
gilt.

Man betrachte etwa die aus (5) durch Multiplikation mit xz-x-],
Umordnung und Division durch z-1 entstehende Gleichung

2 z+1,

-&x -1 =0, (6)

2
Sie hat wegen Az+1) + 1 > 0 reelle Losungen x. Ware fir eine

4+ (z-1)°
dieser Ldsungen x = 0, so folgte aus (6) der Widerspruch 1 = 0;
ware x2 - x -1 =0 oder x2 + x - 1 = 0, so fiihrte Subtraktion

von (6) auf x=0 bzw. 2zx=0, im Widerspruch zu x # 0 und z # 0.
Insbesondere folgt nun wegen x2 - x -1#0 aus (6) auch wie-
der (5), und (*) ist gezeigt.

Fiir die in (*) genannten z, x gilt ferner
z + 1 = —"*—"2" z -1 = —-

x2 -x -1 x - x -1

z + 1 _ _ _ 1
81$° z - 1~ x =X x (7)

Wegen (*) und (7) ergibt sich nunmehr aus der eingangs erhalte-
nen Feststellung, daf (4) fur alle x mit (2) gilt: f kann nur
diejenige Funktion sein, die flir alle reellen Zahlen 2z mit

z #0 , z # 1 durch 2 1
f(z) = pa— (8)

definiert ist.

-18 -



L 12;1 S.4

IT.Diese Funktion erfiillt fir alle z mit 2z#0, z#1 die Gleichung

1
1 z+1 z z+1
2-f(z) - 3-f(z) ala Sl e e - - 5-22 . (9)
z
2 + 1
Fir alle x mit (2) existiert ferner z = 53———5—:—— und erfillt

x - x -1
z #0 , z # 1 sowie (7). Daher besagt (9): Die durch (8) defi-

nierte Funktion f erfiillt (1) fir alle x mit (2).

Mit I. und II. ist gezeigt: Die Forderungen der Aufgabe werden ge-
nau von derjenigen Funktion erfiillt, die fiir alle reellen x mit

x #0 , x # 1 durch f(x) = E—;—l

1 definiert ist.

Bemerkungen: Ein Losungsweg kann (bevor aus (1) SchluBfolgerungen

gezogen werden) sogleich mit der Transformation (5) beginnen. Der

Ubergang von x zu -x entspricht dann dem tUbergang von z zu % ; an-—
stelle von (1),(3) hat man (nachdem man (7) aus (5) hergeleitet
hat) das Gleichungssystem 2f(z)-3f %):5-%;%, Zf(% -3f(z)= - 5-%%%.

Der Nachweis fur (*), daB in (5) jedes x mit (2) durch ein z mit
z#0, 2z#1 erhalten wird, 1ist zum Eindeutigkeitsnachweis I. der
Funktion f erforderlich; der umgekehrte (aus (5) weniger schwierig
ersichtliche) Nachweis wird fiir II. bendtigt - natiirlich wird fiir
solche Nachweise das formale Einfiihren eines neuen Buchstabens z
nicht verlangt.

Mehr heuristischen Zugang, allerdings auch mehr Rechenaufwand, hat

man beim Nachweis zu (*) und bei der Gewinnung von (7) aus (5),

wenn man die bendtigten Aussagen (x#0 usw.) durch Schliisse aus der
z+1 / z+1 2

expliziten Losungsgestalt x = ET;:TT - ET;?TT + 1 bzw. nach
deren Einsetzen in x2+x—l, x2+x—1 und x - 1/x herleitet.
321233 B Ldsung: 6 _Punkte
Fihrt man die Bezeichnung X .1 T X, (1)
ein, so kann das Gleichungssystem auch geschrieben werden als

X, X, ., = 3'(xk + xk§l) (k = 1,...,n) . (2)
I. Wenn ein n-Tupel (xl,...,xn) positiver ganzer X, (k =1,...,n)

das Gleichungssystem erfiillt, so folgt:

Subtraktion ergibt zunédchst die Gleichungen

-19 -



L 1251 S.5

II.

2 0 Uxy - x3) = 3 Xg T oXg)
X4 ( x, - x4) = 3+ X, - x4) ,
e s s s e e e ey
xn-‘l' (xn-2 xn = 3.(x 2- xn) ’
x, o o(x g7 oxy) = 3 (x, - ox))
X, 0 ( X - xz) = 3 X.o- xz) ,
mit der zusdtzlich eingefihrten Bezeichnung X2 = %, auch als
xk'(xk_1 - xk+1) S 3-(xk_1 - xk+1) (k = 2,...,n+1) (3)
geschrieben. Weiter folgt: Es sind alle
X, # 3 (k = 1,...,n) ; (4)
denn wdre ein X, = 3, so folgte aus (2) nach Division durch 3
der Widerspruch Xppq T 3 + Xiq - Wegen (3) und (4) gilt
Xpeg T X (k = 2,...,n+1) ,
d.h. X, T Xy T X, = v = A, X, =X, = X, = o= b (5)

mit positiven ganzen Zahlen a, b, fir die folglich, wenn man
etwa a = 3+p, b = 3+q setzt,

p&-2, q&&-2 (6)
und nach (2)

(34p)-(3+q) = 3-(3+p + 3+q) ,

also
p'q = 9 (7)
gilt. Die einzigen ganzzahligen Lésungen von (6),(7) sind
(pja) = (15;9) , (p5q) = (353) , (ps;q) = (951) ;
damit verbleiben fur a und b nur die Mdglichkeiten
(a;b) = (4512) , (8)
(aj;b) = (6;6) (9)
(a;b) = (12;4) . (10)
Ist n ungerade, also n+l gerade, so folgt aus (5) und (1), daB
b=x, =" ""=x.,=% =2

gilt und daher (8) und (10) ausscheiden.

Unter allen n-Tupeln positiver ganzer Zahlen kann somit fir un-
gerades n héchstens das n-Tupel

(x1,x2,...,xn) = (6,6,...,6) (11)

das Gleichungssystem (2) erfiillen; fir gerades n kommen aufler-
dem hdéchstens noch die n-Tupel

2"."xn-1,xn) = (4|12)-'14)12) ] (12)
...,xn_I,xn) = (12,4,..,12,4) (13)

(x,,x
(x1’xz'
hinzu.

Wie aus 6°6 = 3+*(6+6) bzw. 412 = 3°(4+412) bzw. 124 = 3-(12+4)
ersichtlich ist, erfiillen diese n-Tupel das System (2).

Daher geniigen genau die bei (11)-(13) genannten n-Tupel den Bedin-
gungen der Aufgabe.

-20 -
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Losungen
Olympiadeklassen 11-13, 2.Tag

321234 Losung: 6 Punkte
Nach Voraussetzung gilt n = 2m + 1 mit einer natiirlichen Zahl m.
Da insgesamt unter den Zahlen 1 , 2 ,..., n , also (was dasselbe
ist) insgesamt unter den Zahlen a, , &, ..., a nur m Zahlen,
namlich nur 2 , 4 ,..., 2m, gerade sind, muf sich bereits unter
den n - m = m + 1 Zahlen 8, 5y 85 4., A (mit wungeradem Index)

mindestens eine ungerade Zahl befinden. Also muf bereits minde-
stens einer der Faktoren (a1 - 1), (a3 - 3) 5, e, (an - n)
eine gerade Zahl sein. Daraus folgt, daB das gesamte Produkt

(31 - 1) (a, - 2) (o - a) gerade sein muB.

321235 Losung: 7 _Punkte

I. Behauptung: Fiur alle reellen Zahlen a > 0 und alle n = 1,2,...
gilt die Ungleichung

a + a2+ as+ AR azn s n'(l + a2n+1) . (1)

Zum Beweis kann man zundchst die folgende Hilfsaussage zeigen:
Fir alle reellen a > 0 und alle n = 0,1,2,... gilt

1_(n+1)a2n¢1_82n+2+(n+1)aZn+3 20 . (2)

Beweis der Hilfsaussage durch vollstandige Induktion:

1. Es gilt 1-a-a2+a3 = (l—a)(l-az) = (1—a)2~(l+a) 20 ,
d.h. die Behauptung (2) mit n = 0.

2. Wenn (2) mit einem n & 0 gilt, so folgt wegen

1_82_62n+3+a2n+5 - (1—&2)(1 _ 82n+3)
2 2n+2
daB auch = (l-a) - (l+a)(l+a+ - +a ) &0,
1_(n+2)a2n43_a2n44+(n+2)aZnﬁ5
- a2.(1_“'”_1)a2n+1_a2n+2+(n_'.l)aanrEl)

2 2n+3 2n+5
+ 1-a"-a ta P

0,
d.h. (2) mit n+l statt n gilt.
Nun wird (1) durch vollstadndige Induktion bewiesen:

1. Die schon gezeigte Ungleichung 1-a-a2+a3 2 0
ergibt auch (1) mit n = 1.

2. Wenn (1) mit einem n & 1 gilt, so folgt hieraus, d.h. aus

2 3 2n 2n+1
n-a-a -a -°*'*-a +na 2 0 ,
durch Addition der Hilfsaussage (2), daB
) 3
n+1—a—az-aa—- . _aZn_aZn-f‘l _62n¢2+(n+1 )aZn+ 20

gilt; damit folgt Ungleichung (1) mit n+l statt n, néamlich

2 3 2n 2n+1 2n+2 2n+3
ata +a +:--+a  +a +a - S (n+l)-|(1 + a .

- 36 -
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I1I.Behauptung: Fiir jede reelle Zahl ¢ < n gibt es eine reelle Zahl
a > 0, fur die
a + az+ a3+-~-+ azn > c-(l + azn*i) (3)

gilt. Beweis: Aus c < n folgt 2n > c*2 ; damit erweist sich
a = 1 als eine Zahl, fiir die (3) gilt.

Mit I. ist der geforderte Existenznachweis fiir eine reelle Zahl c
der genannten Art erbracht; weiter ist mit I. und II. dann c = n
als die kleinste solche Zahl nachgewiesen.

321236 Losung: 7 Punkte
Der gemeinsame Mittelpunkt der Kreise k1 , k2 : k3 sei M, fir je-
des Dreieck ABC mit

A auf k1 , B auf k, , C auf k3 (*)

seien AD, BE, CF die auf BC, CA bzw. AB senkrechten Hdhen.

I. Liegt M nicht auf der Strecke CF, so gibt es auf k3 einen
Punkt C’, fir den ABC’ groBerem Flacheninhalt als ABC hat.
Beweis: Die Parallele durch M zur Geraden g durch A,B schneide
die Gerade h durch C,F in Q; die Parallele m durch M zu h
schneide g in P. Unter den Schnittpunkten von m mit k3 kann
man C’ so wahlen, da M der Strecke C’P angehdrt; damit wird
C'P = C'M+MP = L MP = CM+QF. Falls nun M nicht auf h liegt,
ist CQM ein (eventuell mit C=Q entartetes) bei Q rechtwinkli-
ges Dreieck, und es folgt CM > 56, also C’P > CQ+QF 2 CF.
Liegt aber M auf h, d.h., ist M=Q, so folgt wegen der Lage von
M auflerhalb CF, daB CM+MF > CF und damit ebenfalls C’P > CF
gilt. Also hat ABC’ gréBere auf AB senkrechte Hohe und folg-
lich groBeren Flacheninhalt als ABC.

Entsprechend kann man schliefen, wenn M nicht auf AC oder
nicht auf BE liegt. Also gilt: Wenn nicht alle drei Héhen AD,
BE, CF durch M gehen, d.h., wenn M nicht im Innern des Drei-
ecks ABC liegt und zugleich sein Hdhenschnittpunkt ist, so
gibt es ein Dreieck, dessen Ecken die zu (*) entsprechende Be-
dingung erfiillen und das groferen Flacheninhalt als ABC hat.

. . . . . 1
TI. Nach dem im Hinweis genannten Sachverhalt existiert ) unter
allen Dreiecken mit (*) eines mit groBtméglichem Flachen-

1)Diese Existenzaussage kann z.B. durch Anwendung des Satzes von
Weierstrafl? oder auch durch Konvergenzbetrachtungen zur suk-
zessiven (namlich wechselweise mit den kj durchgefiihrten) Anwen-
dung von I. bewiesen werden; ohne solche =zusdtzlichen Argumente
folgt a 1l 1 e i n aus der Angabe 1. einer VergréBerungsmég-
lichkeit des Flacheninhalts fiir Dreiecke o h n e die Eigen-
schaft, M im Innern als Hohenschnittpunkt zu enthalten, noch
nicht die Maximalitdt b e i Vo r 1 i e g en dieser Eigen-
schaft. - Wegen der Vorgabe der Existenzaussage werden jedoch
Ausfiihrungen hierzu nicht vom Schiiler verlangt.

N7
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inhalt. Wegen I. folgt daher: Wenn der Flicheninhalt eines
Dreiecks mit (*), in dessen Innerem der Punkt M =zugleich der
Héhenschnittpunkt des Dreiecks ist, durch diese Voraussetzun-
gen eindeutig bestimmt ist, so ist er der gesuchte grdftmdg-
liche Fladcheninhalt.

Wenn nun ein Dreieck ABC diese Voraussetzungen erfullt (Abb.
L 321236), so folgt: Die auf BC, CA bzw. AB senkrechten H&hen

AD, BE bzw. CF schneiden sich in M, und es gilt MA = 5,
MB = 3'/5, MC = 1. Mit MF = x gilt nach dem Satz des Pythago-

ras AF =y 25 - x° und BF =+ 18 - x> . Mit 3 BAC = «

gilt ferner & FMB = 4 CME = 90°- % ACF = a ; damit ergibt
sich A AFC ~ A MFB , also

(1 + x) : /[25 - x% = //18 - x%:x s
xZ (1 + x)% = (25 - x2)-(18 - x%) ,

=]

x' + 2x® + x% = 450 - 43x° + x'
x> + 22x% - 225 = 0 ,
(x - 3)-(x% + 25x + 75) = 0

Wegen x > 0, also x2 + 25x + 75 > 0 folgt x = 3 und damit wei-

ter AB = //25 - x2 4 //18 - x% =7 , CF = 1 + x = 4

Also ist durch die genannten Voraussetzungen eindeutig der
Flacheninhalt des Dreiecks ABC bestimmt und somit der gesuchte

groBtmogliche Fldcheninhalt; er betragt % AB-CF = 14

Abb.L 321236
- 38R -



L 12;1
Punktverteilungsvorschlage
321231

Zuriickfithrung auf eine (zum weiteren Beweis verwendbare)

Aussage (z.B. n2+ 4n ist nicht Quadratzahl) ........c000000..

AbschlieBender Beweis (durch Nachweis einer solchen Aussage) ..

321232

(Nutzbare) Charakterisierung der Periodenléngen, z.B.
(I.,II.) Aquivalenz zur Bedingung a = O ¢vevensocnccnsnonssss
Erreichbarkeit von ap = 0, z.B. wegen der Existenz der Null-

stelle eines (zuvor aus der Rekursionsformel gewonnenen)

Polynoms (III., erster Absatz in IV.) ...t ivivnvrinnnnnnncnon

Nachweis der Minimalitat von p als Periodenl&@nge .......evo000.

321233 A

Herleitung einer Relation der Gestalt f(z) = u, z.B. (4) ......

Nachweis, daB fir alle z #0, #1 auf (8) geschlossen
werden kann, z.B. unter Nachweis von (¥) ....vetirioenonnnees
Probe (II.) (Falls - statt gesonderter Probe - Aquivalenz-

nachweis, Punktanteil entsprechend vergeben) ......c.veeo00e.

321233 B

Zurickfithrung auf einfachere Aussagen, z.B.

(5) mit a*b = 3 (@ 4+ b) vttt ittt ittt ettt et e
Herleitung von (11) bzw. von (11)-(13)

fiir ungerades n bzw. gerades N .. ... v ittt ittt neenooenons
Probe (II.) (Falls - statt gesonderter Probe - Aquivalenz-

nachweis, Punktanteil entsprechend vergeben) ........co0u0ue0

~ 21—



L 12;11I

Punktverteilungsvorschlige

321234
Nutzung des Vorliegens einer Permutation sowie

der Eigenschaft von n, ungerade zu sein ...........oovuvuo....
AbschlieBender Nachweis der Existenz

eines geradzahligen Faktors .............0uu... Wes s s s oo

321235
I.Nachweis der Ungleichung mit ¢ = n:
Anfangsschritt einer vollstdndigen Induktion
(oder Teilaussage entsprechenden Bedeutungs-Anteils) ......
Weitere (als wesentlicher Beweisschritt nutzbare)
Aussage (z.B. Hilfsaussage (2) und ihr Nachweis) ..........
Abschliefende Durchfiihrung des Nachweises (z.B. durch
vollstandige Induktion unter Nutzung der Hilfsaussage) ....
II.Nachweis, daB mit keinem ¢ « n

die Ungleichung fir alle a gilt ..... 3 e e i5isss o n s ws A . S

321236
SchluB aus der Maximalitdt des Fl&acheninhalts
auf die Lage von M auf je einer Hdhe des Dreiecks,
sinngemédfl mit Berlicksichtigung von:
Widerlegung der Lage von M auferhalb der
Trédgergeraden der HBhe ...t i,
Widerlegung der Lage von M auf der Trager-
geraden der Hohe, aber auferhalb des Dreiecks ....... A

Ermittlung des Flacheninhaltes aus den

(als Hohenabschnitten auftretenden) Radien 5, 3/5, T .
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