¢ H 6 Punkte
Die Frage ist zu bejahen., Zum Beweis genligt die Angabe eines Krei-
ses als Beispiel und der Nachweis, daf fiir keinen Punkt dieses
Kreises beide Koordinaten rational sind. Ein solches Beispiel ist

etwa der Kreis um den Koordinatenursprung mit dem Radius r = 1/3 %
Hiétte namlich ein Punkt dieses Kreises rationale Zahlen x und y

als Koordinaten, so widre auch die Zahl x2 + yz rational, was wegen
der (als bekannter Sachverhalt (Kreisgleichung) herangezogenen

oder mit dem Satz des Pythagoras begrﬁndeten) Gleichung x2 + y2

= r2 auf den Widerspruch fithrt, daB die Zahl r2 = Y3 rational sein

mifte.
H 1 Punkte
a) In der genannten Darstellung erhédlt die hdchste (mit von Null
verschiedenem Koeffizienten auftretende) Potenz xzn den Koeffi-

zienten 1, ebenso die niedrigste Potensz x° ( 1), Also sind
mindestens zwei Koeffizienten ungerade.
Bildet man ferner {(durch Einsetzen von x = 1) die Zahl Pn(l) ;

so ist dies einerseits die Summe aller Koeffizienten; anderer-
seits ist pn(I) = 3" eine ungerade Zahl. Also muf mindestens
ein weiterer Koeffizient ungeréde sein; denn g#be es in pn(x)

genau zwei ungerade Koeffizienten, so wdre die Summe aller Ko-
effizienten gerade.
b) Man kann zundchst folgende Hilfsaussage zeigen: In p_ (x) sind

genau so viele Koeffizienten ungerade wie in P (x) = (p {x))
Beweis: Aus (der bereits geordneten Darstellung von) P, (x) ent—

steht beim Quadrieren eine Summe, die erstens zu jedem Glied
aus pn(x) das Quadrat dieses Gliedes und zweitens zu je zwei

Gliedern aus pn(x) deren doppeltes Produkt enthdlt. Wenn man
dann ordnet und zusammenfaBt, so ergibt sich: Zu jeder Potenz
x‘, die in pn(x) einen ungeradem Koeffizienten ¢ hatte, hat in
pZH(x) die Potenz xz‘ ebenfalls einen ungeraden Koeffizienten.

Dieser entsteht ndmlich, indem man die ungerade Zahl c? bildet
und (aufer fiir i=n und i=0) die doppelten Produkte weiterer Ko-

effizienten aus pn(x) addiert. Jede andere Potenz x! in Pzn(X)

aber hat einen geraden Koeffizienten; denn er entsteht eben-
falls als Summe derartiger doppelter Produkte, 2zu denen, wenn

J 8 21 ist und x1 in pn(x) einen geraden Koeffizienten c hatte,

die gerade Zahl cz zu addieren ist.
Da pl(x) genau drei ungerade Koeffizienten hat, folgt aus der

Hilfsaussage: Flir die unendlich vielen Werte n = 1, 2, 4, 8,...
hat pn(x) genau drei ungerade Koeffizienten.



321043A Losung: 7 _Punkte
Abb.L 321043A zeigt eine Zeichnung der verlangten Art.

Abb. L 321043A

Hinweis: Zur Einschdtzung vorgelegter Zeichnungen sind diese auf
Erfiillung der Bedingungen (1),(2) zu priifen. Dabei geniigt zu (1)
oft der unmittelbare Augenschein; Jjedoch kann auch wegen eines
wknappen Vorbeigehens" (wie PP, &b P3 in Abb.,L 321043A) groBere

Genauigkeit erforderlich werden. Zu (2.1),‘f2.2) sind Bedingun-
gen der Gleichorientiertheit und Ubereinstimmungen wie (in Abb.

L 321043A) .l oW 2, 4 s PPP 2 4PPP, , PR, & PPy veaey
P4P5 = B P bzw. P192 = PGPs Y A P*Pzps = 8 PPP, , PZP3 B EgP, 1

iPpPQ=3PPQ, P,Q = PQund & P.QP, = 180° zu priifen.

Erfolgt eine Konstruktionsbeschreibung, in der auch (beliebig oder
bedingt) widhlbare Elemente auftreten, so ist zu priifen, ob die Be-
dingungen (1),{2) bei Jjeder (nach Beschreibung zul#dssigen) Wahl
erfiillt werden.

Ssung: I _Punkte
I. Wenn fiir ganze Zahlen a, b die Bedingung der Aufgabenstellung
durch ein Polynom h{(x) erfiillt wird, so hati) dieses Polynom
mit zwei Zahlen p, q die Gestalt h(x) x%+ Px &8 und es
gilt (x2+ ax + b)-(x2+ pPx + q) x‘+ 2ax3+ 2x2+ xo~ 2 ,
x'+ (a+p)x3+ (ap+b+q)x2+ {ag+bp)x + bg = x*+ 2ax®+ 2x% x - 2
fiir jede Zahl x mit g(x) # 0. Nach dem (als bekannter Sachver-
halt verwendeten oder z.B. durch Einsetzen geniigend vieler

x-Werte zu beweisenden) Satz iliber den Koeffizientenvergleich
folgen die Gleichungen

"

H

b Diese Teilaussage kann, ebenso wie im weiteren Beweisverlauf

fiir die Gleichungen (1)-(4) bemerkt, auf den Satz vom Koeffizi-
entenvergleich zuriickgefitihrt werden. In Schiilerldsungen kann
eine Darstellung akzeptiert werden, die - wie oben - auf Aus-
fihrungen hierzu verzichtet.



a + p = 2a , (1)
ap + b + @ = 2, (2)
aq + bp = 1 , (3)
bg = - 2 . (4)
Aus (1) folgt p = a , aus (2) bzw. (3) dann
b+ q =2 - az. (5)
bzw. 8'(<1*b) = 1,
was wegen (5) in a*(2 - az) =1 (6)
iibergeht. Da a und folglich auch 2 - az ganze Zahlen sind, muB
a einer der Teiler 1, -1 von 1 sein. Wdre a = -1, so ergabe
(6) den Widerspruch (-1)-(2 - 1) = 1; also verbleibt nur
a=1. (7)
Damit bilden (5) und (4) das Gleichungssystem
b+g=1, bg=-2,

das (Z.B. iiber b(1 - b) = -2, b°- b ~-2=0, b = % + % + 2 )

auf die beiden Mdglichkeiten fiihrt, daB
b =2 oder b= -1 (8)

ist. Also konnen ganze Zahlen a,b, mit denen die Bedingungen
der Aufgabe erfiillt werden, nur die in (7),(8) genannten sein.

II.In der Tat bestédtigt man vermittels
2 3
(x"+ x + 2)'(x2+ x - 1) = x'+ 2x’+ 2x%+ x - 2 ;

daB beide Mdglichkeiten (a;b) = (1;2}), (1;-1) zu der geforder-
ten Teilbarkeit filihren.

Also sind genau diese a,b die gesuchten.

Ein anderer Losungsweg ergibt sich, indem man mit dem {(als bekann-
ten Sachverhalt herangezogenen) Divisionsalgorithmus

(x*+ 2ax’® + 2x? +x =-2): (x> + ax + b)
g axz ! bx:) Quotient: x% + ax + 2-a°-b
ax~ + (2-b)x + X
~(ax’ + a’x’ + abx)
(2-a%-b)x? + (l-ab)x - 2
-((2-a%-b)x> + (2a-a°-ab)x _+ 2b-a’b-b>)
Rest: (1-2a+a’)x - (2+2b-a’b-b’)

die geforderte Teilbarkeit als dquivalent zu dem Gleichungssystem
3

a~ - 2a+ 1 =0, (9)

b% + (a%-2)b -2 = 0 (10)

nachweist. Da (a3 -~ 2a + 1):(a - 1) = a’ + a -1 gilt und die
Gleichung aa +a-1=0 nur die nicht ganzzahligen L&sungen

a = %(»1 £ /5) hat, verbleibt fiir (9) nur a = 1 und fir (10) damit
nur (8).



321041
Beschreibung eines Kreises ...ccovirrrrnsinroriavrnnnrarensos 2

Nachweis, daf fiir keinen seiner Punkte beide Koordinaten
rational sind:
Nutzung von Kreiseigenschaften (z.B. Kreisgleichung

oder Satz des Pythagoras) ....sscesstirrrresicuonrreesrvcnn 2
AbschlieBender Nachweis (z.B. Zurlckfithrung auf
bekannte IrrationalitBt) ....cevvcecrsvricerrrrrrvaernnssn 2
6
321042
a) Existenz von drei ungeraden Koeffizienten
(z.B.: Hochster und niedrigster Koeff. sievev 1 L
Schluf vermittels Koeff.-summe ..... 2 )
b) Angabe unendlich vieler n (explizit in ersichtlicher
Beschreibung oder z.B. rekursiv gefaBt) .... 1
Nachweis, daB fir diese n genau drei vilnes &
ungerade Koeffizienten auftreten ........... 3
(Diese Lésungsbestandteile brauchen nicht getrennt
und nicht in dieser Reihenfolge aufzutreten.) 7
3210434

Grundsdtzliche Richtigkeit der Zeichnung (d.h.: Nach even-
tueller Anderung gezeichneter Eckpunkte ohne Verlust von
Orientierungs- oder Schnitt(freiheits)eigenschaften ent-
steht ein Vieleck, das alle Forderungen erfiillt) ............ 4
(Vergabe von maximal 2 Teilpunkten kommt in Betracht,
falls aus der Darstellung Teile eines zum Ziel flthren-
den Losungsweges hervorgehen, aber noch stdrkere Ande-
rungen, z.B. Vergréferung der Eckenzahl, ndtig wédren.)

Zeichnerische Qualitdt, insbesondere Zeichengenauigkeit ....... 3
[Wird - anstelle einer (genauen) Zeichnung oder zusédtzlich 7
zu einer solchen - eine Konstruktionsbeschreibung gege-

ben, so ist sie in entsprechenmder Aufteilung zur Punkt-

vergabe mit heranzuziehen, 2z.B. Teilpunkte jeweils fiir:

-~ Prinzipiell erkennbare Konstruktionsinformation

- Ausreichend vollsténdig gegebene Konstruktionsschritte ]

3210438
Herleitung von Bedingungen fir die Koeffizienten eines
gesuchten Polynoms (z.B. (1)-(4) oder N8y, (10} B8 ... chai.. S

Ermittlung der beiden LBSuUngen .....icocirirvceriinrsrnassnnne

Probe (als gesonderter Teil II oder im vorangehenden
Text mit erbracht) ...ttt insresriorr et ritnsos 1

7



321044 Ldsung: P j 6 Punkte
Angenommen, zwei Zahlen 2, 2° (11 8 i < j & 109) wirden in der
Zifferngruppe der letzten drei Ziffern miteinander {ibereinstimmen.

Dann folgt der Reihe nach: 2j - 21 widre ein ganzzahliges Viel-
faches von 1000, 23°1 _ 2" eines von 500, 2372 - 2'"% eines
von 260, 27 - 2'°% cines von 125. Wegen j > i & 11 wéren 2%7°
und 2'7° gerade Zahlen, daher wire 2373 . 2'"? gsogar ein gerad-

zahliges Vielfaches von 125, d.h. ein ganzzahliges Vielfaches von

326G, Alse wire 207°% (0T ain ganzzahliges Vielfaches von 500,
§-1 1-1
2 3

2 eines von 1000, d.h., auch 2'"? und 2'"? wiirden in der
Zifferngruppe der letzten drei Ziffern miteinander (ibereinstimmen.
Diese Beweisfiihrung kann man so oft wiederholen, bis sich ergibt:

2% wiirde mit 2'°*9°' in der Zifferngruppe der letzten drei Zif-

fern tiibereinstimmen. Wegen 10+j-i & 10+109-11 < 109 wédre das ein
Widerspruch gegen die Feststellung (*). Also war die eingangs ge-
machte Annahme falsch; damit ist die Antwort (Nein" auf die Fra-
ge (**) bewiesen.

Hinweis: Von der Ubereinstimmung zweier gerader Zahlen p, q in der
Zifferngruppe der letzten drei Ziffern kann man nicht in jedem
Fall auf diese Ubereinstimmung fir p/2 , q/2 schlieBen. Daher war
in der obigen Beweisfiihrung eine genauere Durchfiihrung unter Nut-
zung spezieller Voraussetzungen (wie oben p, g als Zweierpotenzen
mit Exponenten gréfier als 10) erforderlich.

321045 Losung:

a) Nach einem bekannten Verfahren (Zuriickfithrung auf die Anzahl
der Permutationen von 10 Richtungsangaben, unter denen sich
6 Angaben der einen Richtung und 4 der anderen befinden) gibt

es genau E%Q%T = 210 moglichst kurze Wege von S nach H. Ent-
. kK 1 !
sprechend gibt es genau §T%TT = 4 baw. genau §T§§T = 20 mog-

lichst kurze Wege von S nach E bzw. von E nach H. Folglich fiih-

ren genau 4+20 = 80 der 210 vorgenannten Wege {iber E; d.h. mehr

als ein Drittel dieser Wege. Roberts Aussage trifft also zu.

b) Auf jedem mdglichst kurzen Weg von S
nach H sind 2zu Beginn jedenfalls 4
Entscheidungen (zwischen je 2 zu wah-
lenden Richtungen) zu treffen. Da
jede dieser Entscheidungen unabhéngig
von vorher getroffenen Entscheidungen
so erfolgt, dafl die beiden Richtungen
im Durchschnitt gleich oft vorkommen,
gilt: Es gibt filir den Anfang des We-

q, ﬁ? ges bis nach den ersten 4 Entschei-

v

o5

0]

Ve

dungen genau 24 = 16 Moglichkeiten,

o, die alle im Durchschnitt gleich oft
vorkommen.

Auf keinem dieser mdglichen Anfangs-

stiicke des Weges wird zwischendurch

Abb.L 321045 E erreicht; an ihrem Ende befindet

sich einer der Punkte A,B,C,E,D (s.Abb. L 321045). Von keinem der




Punkte A,B,C,D gelangt man beim Fortsetzen eines moglichst kurzen
Weges nach H noch zum Punkt E. Unter den 16 Wahlmdglichkeiten fir
die genannten Anfangsstilicke sind genau 4 diejenigen, die zu. E fiih-
ren (namlich die, bei denen in genau einer der 4 Entscheidungen
die Richtung parallel zur kiirzeren Rechtecksseite gewdahlt wird).
Wenn der Weg - im vereinbarten Sinn - durch Zufallsentscheidungen
gewdahlt worden wdre, so hdtte er folglich im Durchschnitt nur an
einem Viertel aller Schultage iber E flihren k&nnen. Die Aussage
der Mutter trifft also ebenfalls zu.

Bemerkung: Daf zwischen den beiden Aussagen nur scheinbar ein Wi-
derspruch besteht, kann auch so erklart werden: Die 210 Wege von S
nach H kommen mit unterschiedlich vielen Entscheidungen zustande,
z.B. der Weg Ulber A mit 4 Entscheidungen, der Weg iiber P,Q,R,E,
S, T,U,V mit 8 Entscheidungen. Ein Ldsungsansatz zu b), der auf
dieses Motiv zurilickgreift, miifte die Wege nicht wie in a) gleich-

wertig, sondern unter Berlicksichtigung solcher Entscheidungs-
Anzahlen zugrundelegen.

321046 Ldésung: 7 _Punkte
In einem Dreieck ABC sei Mc die Mitte von AB; die FuBpunkte der

Lote, die von A , Mc y B auf die in C an den Umkreis gelegte

Tangente gefallt werden, seien Ac " Lc s Bc ; der Fufpunkt des
von C auf AB gef&llten Lotes sei Hc (siehe Abb.L 321046), Wie iib~
lich sei BC = a N CA=b, AB = c und CHc = hc gesetzt.

B,

Abb.L 321046



Ist & BAC # 90°, also'' B_# C und H_# A, so gilt @ BBC = 4 CHA

= 90° und nach dem Satz iiber Sehnen-Tangentenwinkel und Periphe-
riewinkel (wobei im Fall 4 BAC > 90° zu den Nebenwinkeln dieser
Winkel iiberzugehen ist) % BCB_ = & CAH_ , also 4 BB C ~ A CH_A und
daher

BB : BC = CH_ : CA ; (1)
c c

ist & BAC = 900, so folgt (1) unmittelbar ausl) Bc= C und ch A

Nach (1) und der Fldacheninhaltsformel F = % c-hc , also hc = gg ;
hat man §§: = hc;& = 25;& ‘ (2)
Entsprechend folgt AAc = hc;b = ziéb . (3)
Da Mch die Mittellinie im Trapez ABBCAc ist, folgt aus (2),(3):

Fiir die L#ngen der Lote, die von den Mittelpunkten der Seiten BC,
CA auf die in A bzw. B an den Umkreis gelegten Tangenten gefallt

werden, erhdlt man entsprechend die Werte
2 2 2 2

bikie oM A
F o und . F ihe ] (5)

damit ergibt sich als Summe der Werte aus (4),(5), wie behauptet,

2 2 2
(ST 6 G N o

iy abc

b4 Nach dem Satz des Thales, dem Satz iiber Tangente und Berih-

rungsradius sowie den Umkehrungen dieser Sétze ist das Vorlie-

gen von & BAC = 90° damit dquivalent, daB die Strecke BC durch
den Mittelpunkt des Umkreises geht, d.h. mit dem Lot BBC von B

auf die in C an den Umkreis gelegte Tangente zusammenfdllt.



311044

Beweis einer wesentlichen Teilaussage ,z.B. Schluf auf die
Vorgénger (beziiglich der Ubereinstimmung 2zweier zu be-
trachtender Zahlen in den letzten drei ZiTEeTRL vas i e e

AbschlieBende Beweisfithrung (Zuriickfiihrung auf £ 0 SRR

3;
a) Ermittlung der Wege-Anzahlen ....c.iuiaiaavennonn 2
Vergleich des Quotienten mit b SR SRR R R |

b) Ermittlung einer geeigneten Gesamtzahl
von Fédllen (z.B. Anzahl der Fédlle der

ersten 4 Entscheidungen) .iceieseescesancees 2
Ermittlung der hiervon zu E filihrenden Falle,  w
Vergleich des Quotienten mit B3 e e &
311046
Vorbereitende Aussage (z.B. (1))} tvivetncnrannonsncnnrones
Ermittlung einer Lot-Ldnge ((4)) ..c.cvvivninnvriienniniae

Ermittlung der SUMME . «.unsierossrvrransstrvvrrrrrsecanss



