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32. Mathematik-Olympiade

3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklasse 8, 1.Tag

Hinweis:Der Lésungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll
deutlich erkennbar in logisch und grammatisch einwandfreien Sédtzen
dargestellt werden. Zur Lbosungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem
Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genligt
es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

320831

Sind a,b,c die Hunderter-, Zehner- bzw. Einerziffer einer drei-
stelligen natiurlichen Zahl, so sei diese Zahl kurz durch abc
bezeichnet. Ebenso sei jeweils eine 2zweistellige Zahl mit
Zehner- bzw. Einerziffer b und ¢ durch bc bezeichnet.

Ermittle alle diejenigen a,b,c, flir die abc eine dreistellige und

bc eine zweistellige Zahl ist, so daf die Gleichung

b
abc = (EE)
gilt!

320832

Um einen Behdlter mit Wasser filillen zu kodnnen, soll eine Anzahl
Réhren angelegt werden. Durch jede Rohre soll das Wasser gleichméa-
Big strémen (d.h. in gleichen Zeiten gleichviel Wasser). In einer
Stunde soll durch jede Roéhre die gleiche Wassermenge zustromen wie
durch jede andere Rohre.

Fiir die Anzahl der Rohren gibt es drei Vorschléage.

Nach dem zweiten Vorschlag, zwei Rohren weniger als beim ersten
Vorschlag zu nehmen, wiirde das Fillen des Behdlters zwei Stunden
langer dauern als beim ersten.

Nach dem dritten Vorschlag, vier Rohren mehr als beim ersten Vor-
schlag zu nehmen, wiirde das Fillen des Behalters zwei Stunden kir-
zer dauern als beim ersten.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der ROohren und die Zeit zum
Fiillen des Behalters beim ersten Vorschlag!

320833
Beweise die beiden folgenden Aussagen (a) und (b) flir jedes spitz-
winklige Dreieck ABC mit einem im Innern des Dreiecks gelegenen

Punkt P ! Dabei seien folgende Bezeichnungen verwendet:
Winkel Grofe Winkel Grofle Winkel GroRe
4 PBA 13 4 PCB € 4 PAC
x4 PCA 5’ 4 PAB e’ 4 PBC @’

(a) Wenn die Gleichungen & = &’ und € = €’ und @ = ¢’ gelten,
dann ist P der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC.

(b) Wenn P der Hdhenschnittpunkt des Dreiecks ABC ist, dann gelten
die Gleichungen & = &’ und € = €' und ¢ = @’
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32. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landes-Olympiade)
Olympiadeklasse 8, 2.Tag

320834

Ein Radfahrer fuhr mit konstanter Geschwindigkeit {iber eine 100 m
lange Briicke. Als er auf dieser Briicke 40 m zuriickgelegt hatte,
traf er einen zweiten Radfahrer, der ihm mit gleicher Geschwindig-
keit entgegenkam. Ein Auto, das auf derselben Strafe mit der Ge-
schwindigkeit 70 %ﬂ fuhr, begegnete dem zweiten Radfahrer in dem
Augenblick, als dieser die Briicke verlief3, und es iiberholte den
ersten Radfahrer genau am anderen Ende der Briicke.

Ermittle aus diesen Angaben die Geschwindigkeit der Radfahrer!

320835

Beweise, daB flir jedes Dreieck ABC die folgende Aussage gilt!
Das Verhaltnis des Flacheninhalts des Dreiecks ABC zum
Flacheninhalt seines Inkreises ist gleich dem Verhaltnis

des Umfangs des Dreiecks ABC zum Umfang seines Inkreises.

Hinweis: Als Inkreis eines Dreiecks bezeichnet man denjenigen

Kreis, der alle drei Seiten dieses Dreiecks von innen beriihrt.

320836
In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage steht eine Ker-
ze, in der rechten stehen drei Kerzen. Die vier Kerzen sind so be-

schaffen, daB jede von ihnen wahrend je einer Minute Brenndauer
die gleiche Masse verliert wie Jjede andere von ihnen. Die linke
Kerze wilirde zum vollstédndigen Herunterbrennen 84 Minuten brauchen,
von den drei rechten Kerzen die erste 70 Minuten, die zweite 63
Minuten, die dritte 35 Minuten.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach

ist die Waage erstmals im Gleichgewicht?
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe
Losungen
Olympiadeklasse 8, 1.Tag

320831 Losung: 7 _Punkte
I. Wenn a,b,c Ziffern der geforderten Art sind, so folgt:
Es kann nicht b = 0 sein, da hierfir bc nicht zweistellig ware.
Es kann nicht b = 1 sein, da hierfir bec b . be ware, also

nicht gleich der dreistelligen Zahl abc sein kdnnte.
Es kann nicht b & 3 sein, da hierfir (EE)” P 303 mindestens
finfstellig ware, also nicht gleich der dreistelligen Zahl abc

sein kdénnte. Also muf}

b = 2
sein und somit abc = (EE)Z gelten. Daher muB c die Einerziffer
der zahl c? sein. Wegen 22 =4, 3% =19, 4% =16, 1° =49,
82 = 64, 92 = 81 kann dies fiir ¢ = 2: 3; 4; 7; 8; 9 nicht zu-
treffen, trifft also hdchstens fir c = 0; 1; 5; 6 zu. Weiter
ist an den Zehnerziffern von 20° = 400, 21° = 441, 26° = 676

ersichtlich: Die Zahl (EE)Z mit b = 2 hat fir ¢ = 0; 1; 6 nicht

die durch abc = (bc)z geforderte Zehnerziffer 2; sie kann dies

(unter den Méglichkeiten ¢ = 0; 1; 5; 6) also nur fir
c =5

haben. Hiermit fiihrt schlieBlich 252 = 625 auf
a = 6

II.Von a = 6, b =2, ¢ =5 wird wegen 625 = 252 die geforderte
Gleichung abc = [EZ)b erfiullt.

Mit I. und II. ist gezeigt: Es sind genau a = 6, b =2, ¢c =5 Zif-

fern der geforderten Art.

320832 Losung: 7 _Punkte
Beim ersten Vorschlag seien n R&hren sowie eine Fiullzeit von
t Stunden vorgesehen. Jede Réhre fiillt dann in jeder Stunde ;%z
des Behidltervolumens.

Die n-2 Rohren des zweiten Vorschlags fiillen also in jeder Stunde

%;% des Behidltervolumens; der Behdlter wird nach diesem Vorschlag
somit in %&% Stunden gefiillt. Da dies 2 Stunden mehr als beim
ersten Vorschlag sind, gilt %&% = t+2
und daher n‘t = n't - 2t + 2n - 4 ,

t = n-2 . (1)

Entsprechend folgt: Nach dem dritten Vorschlag wird der Behdlter
-7-



in E%% Stunden gefiillt, und es gilt
n-t _ __
n+4 t-z .,
n't = n*t + 4t - 2n - 8 ,
=
=3 ¢+ 2 (2)
Aus (1) und (2) folgt n-2 = % 2,
n = 8
und damit nach (1) t =6 .

Also war beim ersten Vorschlag vorgesehen, mit 8 als Anzahl der

Rohren eine Fullzeit von 6 Stunden zu erreichen.

320833 Loésung: 7 _Punkte
Die Verléngerung von AP schneide BC in D, die Verlédngerung von BP

schneide CA in E, die Verlangerung von CP schneide AB in F (siehe

Abb.L 320833).

(a) Aus dem AuBenwinkelsatz, an-
gewandt auf die Dreiecke
BFC und AFC, sowie aus den
vorausgesetzten Gleichungen

D folgt

4 AFC =6 + ¢’ + ¢
8 + ¢ + €’ = & BFC.

Ferner gilt, da a4 AFC, 4 BFC
Nebenwinkel voneinander sind,
B 4 AFC + 1 BFC = 180°;

daher folgt
Abb.L 320833 T AFC = 1 BFC = 90

o
)

also ist CF im Dreieck ABC die zu AB senkrechte H&he. Ent-
sprechend folgt, daf AD und BE die anderen Hdhen sind und
damit P der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC ist.

(b) Die Dreiecke ABE und ACF stimmen in ihrem Innenwinkel bei A
liberein, ferner ist nach Voraussetzung 4 AEB = 4 AFC = 90°.
Daher folgt nach dem Innenwinkelsatz: Es gilt auch é = §'.

Entsprechend folgen die anderen behaupteten Gleichungen.

Zweiter LOsungsweg: Man 16st erst (b) wie im 1.Ldsungsweg und
kommt dann, wie oft bei &hnlichen geometrischen Aufgaben, durch
einen indirekten Beweis zur Umkehrung (a):

J © S
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ware P vom Hohenschnittpunkt p* verschieden, so folgte (wenn ent-
sprechend zu den Bezeichnungen & , §', ¢ , €, ¢ ,p° die GroéBen

der Winkel % P*BA , 4 PCA , & P'CB , &« PAB , & P"AC , & P'BC mit

5" : 6’*, e* s E'*, w* , 0’* bezeichnet werden): Mindestens eine
der WinkelgrdfBen 5" 3oy w’x wdare kleiner als die entsprechende
der GroBen & ,..., ©' ; o0.B.d.A. widre etwa 8% < & . Ferner wiirden

auPBer den vorausgesetzten Gleichungen auch nach (b) die Gleichun-

gen & = 6’*, e = e, ¢x =" gelten. Damit aber folgte (wegen
des Zerlegens der Innenwinkel des Dreiecks ABC) aus 5 < &
der Reihe nach ' >9', ¢ >0, e <ce, &<e, &% >8,
8 > 6 , womit ein Widerspruch erreicht ist.
Punktverteilungsvorschlége
320831
SchluB auf b = 2 i ittt i i i i e e e e 2
Schluf auf c = s saa e e . issems s ane e - 3
SchluB auf a = 6, Probe ...... “ s EunEs KA s i esa s eessnEnin e &
7
320832
SchluB aus der Angabe, 2 Rdhren weniger —— 2 Stunden mehr .... 2
" " ” " 4 ” " " 2 " " .. 2
Ermittlung der gesuchten Angaben (z.B. Gleichungslésen) ......._3
7
320833
a) Vorbereitende Aussagen, z.B.: Schluf auf 4 AFC = 4 BFC oder
[nach b):] Einfihrung der 5*,...,w'*; 0.B.d.A.: 87<6 .... 2
Folgerung: P ist Hdhenschnittpunkt [P#P* ist widerlegt] .... 3
b) Herleitung der behaupteten Gleichungen ........cvevvevvennn 2
-
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32. Mathematik-Olympiade, 3.Stufe

Losungen
Olympiadeklasse 8, 2.Tag
320834 Losung: 6 Punkte
Die gesuchte Geschwindigkeit der Radfahrer sei v . Die Zeit t1 y

in der der erste Radfahrer auf der Briicke fuhr, bis er dem zwei-
ten Radfahrer begegnete, ist genau so lang wie die anschliefen-
de Zeit tz , bis der zweite Radfashrer die Briicke verlieB (und
dabei dem Auto begegnete); denn in beiden Zeiten t1 . tz war die-
selbe Strecke mit der gleichen Geschwindigkeit v zu durchfahren.
Daher hat der erste Radfahrer in der Zeit t, weitere 40 m zurlck-
gelegt und muBte folglich in einer anschlieflenden Zeit t3 noch
(100 - 240) m = 20 m bis zum Ende der Briicke zurilicklegen. In die-
ser Zeit t durchfuhr das Auto die Strecke 100 m, also eine 5 mal

so lange Strecke wie der Radfahrer. Daher war die Geschwindigkeit

des Autos 5 mal so groB wie die des Radfahrers; d.h., es gilt
70 Eﬂ = 5:v . Also betragt die gesuchte Geschwindigkeit
- 70 km _ km
vEsy T My
320835 Losung: 6 Punkte
C

Die Seitenldngen des Dreiecks
seien mit a = iE, b = CA und

c = AB bezeichnet, der Inkreis

Q A habe den Mittelpunkt M, er be-
‘ P rihre die Seiten BC, CA, AB in
iaP, Q bzw. R (Abb.L 320835).
Mi
|

Der Radius des Inkreises ist
dann r = MP = EE = gﬁ, ferner
gilt MP + BC, MQ + CA, MR + AB.

R B Daher haben die Dreiecke BCM,
CAM, ABM die Flacheninhalte
Abb.L 320835 F1 e % ar, F2 = % br bzw. F3 = % cr.

Da M im Innern des Dreiecks ABC liegt, hat dieses somit den Fla-
1

cheninhalt Fy, = F1+ F2+ F, = 5 (a + b+ c)'r, der Inkreis hat den

Flacheninhalt FK = ﬂ'rz. Diese Flacheninhalte bilden also das Ver-

hdltnis FD . FK = (a + b + c) : (21nr) .

Damit ist die zu beweisende Aussage gezeigt; denn a + b + c ist

der Umfang des Dreiecks, und 27r ist der Umfang des Inkreises.

-25—
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320836 Losung: 7 Punkte

Es sei m die Masse, die jede der vier Kerzen wahrend einer Minute

Brenndauer verliert. Dann hat die linke Kerze die Masse 84m, und
die rechten Kerzen haben die Massen 70m, 63m bzw. 35m.

Nach x Minuten Brenndauer befindet sich, solange x S 35 bleibt,
auf der linken bzw. auf der rechten Waagschale die Masse (84-x)m
bzw. die Masse (70-x + 63-x + 35-x)m = (168 - 3x)m . Aus x S 35
folgt aber 2x S 70 , also erst recht 2x < 84 und daraus weiter
84 - x < 168 - 3x . Daher ist wdhrend der Brenndauer bis 35 Minu-
ten die linke Waagschale stets leichter als die rechte.

Von da an, also nach x Minuten Brenndauer mit x > 35, befindet
sich, solange x S 63 bleibt, auf der linken bzw. auf der rech-

ten Waagschale die Masse (84-x)m bzw. die Masse (70-x + 63-x)m

= (133 - 2x)m . Hiermit ergibt sich genau dann Gleichgewicht, wenn
84 - x = 133 - 2x

oder, &aquivalent hierzu, X = 49

gilt.

Also ist die Waage erstmals 49 Minuten nach dem Anziinden der vier
Kerzen im Gleichgewicht.

Bemerkung: Der Nachweis, daf3 wdhrend der Brenndauer der kleinsten
Kerze noch kein Gleichgewicht eintritt, ist nicht entbehrlich. Er
kann auch (anstelle direkten SchluBfolgerns aus x S 35, das - wie
hier - ohne besondere motivierende Hinfithrung erfolgen kann) mit
indirekter Beweisfiihrung erfolgen: Die Annahme, wahrend der Brenn-
dauer aller vier Kerzen ergabe sich Gleichgewicht, fiihrt (mit obi-
gen Bezeichnungen auf die Gleichung 84 - x = 168 - 3x und damit)
auf die Brenndauer 42 Minuten, was der grofBtmoglichen Brenndauer
der kleinsten Kerze widerspricht.

Punktverteilungsvorschlage

320834
Vorbereitende Folgerung (z.B.: In der Zeit t3 legt der

Radfahrer 20 M ZUFUCK v v ittt ittt ittt eeeeoonoenneneeenns
Schluf auf die gesuchte Geschwindigkeit ...ttt enen
320835 X
Herleitung von F = E(a L T <2 T o

Herleitung der behaupteten Verhdltnisgleichheit ............ e

320836
Nachweis: Kein Gleichgewicht, wahrend 4 Kerzen brennen ........
Herleitung einer Beziehung fir Gleichgewicht bei 3 Kerzen .....

Ermittlung der gesuchten Zeit ........c.viiiiinnnn T
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