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31. Mathematik-Olympiade, 4. Stufe

Aufgaben
Olympiadeklassen 11-13
i.Tag

Hinweis:Der Lbsungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei

Konstruktionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in

logisch und grammatisch einwandfreien S#tzen dargestellt werden.

Zur Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur
wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder
aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweis-

angabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

311241
Es sei 0, 000009 0, 000007 0, 000002 0,000001
= e = + - e y
0,000008 0,000008
vy = e - e i

Man untersuche, ob x = y oder x > y oder x < y gilt.

311242

Auf einem Kreis Kk seien A1 ) A2 und P drei paarweise verschiedene
Punkte; die Strecke A1A2 sei kein Durchmesser von k. Fir i = 1;2

sel Jjewelils ki ein Kreis, der k von auBen in Ai beriihrt, und Bi
sei der von Ai verschiedene Schnittpunkt des Kreises ki mit der
Geraden durch P und Ai - Der Mittelpunkt von ki sei Mi .

Man beweise, daB unter diesen Voraussetzungen stets die durch

A1 ,AZ bzw. durch B1 ,B2 bzw. durch M1 ,M2 gelegten Geraden

a bzw. b bzw. m entweder alle drei genau einen Punkt gemeinsam
haben oder alle drei zueinander parallel sind.

311243
Man beweise: Ist p eine Primzahl und werden zwei ganze Zahlen n,k
mit 0 § k S n im Ziffernsystem mit der Basis p geschrieben als

- ° t + ° t-1 ... + ‘e +
n = a-*p a,_,° P + a, P a, o
k = be+p + b, op ' + -+ b, - + b
- v P t-1 P , 1 P 0
‘(a ,b ganze Zahlen mit 0 £ a; <p, 0 S b < p fiir j = 0, 1,...,t)

so laBt die Zahl (k) bei D1v1s1on durch p denselben Rest wie

SRR S NE

Hinweis: Flir ganze Zahlen n 2 ¢ und k¥ 2 1 wird

(§) = pegtl o incked)

definiert, fiir ganze Zahlen n 2 0 ferner (3) =1 .
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Aufgaben
Olympiadeklassen 11-13
2.Tag
311244
Es sei P P P ein gegebenes beliebiges Dreieck; sein Fliacheninhalt

123
sei F, sein Inkreis habe den Mittelpunkt M und den Radius r.

a) Man beweise, daB eine Pyramide PiPzPas genau dann unter allen

Pyramiden PiPZPBS mit dieser Grundflidche P .P.P. und mit gegebe-

1" 273
nem Volumen V einen kleinstmdglichen Oberflicheninhalt hat,
wenn das Lot von S auf die durch P1 5 P2 s P3 gelegte Ebene den

FuBpunkt M hat.

b} Man beweise, daf dieser kleinstmdgliche Oberfldcheninhalt

2
F + ]///F2 + [ﬁ%) betragt.

311245

Es sei a eine beliebige reelle Zahl mit a 2 2 . Man ermittle zu a
alle Funktionen, die den nachstehenden Bedingungen (1),(2),(3) ge-
nligen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x de-
finiert; alle Funktionswerte f(x) sind reelle Zahlen.

(2) Fir alle nichtnegativen ganzen Zahlen x, yﬂgilt Vﬂmdﬁé’ig
T(x)f(y) = f(x+y) + f(x-y) .
(3) Es gilt f(1) = a

[Bemerkung: f soll als ,elementare Funktion in geschlossenem Aus-
druck" angegeben werden, d.h.:Die formelmdBige Angabe der Funkti-
onswerte f(x) soll dadurch erfolgen, daB auf x sowie auf Konstan-
ten, Potenz-, Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen
von X oder auf Umkehrfunktionen solcher Funktionen Rechenoperati-
onen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) angewandt
werden, und zwar in einer von x unabhéngigen Anzahl der Anwen-—
dungsschritte. ]

Von den nachstehenden Aufgaben 311246A und 311246B ist genau_eine
auszuwéhlen und zu 18sen: ’
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311246 A

Man untersuche, ob es eine ganze Zahl n 2 2 sowie eine pogitive
reelle Zahl ¢ und n positive reelle Zshlen a, (i =1,...,n) derart

gibt, daB die Summe der &, gleich n°c, die Summe der Quadrate

: 2 . . . L.
der a, gleich 2n°c und mindestens eine der Zahlen a; grifler

als (1 + Vn—l)'c ist.

311246 B

In einem utopischen Roman ist von einem unendlich lange lebenden
Autor die Rede. An jedem Tag schreibt er einen Text, mit dem er
mindestens ein Blatt Papier fiillt und, wenn er an diesem Tag noch
weitere Blatter beginnt, auch jedes dieser Blitter am gleichen Tag
fillt. Im Lauf jedes Jahres fiillt er auf diese Weise eine Anzahl
Blatter; fiir verschiedene Jahre kénnen diese Anzahlen verschieden
sein, in keinem Jahr jedoch betrdgt diese Anzahl mehr als 730.

Man beweise: Im Leben dieses Autors gibt es filir jede positive
ganze Zahl n einen Zeitraum von aufeinanderfolgenden Tagen, in dem
der Autor genau n Blatter fiillt.

Hinweis: Es wird vorausgesetzt, daB die derzeit gliltige Regel un-
endlich lange gilt, wonach sich stets unter acht aufeinander-
folgenden Jahren mindestens ein Schaltjahr mit 366 Tagen befindet,
wahrend jedes Nicht-Schaltjahr aus 365 Tagen besteht,
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311241 Ldsung: 6 Punkte
Mit der Abkﬁrzung a = eo peooot ist
X~y = a9~ asu a + a + az— a = a*(a7(a—1) - aé(az—l) + a—l)

= a*(a-1)- (a - a'(a+1) + 1) = a(a-1)+{(a’- a°- (a’- 1))

= a-(a-1)-(a’~1)-(a°- (a°+ 1)) . (1)
Nun gilt 1 < e < 4, also

1 < a < a® < g% = g0,000005  ,0,000005 . 0,5 _
und damit a’-a®-1 < 2-1-1 = 0 (2)
sowie a > a-1 > 0, az~ i > 0. (3)

Wegen (1),(2),(3) ist x-y < 0 , also x < y .

Bemerkungen: Eine Ermittlung der Summanden in x und y ,nur” auf
10 Dezimalen nach dem Komma genau trigt nicht zur Ldsung bei, da
die Summanden mit dieser Genauigkeit nicht von 1,000009 ; 1,000007
usw. zu unterscheiden sind.

Im obigen Losungsweg wurden auBer elementaren Umformungen nur
Monotonieaussagen zum Potenzieren sowie die Ungleichung 1 < e < 4
verwendet. Méglich ist stattdessen z.B. auch eine Abschidtzung mit

2 3

Hilfe der Reihe e” = 1 + z + %T + %T + ++ : Fir 0 < z < % folgt
5 ! !
einerseits e - > 1 + z + %— , andererseits 6 - 6z > 1 und daher
z z2 23 2 z2 23
e <1+z+é—-+é—-°(1+z+z+---)=1+z+-é—+?3—(—1—_£—)-
2
<1+z+§—-+z3.

Mit =z = 0,000001 folgt: Wegen 0 < z < % ist dies anwendbar, und

1
wegen z < 137 fihrt es auf

9z 8z 7z 8z 2z z
y-x = -~ e +e +e -e ~-e + e

> (1+ 9z + -—lz—'z + 729z) + (1+ 8z + 6_%.22) + (1+ 7z + _4_%,22)

[1+ 5z + g%-z2+ 12523) - (1+ 2z + i-zz-r 8z3)

2
# 1+ 2+ 327 = 22%(1 - 4312) > o .
311242 1.L6sungsweg (Abb.L 311242): 6 Punkte
Der Mittelpunkt von k sei M, der Radius von ki sei r, (i = 1;2),
Wegen A1 # A2 ist die Gerade a nicht Tangente an k, also auch
nicht an kz ; sie schneidet daher kz aufler in A2 in einem Punkt
Aa # A2 . Fiur die folgenden Winkel gilt wegen ihrer Lage in

gleichschenkligen Dreiecken oder als Scheitelwinkel
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4 MPA 4 MA P A MAB, = 4 MBA, (i
S i iTiTd iTid

A MA1A2 = 4 MAZA1 A M2A2A3 = 4 MZABAZ .

Nach der Umkehrung des Wechselwinkelsatzes folgt damit

M,B, I MP Il M_B, | (1)

und MA, il MoAL d.h. :
- MiAi\" M2A3 . {2)
Ist nun T, # r, , so gilt: Da M nicht auf a liegt, liegen auch
M1’ Mz nicht auf a, also wird m von a in genau einem Punkt S
auflerhalb der Strecke M1M2 geschnitten; nach (1) gilt ferner: Ent-
weder liegen beide Punkte B1 ] 82 auf m , dann gehen a, b und m
durch S8 ; oder m wird auch von b in genau einem Punkt T auBerhalb

MiMdeschnitten, und nach (2),(1) folgt aus dem Strahlensatz

SM1 : SM2 = M1A1 : MZA2 = MlBi : Msz = TM,1 : TM2 H

d.h., S und T teilen MIM beide &duBerlich im gleichen Verhdltnis

2

r, s r, . Damit folgt S T; d.h., a, b und m haben alle drei
genau den Punkt S gemeinsam.
Ist dagegen r, =r,, so folgt hieraus und aus (2),(1), daB

M1M2A3A1 und M1MszB1 Parallelogramme sind (fir M1M2B2B1 ein-

schlieflich der Entartungsmdglichkeit B, » B, €m ); also sind

a, b und m dann alle drei zueinander parallel.

Abb.L 311242:
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2. Lésungsweg

Legt man o.B.d.A ein Koordinatensystem so, daf A,1 ; AZ ; M, P in
dieser Reihenfolge die Koordinaten {-u;0), (u;0), (0;v), (p;q)
mit u2+ v2 = p2+ {v—q)z = r2 haben,; so haben M1 s MZ Keocordina-
ten (-u-su ; -sv), (uttu ; -tv) mit s = rir und t = r,ir

Dann ist B1 der von A1 verschiedene Schnittpunkt des Kreises
) ' 2 2 2 .
{x+u+su) + (y+sv) = r, mit der Geraden gx - (u+p)y + ug = 0 ,

hat also die Koordinaten (-u-su-sp ; -8q). Entsprechend erhidlt man
fir B, die Koordinaten (u+tu-tp ; -tq). Also hat die Gerade y =0

durch Ai', Az im Fall s # t sowohl mit der - wegen v # 0 von

ihr verschiedenen - Geraden (s-t)vx - (s+t+2)uy -(s+t+2st)uv

, d.h. mit

i
o

durch M1 s Mz als auch mit der Geraden durch B1 s B2

(s-t)gx - ((s+t+2)u + (s-t)p)y - (s+t+2st)ug = 0 , den Punkt mit

den Koordinaten (§i§§%§£°u : O) gemeinsam , wdahrend im Fall s = t
drei Geraden y = const vorliegen.

3.Ldsungsweg

Fir 1 = 1;2 gilt: Bei der Streckung Gi mit dem Zentrum Ai und dem

A M,
i

Streckfaktor e, = X:ﬁ geht der Kreis k in ki iber; die
Punkte M , P gehen in M. , B, iiber. Bezeichnet ferner A_ den Punkt
. ) i i 3
mit A2A3 = cz'*AzA1 (dieser Punkt gehdrt insbesondere der Geraden a
an), so gehen die Punkte A1 s 31 , M‘1 bei Hintereinanderausfiihrung
-1 .
von 61 und 02 in A3 5 B2
Nun kann man den Satz (beweisen oder als bekannten Sachverhalt zi-
tieren und dann) anwenden, daB sich bei Hintereinanderausfiithrung

zweler Streckungen entweder eine Streckung ¢ oder eine Verschie-
bung v ergibt, je nachdem, ob das Produkt der Streckfaktoren

von 1 verschieden oder gleich 1 ist: Im Fall czi'c2 # 1 gehen

s M2 iber,

die Verbindungsgeraden jeweils eines Originalpunktes mit seinem
Bildpunkt durch das Zentrum 8 der genannten Streckung 0; im Fall

c, "¢, = 1 sind sie zueinander parallel. Das beendet den geforder-

ten Beweis.

311243 Lésung: ' 8 Punkte

a) Stellt man unter Verwendung der bekannten Beziehung

n-1 n-1 n

[k«l) ¥ ( Kk ) N (k) (n,k ganz; k & 1, n 2 0) (1)
das Pascalsche Dreieck auf, ersetzt aber jeden Binomialkceffizien-
ten z = [? durch seinen Rest z bei Division durch p {Reduktion
mod p, wobei der bekannte Sachverhalt Anwendung findet, dal je-

weils X + v bzw. x*y denselben Rest 148t wie x + y bzw. x°y ), so
erhélt man fir jedes t = 0,1,2,... die folgenden Aussagen. (A},(B):



Abb.L 311243




t+1l

{A) In den Zeilen fiir n = 0 bis n = p - 1 steht ein Zahien-
muster Mt , das im Fall t = 0 aus den mod p reduzierten Zeilen
n = 0 bis n = p-1 des Pascalschen Dreiecks besteht, wiahrend es
im Fall t & 1 - wenn schon M definiert ist - entsteht,

t-1

indem man Jjede Zahl 2z von M0 durch das mit z multiplizierte
und mod p reduzierte Muster Mt—1 ersetzt und die zwischen die-
sen Mustern entstehenden Liicken mit Nullen auffiillt.

(Abb.L 311243 zeigt M2 fiir p = 3 , wobei zur Verdeutlichung

der Gewinnung durch (1) die Reduktion mod 3 nur ausgefiihrt
wurde, wenn sie auf 0 fihrt.)

(B} In jeder Zeile fir n sind die Randzahlen {(fir k=0 und k=n)

gleich 1, in der Zeile speziell filir n = pt+1 stehen dazwischen

nur pt+1 - 1 Nullen.
Beweis:
I. Fir t = 0 trifft (A) zu; und auch (B}, d.h.
(B) =0 (k=1,...,0-1) , (2)

folgt daraus, daB einerseits (als bekannter Sachverhalt oder

mit (1) herleitbar) (ﬁ) eine ganze Zahl ist, andererseits in

der Darstellung (ﬁ) = ?:(Pgl):::::(p—§+l) der Zéhler durch P

teilbar ist, der Nenner aber nicht, da p eine Primzahl ist.
IT.Werden (A) und (B) fiir t-1 statt t als zutreffend angenommen,
so sei {(zum Nachweis fir t) derjenige Streifen aus pt Zeilen,
der beim Bilden wvon Mt an die Stelle der Zeile m (0 S m < p)
tritt, der m—-te t-Streifen genannt. Im O-ten t-Streifen entste-
hen nach Annahme unterhalb der in Zeile pt stehenden Randzah-
len 1, da zwischen ihnen pt-l Nullen stehen, zwei Kopien des
Musters Mt—1 und zwischen ihnen ergeben sich Nullen; (A) trifft
also filir den O-ten t-Streifen zu. Trifft (A) bis zu einem

(m-1)-ten t-Streifen zu, so gilt bei Anwendung von (1) auf des-
sen unterste Zeile: Entweder sind dort zwei benachbarte Zshlen

der untersten Zeile eines Musters z'Mt_1 zu addieren; dies
fiihrt (nach Annahme (B) fir t-1) auf 0. Oder es sind die Rand-
zahlen zweier benachbarter Muster x-Mt_1 ) y'Mt_l {(etwa mit
X = (ﬁ:i) und y = (mil) } zu addieren; dies flihrt nach (1) auf
7z = (5) , woran sich wegen der benachbarten zuvor genannten je-

jeweils p -1 Nullen nach unten in den m-ten t-Streifen hinein

ein Muster z-Mt_1 anschlieft. Also gilt (A) auch fir den m-ten

t-Streifen. Die gleiche Argumentation fiir die unterste Zeile

des p-ten t-Streifens ergibt wegen (2), daB auch (B} mit t
statt t-1 gilt.
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IS . t+1
b) Nachdem M  so als das Muster der Lg) (6 £ kan«<Kp i nachge-

. . . . t -
wiesen ist, werde in Mt in der Zeile n = a p+ a.t_i'pt 1+-'-+ ag
. t (R .
die Stelle fir k = bt-p + bt_i-pL 1+=--+ bo aufgesucht. Die Zeile
liegt im at—ten t-Streifen von Mt s die Stelle fiir k gehdért in

: a
diesem Streifen entweder zum bt—ten Muster {bt]'Mt-i oder zur dar-
t

auffolgenden mit Nullen ausgefillten Liicke. Das Letztgenannte ist

a
> a, 4 gilt, woraus [bt } = 0 folgt. Andern-
t-1 '

der Fall, wenn bt_1

a
falls gilt genauer: Das zum gefundenen Muster (btJ'Mt-l gehdrende
t

Teilstiick der aufzusuchenden Zeile liegt im ax_i—ten (t-1)-Strei-

fen dieses Musters, die‘ aufzusuchende Stelle ist darin die

t-1

b °p +- '+ b )nte Stelle und gehért in diesem Streifen entwe-
t-1 0

b

a a
der zum l%ﬁi—ten Muster L;)-{ bJ}-Mt_z oder zur darauffolgenden
t -1

mit Nullen ausgefiillten Licke; Letzteres im Fall bt_2 > 8, , «

So fortfahrend erhidlt man: An der k-ten Stelle der n-ten Zeile

steht in Mt - sowohl in dem Fall, daB einmal bj > aj ; also
aj . .
b = 0 gilt, als auch im entgegengesetzten Fall - die mod p
J
a a a
reduzierte Zahl (bt].{btﬁq""'[bo] s WeZDeW.
t t-1 o

Bemerkung zur Korrektur: Eine Beweisdarstellung ist einerseits
auch ohne geometrische Hilfsvorstellung rein rechnerisch méglich.
Andererseits kann auch eine noch stédrker auf die Analogie zu be-
kannten geometrischen (fraktalen) Punktmengen verweisende - und
damit ggf. verbal kiirzere - Darstellung akzeptiert werden,.
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Vorschlédge zur Punkitverteilung

311241
Rechnerische UmMTOTrMUNEEIL ¢ v o e s e o 0 oo oo s s st 62 s e ovosessescosss

Logische Schluffolgerungen bis zur Ungleichung <y ... uv..

311242
Je nach Losungsweg z.B. folgende zwei Schritte:

1)Winkel-Gleichheiten, Parallelititsaussagen, Strahlensatz
oder: Koordinaten der zu betrachtenden Punkte ......000.
oder: Einflihrung von Streckungen mit Angabe von Zuord-
nungen Originalpunkt-Bildpunkt .....¢cvetevereoees

2}Fall-Trennung; Herleitung der Schnitt- bzw. Paralleli-
tétsaussage 8 8 & ¢ ¢ B & 0 & s 3 0 4 2 & e 9 e 9 o 0 . ¢ ¢ * ¢ & o € L] e % & 3 a s 2 3 & 9 " 5 0 L]

311243

Nutzung der Binomialkoeffizienten-Addition (oder entspre-
chendes anderes rechnerisches Hilfsmittel) ...t nesnn

(Beweis u.) Nutzung d. Teilbarkeit von (E) (0<k<p) durch p

Ersichtliches Auffinden der Muster-Struktur (oder einer
gleichwertigen Darstellung ) .o oo oo s eonsnesococonnseess

AbschlieBender Ubergang zur behaupteten Produktdarstellung
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Lésungen
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2.Tag

311244 Lésung: 7 _Punkte

Die FuBpunkte der von S auf die Ebene durch P1 ) P2 s P3 sowie auf
s P1 bzw. P1 " P2 gefdllten Lote

. Da die Richtung von SH zu allen

die Geraden durch P , P, bzw. P

seien H sowie F1 bzw. F2 bzw. F3

Geraden in der Ebene durch P1 ; P P_, senkrecht ist, ist sie

2 7 "3
auch zu P2P3 senkrecht. Hieraus und aus SF1 L P2P3 folgt: P2P3 ist

zu allen Geraden in der Ebene durch S , H , F1 senkrecht, also

gilt auch P2P3 L HF1 . Ebensc folgt P3P1 4 HF2 und P1P2 3 HF3 .

Mit h = SH , a, = P2P3 y a, = P3P1 y 85 = PIPZ
HE

und h, = 8F, , %, = (i = 1,2,3)

1 i 1 i

(Abb.L 311244) ergibt sich dann: Der Flicheninhalt der Pyramiden-
cberflache ist

3 1 3 1 > =
J = F + é_i 5 ai'hi = F + %_1 5 oacv x; o+ h™ . (1)
Wegen .
2 2 (x5 + 0"+ 0% (ex, + B%)7 4 (x, - r)%n?
X, + h = 2 2 = 2 2
r + h r + h
folgt hiermit der in a) geforderte Nachweis fiir die Aussage, dal J
genau dann einen kleinstmdglichen Wert hat, wenn X, =T fiur

i=1,2,3 gilt, d.h. genau im Fall H = M. Nach (1) und

Abb.L 311244:
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wegen F o= E 5 a;'r also . g a, = -
i=1 i=1
. g . 1 . .
sowie V = 3 F h , also Feh = 3V

betrdgt dieser kleinstmdgliche Wert
3 S ——
/2 2
Jg = F + § % a,°y T + h = F + %-/r;Z + h2
i=1

wie in b} behauptet.
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311245 Ldsung: 7 _Punkte

I. Wenn eine Funktion f den Bedingungen der Aufgabe geniligt, so
folgt: Nach (2) fir x=1, y=0 sowie nach (3) ist a*f(0}) = 2a ,
wegen a ¥ 0 also

f{0) = 2 , (4)
Nach (2) fir alle ganzzahligen x 2 1 und fiir y=1 sowie
nach (3)

ist ferner f(x)+a = f(x+1) + f(x-1) , also
£(x+1) = a-f(x) - f(x-1) (x = 1,2,3,...). (5)

Ein geschlossener Ausdruck fiir f(x) kanni) folgendermaBen er-
halten werden: Fiihrt man in (5) eine Konstante b ein, die

1

a=b+g (6)
erfiillt®’, so ergibt sich durch vollsténdige Induktion, daB
f(x):b"+—l; (7)
b
fir alle x = 0,1,2,... gilt: Wegen (4),(3),(6) gilt (7) fir x=0

und x=1; und aus der Annahme, mit einer ganzen Zahl n & 1 gel-
te (7) fur alle ganzzahligen x S n , folgt

1)Durch (4),(3) und (5) sind alle gesuchten Funktionswerte eindeu-
tig bestimmt. Wird dies als Argument filir die Einzigkeit von f
angegeben, so kann sich anstelle der oben iiber (6)-(8) erfolgen-
"den Herleitung auch sogleich die Definition (9) und der Nach-
weis II. anschliefen.

2)Ein heuristisches Motiv zu diesem Ansatz ist z.B.: Man versucht,
f als Summe zweier Funktionen u,v zu finden, die durch einfache-
re geschlossene Ausdriicke als f gegeben sind. Dann fithrt (2) fiir

x=y sowie (4) auf u(x)2+2u(x}-v(x)+v(x)2=u(2x)+v(2x)+2 . Weiter
kann man ansetzen, dies sowohl durch die zus#tzliche Forderung
u(x)*v(x) = 1 als auch dadurch zu vereinfachen, daB man getrennt

u(x)2 = u(2x) und V(x)2 = v(2x) fordert. Diese Forderungen wer-

den ersichtlich von u(x) = b* und vix) = —l; erfiillt, Man hat
b

damit fir x = 1 den obigen Ansatz. Auch die Funktion (7) selbst

liegt hier vor. Man kann sie - ohne Begriindung -, sogar gleich

als (9), definieren und wie in II. fiir sie (1)-(3) bestitigen;

freilich steht dann noch der Einzigkeitsbeweis I. aus [wenn er

nicht z.B. ¢gemidP der vorigen FuBnote mit (4),(3),(5) erfolgtl].
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£(n+1) ef(n) - £(n-1)

- (b + .;g).[bn R (b . ,-}‘_n.i_}

b J

IH

—
=2
4

nel
= b + 1
n+l

b
also {(7) fir x = n+l . >
Die Gleichung (6} ist #quivalent dazu, daB b#0 und b -ab+l = 0
gilt, was wegen a&2 genau dann zutrifft, wenn b eine der Zahlen

b = % . (a + v a’ - 4 ] , (8)

1;2

3

ist. Da filiir diese Zahlen kﬁ'bz = 1 gilt, hat die Wahl unter

ihnen keinen EinfluB auf (7), und man kann {(7) z.B. in der Ge-
stalt {

f(x) = %.(a+/a2—4nx+[—é—-{a-/az—zsnx (9)
schreiben.

Also kann eine Funktion f nur dann den Bedingungen der Aufgabe
geniigen, wenn sie durch (7) mit einem b aus (8) [oder, dquiva-
lent hierzu, durch (9)] gegeben ist.

II.Diese Funktion erfiillt (1) und wegen (6) auch (3); ferner er-
fillt sie wegen

(bx + —l;)-[by + —;;J s e L Yy
b b

auch (2).

Somit erfillt genau die genannte Funktion die Bedingungen der
Aufgabe.

311246 A Losung: 6 Punkte
Fir je n {( 2 2) positive Zahlen B, seees B gilt: Nach der Unglei-
chung zwischen arithmetischem und quadratischem Mittel erfillen
2 2 .. . .
s =a_ + "' + a und t=a,  + - + a fir jedes i = 1,...,n
1 n 1 n

die Ungleichung 2 5
s - a, t - a,;
n-1 - n-1 !

also
(s - ai)2 s (n-1)(t - af) :

2
Ist nun s = n*c und t = 2n°c , so folgt weiter

2 2 2 2 2 2 2 2
nec - chai+ a; S 2n ¢ - 2nc - na, ta, .

Wegen n # 0 folgt > 5
(a,- ¢} = (n-1)c ,
wegen n-1 > 0 und ¢ > 0 also

a, = (1 + ¥Yn-1)'c .

Daher gibt es keine Zahlen n, c, a; mit denen alle Bedingungen
der Aufgabe erfillt wiren.
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311246 B Losung: 8 Punkte

Fiir jede positive ganze Zahl n gilt, wenn k eine ganze Zahl gré-
fer als % ist: Der Zeitraum von (beliebig gewdhlten) 8k aufeinan-

derfolgenden Jahren besteht aus einer Anzahl A von Tagen, fiir die
A 2 365-8k + k (1)

gilt. Wird fir i = 1,2,...,A jeweils die Anzahl der Blitter, die
der Autor in den ersten i Tagen dieses Zeitraums insgesamt gefiillt

hat; mit X, bezeichnet, so gilt nach Voraussetzung ferner

0 < X, <x, < <x, < 730-8k . (2)

Jede der positiven ganzen Zahlen

Ky oo Xy eve y X, 05 X4 0y X4 D, e, X,*+ n (3)

ist folglich nicht grdBer als 7308k + n . Fiir ihre Anzahl 2A gilt
wegen (1) und k > % aber 2A & 730-8k + 2k > 730°8k + n . Also
missen sich nach dem SchubfachschluB unter den Zahlen (3) minde-
stens 2zweil einander gleiche befinden. Nach (2) sind Jedoch keine
zwei der Zahlen Xy s Xy 0 vee 5 X, einander gleich und auch
keine 2zwei der Zahlen x1+ n x2+ nooy ... 5 X, b Mo Daraus

folgt die Existenz von i und j mit 1 S i, & A und

X, =X, + n . (4)

Wegen n > 0 ist hierfilr i > j , und (4) besagt: In dem Zeéitraum

vom (j+l)-ten bis zum i-ten Tag wurden genau n Blitter géfﬁllt.
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Vorschlége zur Punktverteilung
311244
Vorbereitende Zusammenhinge, z.B. Herleitung ben&dtigter
Aussagen tber Senkrechtstehen u. damit Gewinnung von (1) .... 2
Abschdtzung gegeniiber dem Fall X, =r (i=1,2,3), d.h. H = M
(einschlieflich Diskussion der Gleichheit) ......0vvvvveeees. 3
Beweis der Formel fiir J im Fall H = M I R I I I I )
7
311245
Ermittlung einzelner (zur weiteren Herleitung nutzbarer)
Funktionswerte ""9"!"."""'I“.i"'C"l'.‘l'\‘l"..'lﬁ.l2
Herleitung der Einzigkeit der Funktion, z.B. als Herlei-
tungvon (7) mit (8) otuonocs-aoocoacloﬁoo'o-'nltynocno"u'v-3
Nachweis, daB die Bedingungen von der angegebenen Funktion
werden ..‘l“'l'll.l'.l'l'l.ll‘ll.'l.’"'O""'..I'llll"l"'--g
7

311246 A
Gewinnung einer {(zur weiteren Herleitung nutzbaren} Un-
gleichung, Z;B- (S_al)zs (n—'l)‘(t—af) ® e 9 & ¢ ¢ 9 9 2 9O O S IR 9 O M S G @ 3 0 3

Weitere Herleitung der Unmdglichkeit, alle Bedingungen zu

erfﬁllen '0'l'.‘l'l‘l'!t'l'l'.l"."'l'.Ul'..’l"'l.lllb'b'ﬁ'_g
6

3112486 B
Nutzung der Anzahlen von Tagen pro Jahr, etwa in (1) ... 1

Nutzung der Bedingungen iiber die Blatterzahl
(pro Tag 2 1 , Pro Jahr S 730 ) vuv v vt eenesonnesennensnnnn 2

Anwendung des Schubfachschlusses (oder einer gleichwerti-
gen Argumentation) zur Herleitung der fiir jedes n nach-
zuweisenden Existenz von eines Zeitraums, in dem genau n
Blatter geflllt Werden ... iuneuneeussernnsnsornsesnnseeneses 3

5



