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Ist ¢ eine reelle Zahl, so werde das Gleichungssystem
‘ ' x+y=1, ) o . (1)
x" o+ y2 = c ( (2)
gebildet.

a) Man ermittle fiir ¢ = 2 alle Paare (x;y), die das Gleichungssy-
stem (1),(2) erfiillen. _
Man ermittle ferner jeweils alle diejenigen reellen Zahlen c , filr
die das Gleichungssystem (1),(2)

b).kéinelbbsung (x;y) aus reellen Zahlen x, y hat,

c) genau eine Ldsung (x;y) hat, .

d) zwei verschiedene Lésungen (x1 ; yl) , (x2 H yz) aus ‘reellen
" Zahlen hat.
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‘Man untersuche, ob.es ein gleichseitiges Dreieck ABC. gibt, dessen
drei (nicht/miteihanderbzuSammenfallende) Eckpunkte in einem kar-

‘tesischen Koordinatensystem ’sémtlich ganzzahlige Koordinaten

-1

haben. : )
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Man ermittle alle diejenigen Tripel (a;b;c) nﬁtﬁrlicher Zahlen,

mit denen durch

2
£(x) = X + ax + b

o : X '+ cx +b
Heine Funktion f definiert wird, die folgende Bedingungen erfiillt:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen x definiert. e

(2) Es gilt < f(2) <. f(1) <2 . | i

(3) Die Funktion f besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen.

' s
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Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen x die Ungleichung
e x®raxt -1 v axPexe1 20 e

giit.
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311221 Lésung: : ; 9 Punkte
I. Wenn fir eine reelle ,Zahl c -das Glelchungssystem (1) (2)" ein
Paar (x; y) reeller Zahlen als" Losung hat, so folgt:

‘Nach (1) ist .y =1 =% é L Vi 57 (3)
nsetzt: man ‘dies  in '(2) Leinylsorifolgte i ll=r2xint xT = ¢,
2 ‘ 1 C Sl 7 i ’
o R AL Y A y I b (4
x R 2 ¥ 2, 9; 9 s S ) o5 Ey f:, oiinet {4)
Demnach ist x eine der Zahlen
' Wi -l _/—_
o h $1ip i S 20T = 5(1 2c = 1.) , (5)
'vund dle hler auftretende Dlskrlmlnante 1st nlcht\negatlv, d.h.
es gilt  2¢ -1 20 S TEEOY : '
: 1 G ¢ s :
2 -2— 3 ; 1
wobei im Fali o] ? % genau zweil Losungen X, ¢ x2 vorliegen, im
Fall c o= é genau eine L&sung x1 fzle-i- SR DB N B 2
Nach (3)1folgt. yxlst die Jewells zu'x1 bzw. X, entsprechende
der Zahlen A iy MR oo
: =z +/zc—1 e S (6)

II Weﬁn“cvzw% gllt und (x,y) eines der nach (5),(6) zu blldenden

Raare (x ;1y ), e yz) 1st, so folgt ){ Da fiir x und v die
1‘erste Gleléhung 1n (6) gllt, wird (3), also (1) erfullt.

Nach (5) ist. fernen X eine. Losung von, (4),‘h;ergg§,\d h., aus

folgt wegen (3) auch (2)

b),c) d) Das \Glelchungssystem 7(1) (2) hat kelne “bzw., genau‘eine

Losung~'l bzw,genau,zwel Losungen aus: reellen Zahlen ~ Jjeweils
fur alle reellen < mlt c < % bzw fur te ”‘ bzw. fir alle
1 Iy by o s 3

reellen c m't c >'

Bemerkungen, l_ Zu a) genugt ‘es naturllch auch,_ddﬁ'dieihhungs—
system X+ v -vl/, x +'y =2 ‘zu losen,'ohpe anderélWertefvon c
zu ‘betrachten, /& - "1 R EeE T Chs L S R

Man kann auch A1), (2) durch Elnsetzen von (5) (6) ‘und. rechnerl—
‘sche Ausfuhrung bestatlgen !

, 2(1—V2c 1)t (1+/2c 1) = z(l—/Zc +1+¢2c L)y =alloliide
—(I—VZC 1) + —(1+¢Zc— ) 4(1 ZVZC +20 1 +1+2VZC— +20 1)




" biger Reihenfolge angegebene Paar der Losungen t

" vorgehen, - also s =

Lolt?

2 Entsprechend w1e 1n e1ner Bemerkung zu 311214 kann man wegen

Xy —\—(x +4 ) Bk —(x “+ y%) ' das. Glelchhngssystem (1), (2) durch das
équivalente System xV+A1 ='1 ; Xy = % - % ersetzen ‘und damlt nach

dem ' *Viétaschen: Wurzelsatz das Paar ‘(x;y)’ als “das ! 1n belie-

¢ i der Gleichung
tz - t+ % f.%_= 0 charakterlsleren.‘ s :

Rein rechnerlsch betrachtet gibt also bereits’ d1e rechte Seite von
(5) an, welche Zahlen in_ jedem Losungspaar (x;y) vorkommen miissen;
jedoch ist erst dem Text der Losungsdarstellung zu entnehmen,  ob
d1es auch korrekt hergeleitet wurde. . i

11222 Losung‘ e Ao , i v,; 9 Punkte
Angenommen, es gabe e1n solches Dreieck ABC. D1e Bezeichnungen
kénnten dann o.B. d A. so gewahlt werden, daB das Dreleck im mathe-
matisch p051t1ven Slnne orlentlert 1st. Ferner konnte o.B.d.A. an--
genommen  werden, daB der Eckpunkt A im: Koordlnatenursprung liegt.
Die Koordinaten - von B selen (p,q),_dle von C seien (s t). Somit
hatte der: Mlttelpunkt D der Strecke "AB. die Koordinaten (E 3 S)
Es se1 ferner E der Blldpunkt von B bei der Drehung um den Koord1-  \
natenursprung m1t dem Drehw1nkel 90 '1m posxtlven Drehsinn.” Dann
hatte E ‘die Koordlnaten ( q 3 p), der von D nach C fiihrende Vek-.
tor ware glelch51nnlg parallel zu ‘dem von A nach- E: fithrenden Vek-
tor, und 1hr Langenverhaltnls wire das. Verhdltnis einer Hohenlange
zur Seltenlange im ‘gleichseitigen Dreleck, also: é Y3 .. Damlt folg-

tendta e e e 2 B s A m o ozl )
‘und EQ‘, e 45 ‘  B ATy =,% + 2 /‘ ‘ .;;v  & & j‘ (2)
lalger e VRIS bt o =% (%% g9 )/_ Sl (3

Wegen A # B, '+ q # 0, folgte der Wlderspruch, daB die

rationale Zahl —123———3—1 glelch /3 ware. Also war. d1e eingangs

Y e 'Hp__+q . ; : \
gemachte Annahme falsch d.hl,»es,gibt‘kelnvDreigpk w¥¢ im Auf-

¥

gabentext beschrleben.

Andere Losungg ;ggten bestehen darln, (1) (2) z .B. daraus zu er-
halten, daB C aus’ B durch Drehung um A mlt dem Drehw1nke1 60° her-
p'cos 60°- q- sin 60° , 'pf p-51n 60° + ascos 60°

'gelten muBte. Oder man begrundet soglelch (3), 1ndem man fiir den

Flachenlnhalt von ABC e1nerse1t§ die Formel —(pt -vqs), anderer—r

selts m;t a = fvpz;quz d1e Formel a’ 3_z1t1er%. %'



311223 Lésung: ; : s sliaitierse 11, Punkbe::
I. Wenn die Bedingungen durch hatﬁrliche’Zahlén a;b,c;éffﬁllt wer-

den,,so folgt: . : ' ; ¢ L 94‘
Wegen (2), und b 3;0, c 2 0 ist 1 < %{%%}% h also 4+2c+b<4+2a+b,
g s 3 DA A i c <‘a ’u. . “,v vl End ; (4)

4+2a+b . l+a+b : i
4+20+b < 1+¢+b:’ also (4+2a+b)(1+c+b) <B (4+2c+b)(1+a+b),

ferner

A ~abibe = <a—c><z b) L (5)
1+‘8.+b X : il ,_“,Iv;.”,: y ;

<520 also 1+a+b <e 2+20+2b,>

‘, Y L < 1+b+20'. 5 “ el 1 . (8)

Aus (4) und (5) folgt b < 2, also, da b eine naturllche Zahl
: ist, b = 0 oder b 5_1; Waire b“= 0, sdfware f fir X = -¢ nicht

deflnlert, ‘was (1) w1dersprlcht Alsg
AEME LS 6 8 WL s

(7)

piE S k) f 2 B e L'-ZA’ i bt
Nach (1), somifféuf £ ()t 0= 54;i725f—f74éngéwéndt;_folgt:~D1e
! 3 i 2 b s [F O R ;

e

Dlskrlmlnante " von, k2-+ CX.+::1 ist“-néghtiv;‘éd:h.;gges»”gilt
czf 4 < 0. und daher 1 c:<‘2(. f,‘f;g PR NS EaR e (8)

“Aus’ (3) und (7) folgt, 'daB x + ax + 1 zwel verschledene reelle
Nullstellen, also eine positive: Dlskrlmlnante be51tzt d.h., es
‘gilte a® - 42590 |0 wegén a 210 =also Tt TR

& ; arsE 2

f oy . il il (9)
Hieraus. und (6),(7) folgt 2 < 1¥f+20,_‘ﬁiso cis 0 Daker und

wegen (8) verbleibt fiir. ¢ nur

o)

c =1 :0 .V L (10)

und wegen (6),(7),(10), d.h. a < 4, und (9) fir a nur
. ko a.= g h

Also kann nur das Tripel (a bjc) = (3;1}1)‘die Bedingungén der
Aufgabe erfullen.‘» ) g : L
2 S X b o
II.Durch _f(x) = Zz—i—éé—i—l wird\in,derfTat wegen dervnegativen
: X"+ x + 1

Fokad Lt AR -

Diskriminante von - x + x. + 1 und der p031t1ven Dlskrlmlnante
cOiE 2 .

von X + 3x + 1 eine fur alle reellen x deflnlerte Funktlon f

‘gégébén, .die zwei reelle Nullstellen hat. Wegen f(l) =2

) 3
f(2) = —% erfiillt f auch die Bedlngung ;1‘< £(2) < £(1) < 2.
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311224 Losung: . ' it , o8 11 Punkte

Fur alle reellen Zahlen x ‘gilt x6 + x57+ 4x43- 12x31+ 4x2 + x +-1
: (xv— 1) (xv +o2xt 4 6x3 rﬁxz —‘Zx -.1) »
.='(x S Pext wax®  9x® e ax +1)
=i(X:7:1)27( (x? % x)% 4+ 3; x2 + 3x +:1¢)
: - (k".l"?#( (x* + 3 0% v 3xe i)t 2,
Wegen ‘(x';.l) j; 0, ‘.(xzr % x)2 2 0, (% x + 3)2 >‘6 fuf alle

reellen X5 folgt damlt d1e zu bewelsende Unglelchung.i,

Andere Losungswege ergeben 51ch nach Abspalnen von (x - 1) z.B.
mit Hilfe der: leferentlalrechnung Fur die durch e 3

f(x) ;-x‘ + 3x + 9x? ot 3x 4+ 1 deflnlerte Funktlon f ist’

£7(x) = 4x> oy MR S SN
£20(x) = 12x° # 18x + 18 = 12+(x + 3)° +?i% st
fiir alle reellenix.’ Also ist f' fir alle reellen x st:eng‘mondton
steigend. Hieraus, aus ' der Stetigkeit von f’ wund raus f'(-0,2)
= -0,272; 'f’ ( -0,1).=1, 286 folgt: f' hat genau eine Nullstelle &;

fur{51e gllt —0 2 B < =0,1. el i
Wegen des streng monotonen Stelgens von f’ folgt weiter: Fiir alle
x < = 0,27ist £ (x)7<0, also 'f streng monoton fallend; fiir alle
x5 im0y T gt il (x)“> QY also f streng ‘monoton’ stelgend Hieraus
und'ausff(- 052)"= Oy7376 “F(=1.0,1)"=70,7871""folgt:

(1) Fiir alle x s -0,2.ist f(x) 20,7376 f

(2): Fir. alle x 2, -0,1 ist f(x) 2.0, 7871. fethy ‘Fernerfefgibt.sich:
(3) Fiir alle x mlt O 2°< x' < -0,1 gilt ': : 5

B -=x‘ (=0, 1) = 0,0001 ; -3x7 > 3:(-0,2)% =-0,024 ;
ek i las 00 198 0, 0 i gk st 0% 297 =5 20,8 -
alsé | . 2(x) 10,0001 = 0, 024!+ 0,09 - 0, 6.+ 1 =.0,4661 .

Mit' (1) (z) (3)" 1st”

ﬂlnwe;s. Rechnet man mlt genauenen Naherungswerten, stellt also
.z.B,: fest, daB der. .(etwa durch Probieren mit einem Taschenrechner
gefundene) Wert & ~ -0,18187 auf vier bzw. drei JDezimalen . genau
£ (E) ».0,0000 und £(&): #.0,735 liefert, so~ist damit .ein L&sungs-
. weg' zwar nahegelegt, aher so ‘noch-nicht  korrekt gefiihrt. .Das gilt
selbst. dann, wenn .z.B. . dhnlich.wie oben hinzugefiigt wird, daB f’
genau.  diese;einei Nullstelle & 'haben muB und ‘daB  f 'im Intervall
x S E streng monoton £&11t und im Intervall x 2 &' streng monoton
steigt, ‘daB’ demnach f(x) 2 f(&) fir alle x gelten muB. Denn da
bei ‘einer :solchen: - Darstellung statt! &  nur .ein Naherungswert
-0,18187, herangezogen wird, kann' ohne: thlerabschatzung fiir £ (&)
n1cht korrekt von - £(-0, 18187) >.0 auf " f(&) > 0 geschlossen
werden . {5 la RS T By s sy A0 "‘ZJ '

(x) > 0 fur alle reellen x bew1esen.

. 5

psyadon

1) ‘Diese ' ,grobe" ‘Abschétzung von & reicht .. fur d1e oben folgende

~ Beweisfiihrung aus; 'man kann sogar ‘z.B. das’ (rechnerlsch noch

einfachere))’ Intervall[”“—O,Z'; En 0 wahlen. Wie im obigen

Hinweis auch erlautert wird, bringt eine ,bessere! Kenntnis von

~ € keine Vermlnderung der loglschen Anforderungen ~an einen ‘kor-
rekten Beweis.’ : R W
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