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Hinweis:Der Lésungsweg mit Begrindungen, Nebenrechnungen und (bei
Konstruktionsaufgaben) Hilfslinien soll deutlich erkennbar in
logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden.
Zur Lésungsgewinnung herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur
wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder
aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genligt es ohne Beweis-
angabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Die Nutzung eines Taschenrechners ist zwar gestattet, doch sind
die Aufgaben so gefaBt, daB der Taschenrechner keinen wesentlichen
Losungsschritt erschlieBt. Auch bleibt die Angabe von Begriindungen
erforderlich, z.B. zum Rechenweg und zur Rechengenauigkeit.

311031

Beweisen Sie,
2-4.6..-..22.24

a) daB 3 -5+ 7« - - 23 - 25 ° % gilt,
b) daB flir jede natiirliche Zahl m 2 2 die Ungleichung
2- 4 -6 00 - (2m-2) o _ 1
3. 5- T oo coe o (zm_l) /ZT__I.
gilt!
311032

Man ermittle und zeichne in einem x,y-Koordinatensystem alle die-
jenigen Punkte, deren Koordinaten (x;y)

a) die Gleichung [x]Z + lYJZ =1,
b) die Gleichung [x%] + (v°] = 1

erfiillen. Gegebenenfalls ist jeweils durch einen der Zeichnung
beigefigten Text zu sichern, daB fiir jeden Punkt der Ebene eindeu-
tig aus der Darstellung hervorgeht, ob er zur Menge der anzugeben-
den Punkte gehort oder nicht.

Hinweis: Ist z eine reelle Zahl, so wird diejenige ganze Zahl g,
fir die g S z < g+1 gilt, mit g = [z] bezeichnet.

311033

Es sei ABCDS eine Pyramide; ihre Grundfladche sei ein Quadrat ABCD,
das Lot von der Spitze S auf die Grundfldche habe als FuBpunkt den
Diagonalenschnittpunkt M des Quadrates ABCD. Ferner sei H der Mit-
telpunkt der Strecke MS; das Lot von H auf die Seitenflidche BCS
habe den FuBpunkt F, das Lot von H auf die Kante CS habe den
FuBpunkt K.

Unter diesen Voraussetzungen berechne man aus den gegebenen Langen

f = HF und k = HK das Volumen der Pyramide ABCDS.
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311034
a) Untersuchen Sie, wieviele rationale Zahlen t es insgesamt gibt,
die den folgenden drei Bedingungen (1),(2),(3) geniigen!

(1) Es gilt t > 1 .

(2) Die Zahl ¥ t + Yt 1ist rational.

(3) In der Darstellung t = ﬁ als vollstandig gekiirzter Bruch
zweier natirlicher Zahlen n, m ist n = 1000.

b) Losen Sie dieselbe Aufgabe, wenn in der Bedingung (3) die Glei-
chung n = 10000 anstelle von n = 1000 steht!

311035
Es sei ABCD ein gegebenes Parallelogramm. Fiir jeden Punkt P, der

auf der Strecke AB liegt, sei S der Schnittpunkt der Strecken AC
und PD.

a) Fur welche Lage von P auf AB ist der Flacheninhalt des Dreiecks
SPC gleich einem Sechstel des Flacheninhalts des Parallelo-
gramms ABCD 7?7

b) Flir welche Lage von P auf AB ist der Flacheninhalt des Dreiecks
SPC méglichst grofB?

311036
Beweisen Sie, daB es unendlich viele verschiedene Paare (f,g) von
Funktionen gibt, fir die die folgenden Aussagen (1), (2) und (3)
gelten:
(1) Die Funktionen f und g sind fiir alle reellen Zahlen x defi-
niert.
(2) Es gilt f(0) = 1992.

(3) Fiir jedes reelle x gilt B{XL-flx+l) _ o0y oy

Hinweis: Zwei Paare (f1’g1) und (fz,gz) von Funktionen, die flur

alle reellen Zahlen x definiert sind, sind genau dann voneinander
verschieden, wenn es (mindestens) eine reelle Zahl x gibt, fur die
(mindestens) eine der Ungleichungen fl(x)¢f2(x), gl(x)¢g2(x) gilt.
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311031 LOsung: 6 Punkte
Die Aussage zu a) kann, nachdem b) geldst ist, als Spezialfall
(m = 13) gefolgert werden. Andererseits gibt es zu a) verschiedene

Méglichkeiten des rechnerischen Nachweises, wobei die einzelnen
Rechenschritte genligend deutlich angegeben bzw. begriindet werden
miissen.

1.Beispiel: Durch Multiplikation von

2 -8 *16 >2417= 13 *19 ’
4 -4 *8 >119= 17 -1 s

2 2 *2 ‘2 4 -2 >1156= 5 +23 ,

3 +5 3 -7 *9 +5 -11-3 = 3:7+9-11 *3 *3 +25

ergibt sich
24:6+8410°12+14-16-18-20+22-24 > 3+7+9911-13°15-17+19°21+23-25

und daraus nach Division durch 3¢5:7- --- +23:25 die Behauptung.

. . i . 2 2 4
2.Beispiel: Flir die Produkte p, = 3 p, = 3 . 5 .o ,
P, = % o % L %% ergibt sich der Reihe nach

p1>0,66 ; p2>0,66-4:5>0,52 H p3>0,52'6:7>0,44 H p4>0,44'8:9>0,39 3
p5>0,39'10:11>0,35 H p6>0,35'12:13>0,32 H p7>0,32'14:15>0,29 ;
p8>0,29'16:17>0,27 ) Pg>0,27-18:19>0,25 p10>0,25'20:21>0,23 ;
1
p11>0,23'22:23=0,22 3Py, 0,22-24:25>0,21 > 5

Zu b): Fur jede natiirliche Zahl na2 gilt
2

n® > n%-1 = (n-1)(n+1) .
Division durch die positive Zahl (n+1)2 ergibt
2
n n-1
(n+1) d n+l >0
Wendet man dies mit n = 2,4,6,...,2m-4,2m-2 an (wegen m&2 ist

2m-2 & 2 ) und multipliziert die erhaltenen Ungleichungen, so er-

gibt sich
(2-4-6' s '(2m-4)-(2m-—2))2> 135+ -+ +(2m-5)-(2m-3) _ 1 .
3¢5e7+ +++ «(2m-3)+(2m-1) 3+5+7« +++ +(2m-3)*(2m-1) ~ 2m-1 '’

wegen 2m-1 > 0 folgt durch Wurzelziehen die Behauptung.

Bemerkung: Da hier sogar die Faktoren (n/(n+1))2 einzeln abge-
schétzt werden, kann der Beweis auf gleicher rechnerischer Grund-
lage auch als Beweis durch vollstédndige Induktion ausgefiihrt
werden.
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311032 Losung: 7 _Punkte
a) Fir die ganzen Zahlen g = [x], h = [y] gilt genau dann die gzu
erfiillende Gleichung g2+ h2= 1 , wenn einer der nachstehenden

vier Fdlle vorliegt (siehe Abb.L 311032 a; die im folgenden ge-
nannten Fldchen sind einschlieflich ihres Randes zu verstehen,
die - als wegzulassend vermerkten - Strecken einschliefilich
ihrer Endpunkte):

I. g=1, h=0, d.h. 13x<2, 0sy<1
(Quadratflache EFKJ ohne die Strecken FK, KJ);

II. g = -1, h = 0, d.h. -13x<0, 03y<l1 (CDHG ohne DH,HG);
II1.g = 0 , h =1 , d.h. 0sx<1, 1s5y<2 (HJML ohne JM,ML);
IV. g =0, h = -1, d.h. 03x<1, -15y<0 (ABED ohne BE,ED).

b) Fir die - wegen der fiir alle reellen x,y geltenden Ungleichun-

gen XZZO, yZZO nicht negativen - ganzen Zahlen u=[x2], v=[y2]
gilt genau dann die zu erfilillende Gleichung u+v=1, wenn einer
der nachstehenden zwei Fdalle vorliegt (Abb.L 311032 b):

I. u=1, v =0, d.h. 15x°<2, 0Sy°<1, d.h.
( -/2<x3-1 oder 18x</2 ) und ( -1<y<1 )
(Vereinigungsmenge der Rechtecksflache CDHG ohne die Strek-
ken DC,CG,GH und der Rechtecksflache EFKJ ohne EF,FK,KJ);

II. u=0, v =1, d.h. 08x°<1, 15y°<2, d.h.
( -1<x<1 ) und ( -Y2<ys-1 oder 13y</2 )
(Vereinigungsmenge der Rechtecksflache ABED ohne DA,AB,BE
und der Rechtecksflache HJML ohne HL,LM,MJ).

Die Vereinigungsmenge der jeweils durch die Hervorhebung in Abb.
L 311032 a bzw. b zusammen mit diesen Erlduterungen dargestellten
Flachen ist die Menge der in a) bzw. b) anzugebenden Punkte.

Abb.L 311032 a Abb.L 311032 b
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311033 LOosung: 8 Punkte
Es sei E der Mittelpunkt von BC.
Da BCS mit BS=CS gleichschenklig
ist (wie aus den mit 4 BMS = % CMS
= 90° und BM=CM nach Kongruenzsatz
sws kongruenten Dreiecken BMS, CMS
folgt), ist die Seitenhalbierende
SE 2zugleich Hohe. Wegen SE 41 BE
und ME + BE ist folglich BE senk-
recht zur Ebene durch E,M,S. Das
Lot MG von M auf SE liegt in die-

ser Ebene und ist daher nicht nur

zu SE, sondern auch zur Richtung

von BE senkrecht; also ist es auch
das Lot von M auf die Fléache BCS.

Abb.L 311033

Die Lote MG und HF auf BCS sind 2zueinander parallel; nach dem

Strahlensatz folgt f = % MG . Mit a = AB , h = MS gilt ferner

ME = % ; im rechtwinkligen Dreieck EMS ist
= a’ 2_1/2——2
S = s h =3 a + 4h
Der doppelte Fldacheninhalt dieses Dreiecks betragt sowohl ME-MS
als auch ES-MG ; daher ist MG = ME-MS: (2 ES) und folglich

f=_____2.'_}l___ (1)

2 v a%+ 4n®

Auch fiir die (in CMS liegenden) Lote ML, HK von M bzw. H auf CS

gilt HK I ML und nach dem Strahlensatz k = . ML ; mit MC = —& er-

6 vz

halt man im rechtwinkligen Dreieck CMS zundachst

@/‘

und dann k = (2)

29y a 2 Zh

Vermittels (1) und (2) kann man a und h durch f und k ausdriicken:
Aus (2) folgt

NI

. al+ Zh

\L
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4k%(a’+ 2n%) = a’h? ,
aus (1) und (2) folgt
£%(a®+ 4n®) = k%(a®+ 2n%) , 2n%(2£%-k%)

wegen k > f kann man hieraus

2 2
a® = 2n® . 2Lk
K- f

erhalten und in (3) einsetzen. Das ergibt nach

, a’+ 2n®

ak’f? (2% KH)n®

= , h =
k2- £2 k?- £?
und damit nach (4)
W2 o 8Kk’f?
k%- £2

Aus (5) und (6) erhdlt man, wie verlangt, fir

Pyramide

2 16 . K> f

a® (k- £%) ;
fZ
k%~ 2

Division durch 2h

2n® - (4)

2

2kf

Y 2%~ K°

(5)

(6)

das Volumen V der

3
(k2= £%) « / 2£%- k2
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Fir jede Aufgabe ist die zum LOsungstext genannte Gesamtpunktzahl
beizubehalten, wédhrend die unten skizzierte weitere Aufteilung im
Sinn eines Vorschlags gegeben wird und als Grundlage zur indivi-
duellen Einschatzung der vom Schiiller erbrachten Bestandteile eines
zum Ziel fihrenden Losungsweges dient (,additive Punktvergabe",
auch bei insgesamt unvollstdandiger L&sung und ohne Festlegung auf
einen bestimmten Losungsweg. ,Erbracht" heift ,im Text ersicht-
lich", nicht nur hinein-interpretiert.)

Die hier gegebenen Ldsungstexte selbst sind als Angabe derartiger
Bestandteile eines moéglichen vollstandigen Losungsweges konzi-
piert; sie sind nicht etwa ,Musterldsungen", die in angegebener
Formulierung vom Schiiler zu erwarten waren. So sollen z.B. ,liber-
trieben genaue" Formulierungen auf Lodsungsteile hinweisen, die in
verschiedenartigen schiilergemédfen Fassungen erbracht werden kon-
nen, aber jedenfalls (bei Wahl dieses Losungsweges) nicht fehlen
diurfen. Gelegentlich enthalt der Ldsungstext auch - in Gestalt von
FuBnoten, ,Hinweisen'", ,Bemerkungen" oder in Klammern gesetzten
Texteinschiiben - Angaben, die 2zu einem vollstdandigen Losungsweg
nicht erforderlich sind. )

Das Zitieren eines ohne Beweis benutzten mathematischen Sachver-
haltes ist als ausreichender Teilschritt (anteilig) 2zu werten,
wenn es mit Ublicher oder geniligend deutlicher Kennzeichnung ge-

schieht (z.B. ,Jensensche Ungleichung", ,Winkelsumme im Tangenten-
viereck") oder durch inhaltliche Angabe erfolgt (z.B. Voraus-
setzung und Behauptung eines Satzes). Im Sinne einer Grenzfall-

Problematik ist bei Auftreten der Frage 2zu handeln, ob ein Zitat
nicht akzeptabel sei, da laut Aufgabentext ein Beweis(schritt) als
gefordert anzusehen sei. Ahnliches gilt zur Frage der Anerkennung
anschaulicher Beweismittel und zum Akzeptieren altersgerechter Be-
weislicken. Beispiel: Zwar moglicherweise Verzicht auf Beweis zu
(bzw. Herleitung aus) geometrischen Lageaussagen; aber Forderung
nach Berilicksichtigung aller Lagemoglichkeiten.

Punktverteilungsvorschlage:

311031
a) [Getrennter oder auf b) zuriickgefithrter Nachweis] .....vvv.

b) Herleitung von (z.B.) nz/(n+1)2 » (n~1)/n#*l) cossavannmsnnns
AbschlieBende Herleitung der geforderten Ungleichung .......

2
2

_2
311032 6
2
2

3
7

Zweckmédfige Fallunterscheidung .....e.ouviiiiinitiierenonnineeees
Herleitung der Teil-Punktmengen in den Fallen ......vvvuvveveenn
Zeichnung und erganzende Textbeschreibung ........ccveiivvien

311033
Herleitung (z.B.) eines Ausdrucks fiir f durch a und h:
Lage- und Langenaussagen iliber (z.B.) MG, ME ... .ivvvvinnsenss 2
" " " " " ES, HF ittt 2
Entsprechendes Vorgehen (z.B.) fr K «.v.vviiiieernneennennneaes 2
Abschliefend: Ausdriicke fir (z.B. a,h und) V durch f und k ...._2
8
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311034 Losung: 7 Punkte

a) Wenn eine rationale Zahl t die Bedingung (2) erfillt, d.h.

z =Y t + Yt eine rationale Zahl ist, so ist vyt = zz— t eben-

falls eine rationale Zahl. Nun gilt der Satzl): Ist t = ﬁ die

Darstellung von t als vollstdndig gekiirzter Bruch zweier natiir-

licher Zahlen und Yt rational, so sind n und m Quadratzahlen.
Da 1000 keine Quadratzahl ist, kénnen folglich die Bedingun-
gen (2) und (3) nicht zusammen erfiillt werden, also gibt es
keine Zahl der in a) genannten Art.

b) Wenn t eine rationale Zahl ist, die (1),(2),(3) mit n=10000
(statt n=1000) erfiillt, so folgt nach dem in a) genannten Satz,
2
dap ¢ = 100 (%)
r
mit einer zu 100 teilerfremden natiirlichen Zahl r ist. Jede so
darstellbare Zahl t erfiillt (3); ferner ist fiir sie (2) &dquiva-

/ 2
lent dazu, daf die Zahl =z = (lggJ + l%g = 49, Y100 + r

- r T r

Y
rational ist, also auch dazu, daB ¥100 + r rational ist. Es

gilt der SatzZ): Die Quadratwurzel aus einer natiirlichen Zahl N
ist. genau dann rational, wenn N eine Quadratzahl ist. Ferner
ist die Bedingung (1) fiir Zahlen (*) &quivalent zu r < 100.

Diejenigen zu 100 teilerfremden natiirlichen Zahlen r < 100, mit
denen 100 + r eine Quadratzahl ist, sind aber genau die beiden
Zahlen r = 21 und r = 69. Daher werden die in b) zu betrach-
tenden Bedingungen (1),(2),(3) von genau 2 Zahlen erfiillt (ndm-
lich von t = 10000/441 und von t = 10000/4761 ).

Bemerkung: Wird (statt der hier verwendeten Aquivalenzen) nur
von (1),(2),(3) auf diese beiden t-Werte geschlossen, so ist
dann noch umgekehrt erforderlich, zu bestdtigen, daB fiir diese
Werte die Bedingungen (1),(2) und (vor allem) (3) erfiillt sind.

v Zitat als bekannter Satz oder 2z.B. folgender Beweis: Es sei
Yt = % mit ebenfalls zueinander teilerfremden natiirlichen Zahlen
r,s. Dann folgt nr2= msz. Jede Primzahl, die Teiler von n ist, ist
nicht Teiler von m, muf also Teiler von s2 und daher von s sein.
2 .
Also kommt sie in der Zahl nr'= ms2 mit gerader Anzahl als Faktor
vor. In r und damit in rz kommt sie wegen der Teilerfremdheit von
r und s gar nicht vor, also ist sie mit der ebengenannten geraden
Anzahl in n als Faktor enthalten. Damit ist n als Quadratzahl
nachgewiesen. Ebenso beweist man, daB auch m eine Quadratzahl ist.

2)Siehe FuBnote 1) mit m=1 und t=n=N oder die FuBnote zu 311024.
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311035 Losung: 6 Punkte

Mit den Bezeichnungen AB = DC = a

und AP = x gilt fir jede Lage von P

auf AB: Nach dem Strahlensatz ver-
halten sich die Absténde des Punk-
tes S von AP und von DC wie x : a .
Hat das Parallelogramm ABCD die auf
AB senkrechte Hohe h, so hat also .S

Abb.L 311035 den Abstand - ’: ~ * h von AP.

Der Flacheninhalt von SPC ergibt sich, indem man vom Fldcheninhalt

des Dreiecks APC den des Dreiecks APS subtrahiert; er betragt also

I, - L, ., xh _ 1 _ahx
2 2 x+a 2 x+a’
a) Daher ist dieser Flacheninhalt genau dann gleich % a*h , wenn
X _ 1 . . _ _a .
X+ a-3 gilt, d.h. genau fir 3x = x + a , x = 5 also genau
dann, wenn P der Mittelpunkt von AB ist.
b) Ferner wird durch ——— = 1 - a (0 & x S a) eine streng
X + a X + a

monoton steigende Funktion von x gegeben; also ist der Flachen-
inhalt von SPC genau dann méglichst grof, wenn x moglichst grof3

ist; d.h. genau dann, wenn P = B ist.

2.Losungsweg: Da der Flacheninhalt von APC gleich dem von APD ist,
folgt durch Subtraktion des Flacheninhalts von APS: Der Flachen-

inhalt von SPC ist gleich dem von ASD. Damit ergibt sich weiter:

a) Der Flacheninhalt von ASD ist genau dann gleich einem Sechstel

des Flacheninhalts von ABCD, d.h. gleich einem Drittel des Fla-

cheninhalts von ACD, wenn AS = % AC oder, &dquivalent hiermit,
AS = % SC gilt. Nach dem Strahlensatz ist AS:SC = x:a ; somit
ist die Bedingung AS = % SC adquivalent mit x = % .

b) Bewegt sich P von A nach B, so bewegt sich S von A bis zum Mit-
telpunkt der Diagonale AC. Der Flacheninhalt von ASD wachst
hierbei streng monoton, ist also genau dann moéglichst grof,

wenn P = B ist.
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311036 Losung: 6 Punkte

Zu dem geforderten Nachweis geniigt es, unendlich viele Paare von
Funktionen anzugeben, die Bedingungen (1), (2) und (3) fiir jedes
dieser Paare als erfillt sowie je zwei dieser Paare als vonein-
ander verschieden nachzuweisen. Ein Beispiel fir eine Losung die-
ser Art ist etwa das folgende:

Fir unendlich viele (zum Beispiel alle natiirlichen) Zahlen n sei
(fn,gn) das Paar derjenigen Funktionen, die fiur alle reellen x

durch £,(x) = 1992:2% , g (x) = n'x+l

definiert sind.
Damit sind offensichtlich (1) und (2) erfiillt, (3) wird durch
(n-x+1)-1992-2*""
1992 2%

bestatigt, und fir je 2zwei n # m sind die Paare (fn,gn), (fm,gm)

= (n*x+1)*2 = (n*2x+1) + 1

voneinander verschieden, wie z.B. aus gn(1)=n+1 # m+1=gm(l) folgt.

Bemerkung: Das hier genannte Beispiel kann gefunden werden, indem

man fiur f eine Funktion mit konstantem f(x+1):f(x) = k ansetzt
(zusammen mit (2) als Beispiel eben f(x) = 1992-kx) und die Be-
dingung (3), d.h. keg(x) = g(2x)+1, durch einen linearen Ansatz
g(x) = nx+p zu erfiillen versucht, was auf knx + kp = 2nx + p + 1

fiihrt. Soll dies fir alle x gelten, so folgt kn = 2n, kp = p+l,
was mit beliebigem n (also fir unendlich viele g) durch k=2, p=1
erreicht wird. [Derartige Darlegungen zur Heuristik sind (zwar
niitzlich, aber) fir eine vollstandige Losung im einleitend genann-
ten Sinn nicht erforderlich.]

In allgemeinerem Losungsansatz kann man filir alle reellen x belie-
bige von 0 und von -1 verschiedene Funktionswerte g(x) wahlen,
ferner filiir alle x des Intervalls 0 < x < 1 beliebige von 0 ver-
schiedene Funktionswerte f(x) sowie f(0) = 1992. Dann lassen sich

Funktionswerte von f in den Intervallen n S x < n+l, der Reihe

nach fir n = 1,2,3,... unter Nutzung von f(x+1) = Eé%i%il - f(x),
sowie ebenfalls der Reihe nach fiir n = -1,-2,-3,... unter Nutzung
_ x) . - F . .
von f(x) = 2(2x)+1 f(x+1) definieren. Damit erweisen sich sofort

(1),(2),(3) als erfillt, und wegen der eingangs offenen Wahlmdg-
lichkeiten ergeben sich unendlich viele verschiedene Funktionen-

paare (f,g).
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a) Erste SchluBfolgerung, z.B.: /? ist rational .....c00000

Herleitung eines Widerspruchs zwischen [(1),] (2),(3) ....

b) Herleitung einleit.Umformung, z.B. z = (10/r)*Y100+r .....
Abschl.Nachweis, daB (1),(2),(3) f.genau 2 Werte t gelten

311035

a) Vorbereitende Ermittlung z.B. des Abstandes von S zu AP
oder der Inhaltsgleichheit von SPC mit ASD ...vvvvennn

Nachweis der Forderg. genau f.d.Mittelpunkt P von AB ...

b) " " " genau fUr P = B . .ivivivernnnnronns

311036

Angabe einer unendlichen Menge von Funktionenpaaren (f,g) .
Nachweis der geforderten Eigenschaften ..... “i s enesamenad
Nachweis der erforerlichen Verschiedenheiten ............

(Je nach Aufwand ist bei unterschiedlichen Ldsungswegen
auch eine andere Punktaufteilung moglich.)
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