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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden, Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, ‘Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar
sein, Die Gedankengénge und Schliisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

300731

In einem Lehrbuch aus dem Jahre 1525 wird sinngem&dB folgende
Aufgabe gestellt:

Ein Hund jagt- einen Fuchs, Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs
9 éprﬁnge macht, macht der Hund 6 Spriinge, aber mit 3 Spriingen
legt der Hund einen sbenso langen Weg zuriick wie der Fuchs mit

7 springen, Mit wieviel seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs
ein, wenn der Fuchs zu Beginn 60 Fuchsspringe Vorsprung hat?
Bemerkung: Es wird vorausgesetzt, daB der'Hund der Spur des

uchses fTolgt und daB beide ihren ersten Sprung gleichzeitig -
beginnen, i

300732

200 Schiler seien in Form eines Rechtecks, ndmlich in Langsreihen
zu je 20 und in Querreihen zu je 10 Schiilern, aufgestellt,

Nun werde aus jeder Querreihe ein mdglichst kleiner Schiiler her-
ausgerufen, Unter den so ermittelten 20 Schiilern werde ein még-
lichst groBer mit A bezeichnet. Die 20 Schiiler stellen sich dann
wieder auf ihre urspriinglichen Platze,

Sodann werde aus Jjeder Laéngsreihe ein méglichst groBer Schiler
herausgerufen und unter den so ermittelten 10 Schilern ein még-
lichst kleiner mit B bezeichnet, Dabei stelle sich heraus, daB

B eine andere Grofe als A hat,

Untersuche, welcher von den beiden Schilern A und B unter diesen
Voraussetzungen der groBere sein muBl
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Aus zwei gegebenen Léngen hb = 4,0 cm und Py = 4,0 cm sowie siner
gegebensn WinkelgréBe p= 20° s0ll ein Dreieck ABC konstruiert
werden, Wenn dabei D den FuBpunkt der auf AC senkrechten Héhe D
bezeichnet, sc wird gefordert:

Es gilt BD = hy. ' (1)
Der Winkel <~ ABC hat die GréBe f . (3)

(a) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC die Bedingungen (1), (2), (3)
erfillt, dann kann es aus den gegebenen Stiicken hb' pb,P
konstruiert werden;

(b) beschreibe eine solche Konstruktion!

(c) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC nach deiner Beschreibung kon-
struiert wird, dann erfiillt es die Bedingungen (1), (2),
(3)s )

(d) stelle fest, ob ein Dreieck durch die Bedingungen (1), (2),
(3) bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

a
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300734

Jemand mdéchte nach folgenden Regeln méglichst viele verschiedene
der natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 auswéhlen:
Als erste Zahl ist eine zuf#&llig gewédhlte der Zahlen 1 bis 6
zu nehmen, indem gewlGrfelt und die von dem Wiirfel gezeigte
Zahl gewéhlt wird,
Die weiteren Zahlen sollen so gewdhlt werden, daB folgendes
gilt: wenn die Auswahl von Zahlen beendet ist, so haben je
zwei der insgesamt ausgewdhlten Zahlen stets esine durch 3
teilbare Summe.

Ermittle (in Abhédngigkeit von allen Moglichkeiten der ersten Zahl)
die groBtmdgliche Anzahl von Zahlen, die man nach diesen Regeln
auswéhlen kann! -

300735

Es sei ABCD ein Rechteck mit den Seitenlingen AB = a und BC = b,
und es sei a > b, Auf AB seien die Punkte c, und D, sowie auf CD
die Punkte A, und B, derart eingezeichnet, daR die Strecken

AA;, BBy, CCy und bD, Jeweils Winkelhalbierende eines Innen-
winkels von ABCD sind, Die Schnittpunkte E, F, G, H dieser Winkel-
halbierenden miteinander seien wie in der Abbildung A 300735
bezeichnet,
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B4

Abb, A 300735

Ermittle den Fldcheninhalt I des Vierecks EFGH, wenn auferdem
vorausgesetzt wird, daB a = 8 cm und b = 5 cm gilt!

300736

Abb, A 300736

L}

Es sei ABCDEFGH ein Wirfel (vgl.
Abb, A 300736). Beweise, daB die
Abstande der Punkte A, B, C, E, ©

|
|
i und H von der Raumdiagonale DF
~Z samtlich einander gleich sind!
|
_=ele
N
N
B
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Ldsungen und Punktbewertung
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Ldsungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

300731)LEsung: "6 Punkte

Damit der Fuchs jeweils in der Zeit, in der der Hund 6 = 2-3 Spriinge
macht, einen ebenso langen Weg wie der Hund zurlicklegen kdnnte, miiB-
te er 2-7 = 14 Spriinge machen. Da er aber in dieser Zeit nur 9 sei-

, ner Spriinge macht, verringert sich dabei sein Vorsprung jedesmal um
5 Fuchsspriinge. Wegen 60:5 = 12 ist folglich genau dann, wenn das
12mal geschehen ist, der Vorsprung aufgebraucht, also nach

12-6 = 72 Spriingen des Hundes.

v
i

2. Ldsungsweg:
Der Hund hole den Fuchs mit x Spriingen ein, die dabei benttigte
Zeit sei t. Ferner bezeichne
Sy So den Weg des Fuchses bzﬁ. des Hundes,
Vis Yy die Geschwindigkeit des fuchses bzw. des Hundes, ;
tf, th die Zeit fiir einen Fuchs~ bzw. einen Hundesprung,
Sgs Sy die Linge eines Fuchs- bzw. eines Hundesprunges.
Dann folgt aus den Angaben der Aufgabenstellung
3t

£0° éth, 73f = 3sh, S, - 8§ = GUsf, S, = X"S.

Ferner folgt nach Definition der Geschwindigkeit
SRS Sp By

v, = = = v, = =
LA g T 2 : i3 T

Damit ergibt sich

3
S = 5
Sl e SR o )
G s Do t = 17 Sy
3 h
9 5 LD &
E0siEE =5, =l I SRl BT B2 . Taas oy Sl
e Ebph .
x5 =83 - 14 s =12 6 sy,
x = 72,
30 11 94-1
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Bemerkung: Als Probe kidnnen folgende Angaben dienen:
Wenn der Hund 72 Spriinge macht, macht wegen 6 : 9 = 72 : 108
der Fuchs 108 Spriinge. Wegen 3 : 7 = 72 : 168 legt der Hund
mit diesen 72 Spriingen einen Weg zurlick, dessen L3ange gleich
168 Fuchsspriingen ist, also gleich der Summe aus den 108 Sprin-
gen des Fuchses und selnem zZu Beglnn varhandenen Vorsprung von
60 Spriingen.

Zu den obigen LOsungswegen ist eine solche Probe nicht erforderlich,
da die Existenz einer Anzahl von Spriingen bis zum Einholen dem Auf-
gabentext entnommen werden kann.

Mdglich ist jedoch andererseits ein L&sungsweg, in dem - mit oder
ohne Angabe einer heuristischen Hinfiilhrung - die Anzahl von

72 Springen des Hundes genannt und durch eine Probe der eben dar-
gestellten Art bestétigt wird. Denn die (in einem solchen L&sungs-
weg nicht nachgewiesene) Einzigkeit der gesuchten Anzahl kann
ebenfalls dem Aufgabentext entnommen werden.

300732)L.8sung: : 6 Punkte

Es gibt genau die folgenden drei Mdglichkeiten:

(1) A und B stehen in derselben Lﬁngsréihe.
In diesem Fall ist B gr&Ber als A, da B in der genannten
Ldngsreihe mdglichst groB und von anderer GrioBe als A ist.

(2) A und B stehen in derselben Querreihe.
Auch in diesem Fall ist B grdBer als A, da A in der genannten
Querreihe mdglichst klein und von anderer GrdBe als B ist.

(3) A und B stehen weder in derselben Ldngsreihe noch in derselben
Querreihe.
Es sei dann C derjenige Schiiler, der in derselben Querreihe
wie A und in derselben L3ngsreihe wie B steht. Fir diesen
Schiiler gilt: 8 ist grtBer als C oder ebenso gro8 wie C, und C
ist gréBer als A oder ebenso groB wie A. Da B nicht ebenso grofB

wie A ist, folgt wieder: B ist grdler als A.

Somit ergibt sich in jedem Fall: Der griBere von den beiden Schiilern
A und B muB B sein.

Bemerkung: Es ist somit im Fall A#B stets "der kleinste der

GroBen EB) gréfer als "der grdBte der Kleinen" (A). Es folgt
hieraus sogar, daB alle "GroBen" grdBer sind als alle "Kleinen";

d. h.: Bei einem zweistufigen Wahlvorgang mit entgegengesetzten
Auswahlrichtungen der hier beschriebenen Art dominiert die Auswahl-
richtung der zuerst durchgefiihnrten Wahlstufe. Eine Schiilerldsung,
die diese Einsicht nur "geflihlsmdBig" als Begriindungsversuch bietet,
wird (je nach Qualitdt der Formulierung) zur Bewertung mit hdch-
stens 3 Punkten fiihren.



L 751
300733)LEsung: . 8 Punkieg

g

(a) Wenn ein Dreieck
ABC mit der auf
AC senkrechten H@-
he BD die Bedin-
gungen (1), (2),
(3) erfiillt, dann
ist ABD ein bei D
rechtwinkliges
Dreieck mit gegebe-
nen Kathetenldngen

. BO, AD. Der Punkt C

liegt so auf der
Geraden durch A

und D, dal BC mit

Abb. L 300733

N , BA einen Winkel
der GriBe B bildet. Also kann ABC nach folgender Beschreibung
konstruiert werden (Abb. L 300733):

(b) 1. Man konstruiert einen rechten Winkel und tr&gt von seinem

Scheitel D aus auf seinen Schenkeln die Strecken DB bzw. DA
der Ldngen hb = 4,0 cm bzw. Pp = 4,0 cm ab.

2. Man trdgt in B an BA einen Winkel der GriBe f = 20% an und
bringt seinen zweiten Schenkel zum Schnitt € mit der
Geraden g durch A und D.

(c) Wenn ein Dreieck ABC nach dieser Beschreibung konstruiert wird,

dann ist BD nach 1. (uﬁd 2.) die auf g (also auf AC) senkrechte
Héhe, und es gilt (1) sowie (2). Nach 2. wird auch (3) erfiillt.

(d) Der nach 2. zu konstruierende Winkel kann nach beiden Seiten

van BA angetragen werden. Je nachdem, ob sein zweiter Schenkel
auf derselben Seite von BA wie D liegt oder nicht, erh&lt manl
als C einen Punkt C; bzw. C,. Wegen S?ENEI < 90° und $5FEEE> 90°
sind die Dreiecke ABC1 und ABC2 nicht zueinander kon-

gruent.2 Also ist ABC durch die Bedingungen (1), (2), (3)

nicht bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Dies kann der durchgefiihrten Konstruktion entnommen oder daraus

erhalten werden, dafl ABD ein gleichschenklig-rechtwinkliges Drei-
eck ist und B < 459 gilt.

Wegen <FABC; < <BAC, und 5AC;B < << BAT sind die Dreiecke
auch nicht &ongruent 6ei Zuordnung der Eckpunkte in einer anderen
Reihenfelge als A,B,C1 und A,B,Cz. Diese Aussage wird nicht vom
Schiiler verlangt.

3
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300734)LGsung: 7 Punkte

1. War die erste Zahl eine 3 oder eine 6, so gilt:
Als weitere Zahlen kann-man genau solche auswidhlen, die eben-
falls durch 3 teilbar sind; denn genau dann haben auch Je zwei
der insgesamt ausgewdhlten Zahlen eine durch 3 teilbare Summe.
Da unter den Zahlen von 1 bis 1000 genau die Zahlen

1RASEE= 5 1l 250 = 6 N Sl S S BERS N =1R9.9/9)

durch 3 teilbar sind, betr#gt im Fall der Anfangszahlen 3, 6
die gesuchte griBtmigliche Anzahl auszuwdhlender Zahlen 333.

2. War die erste Zahl eine der Zahlen 1, 4; 2, 5, so gilt:
Diese Zahlen lassen bei Division durch 3 den Rest 1 odéer’'2; d.h.,
sie sind mit einer natiirlichen Zahl n von der Form 3n+l bzw.
3n+2., Flir die zweite Zahl gibt es dann jeweils genau die Mdglich-
keit, eine Zahl der Form 3m+2 bzw. 3m+l zu wdhlen, da genau hier-
bei die Summe 3(m+n)+3 durch 3 teilbar wird. Jede weitere Zahl
wiirde diese Regel aber verletzen; sie wdre ndmlich von einer der
Formen 3k, 3k+l, 3k+2, und dann wdre mit h = n oder mit h = m
die betreffende der Summen

# 3h+l + 3k = 3(h+k)+1,
3h+l + 3k+1 = 3(h+k)+2,
3h+2 + 3h+2 = 3(h+k+1)+1
nicht durch 3 teilbar.

Also betr#gt im Fall der Anfangszahlen 1, 4; 2, 5 die gesuchte
gréBtmdgliche Anzahl auszuw#dhlender Zahlen 2.

300735)L8sung: 7 Punkte

Da AAl, BBl’ CCl, DD1 die rechten Winkel bei A, B, C bzw. D hal-

bieren, folgt: Die Dreiecke AAlﬂ, BBIC, CClB, DDlA haben jeweils
zwei Innenwinkel der GriBen 900, 45°, Also hat auch Jjeweils der
dritte Innenwinkel die Griife 450; die Dreiecke sind gleichschenklig-
rechtwinklig mit der Kathetenld@nge b. Somit sind ADlAlD und 018081
Quadrate der Seitenlinge b. Da ihre Diagonalen einander gleichlang
sipd und sich gegenseiti§ halbieren, folgt
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W R O < B < OF < OF < O - OpF.

Ferner sind ADH, BCF sowie CIDIE und AlBlG Dreiecke mit zwei Innen-
winkeln von je 450, also ebenfalls gleichschenklig-rechtwinklig.
Dabei ist )

chl = AB - Cl - BD1 = g - 2(a=b) = 2b - a,
und die gleiche L&nge hat AlBl; folglich ist

ClE = lE = AlG = BlG.

Also ist EFGH ein Viereck mit vier Innenwinkeln von 90° und mit

HE = AG = FE = FG,
d. h. ein Quadrat. Seine Diagonalenlinge betr#gt

d = AF = Efl = a~b = 3 cm,
da AH und ClF einander gleichlang und parallel sind, also AClFH ein
Parallelogramm ist.
Da im Quadrat EFGH die Diagonalen gleichlang und senkrecht zueinan-
der sind und einander halbieren, hat in jedem der beiden Orei-
ecke HFE, HFG die zu HF senkrechte HGhe die L#nge %. Die Summe der
Flicheninhalie dieser beiden Dreiecke, d. h. der gesuchte Fli#chen-
inhalt von EFGH, betrdgt folglich

1 =142 24,5 cn?.

Bemerkung: Da man auch fiir andere Teilfldchen einfache Werte des
Fl3cheninhaltes finden kann, ergeben sich zahlreiche andere An-
sitze, I durch Addition oder Subtraktion derartiger Fl&#cheninhalte
zu ermitteln.

300736)L8sung: 6 Punkte

Die Dreiecke ADF, BFD, CDF, EFD, GFD und HDF werden jeweils durch
die Raumdiagonale DF, je eine Kdérperkante (AD, BF, CD, EF, GF bzw.
HD) und je eine Flichendiagonale (AF, BD, CF, ED, GD bzw. HF) des
Wirfels begrenzt. Sie stimmen also in ihren drei Seitenl&ngen
iiberein und sind folglich nach (sss) s#mtlich zueinander kongruent.
In jedem dieser Dreiecke ist der betreffende Abstand die L&nge der
Héhe auf der l#ngsten Seite; demzufolge sind diese Abstdnde sd@mtlich
einander gleich.



