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Olympiadeklasse 7

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
] den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, missen alle
-verwendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen
werden. Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. Die Gedankenginge und Schlisse sind in logisch
und grammatisch einwandfreien Satzen darzulegen.

290721

Susi geht einkaufen. Von dem Geld, das ihr die Mutter gegeben
hat, gibt sis 30 % im Fleischerladen aus; im Milchladen bezahlt
sie mit einem Viertel desjenigen Betrages, den ihr die Mutter
gegeben hatte. Im Gemiiseladen braucht sie genau vier Finftel
desjenigen Betrages, den sie im Fleischerladen bezahlt hatte,
Beim Backer schlieBlich gibt sie doppelt so viel Geld aus, wie
sie danach als Restbetrag wieder mit nach Hause bringt.

Von diesem Restbetrag gibt ihr die Mutter die H&lfte, nZmlich
genau 1,05 M, damit sie sich ein Softeis kgufen kann.

Ermittle den Geldbetrag, den Susi zu Anfang von der Mutter be-
kommen hatte! %)

290722

An einem FuBballturnier nehmen genau 14 Mannschaften teil. Jede
Mannschaft trégt gegen jede andere genau ein Spiel aus, Gewinnt
eine Mannschaft, so erhilt sie 2 Gewinnpunkte und ihre Gegner-
mannschaft 2 Verlustpunkte. Geht ein Spiel unentschieden aus, so
erhdlt jede der beiden Mannschaften je einen Gewinnpunkt und
einen Verlustpunkt, |
a) Nach AbschluB aller Spiele kann man fdr jede Mannschaft die
Summe aller derjenigen Punkte bilden, die sie erhalten hat,
gleichgiiltig, ob es Gewinn- oder Verlustpunkte waren. Weise
nach, daB dabei jede der 14 Mannschaften dieselbe Summe er- -

halt, und gib diese Summe an!
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b)

Nach AbschluB aller Spiele kann man auch die Summe aller Ge-
winnpunkte bilden, gleichgﬁlt;g, welche Mannschaften sie er-
halten haben. Weise nach, daB bei jeder Mdgiichkeit fir die
Ergebnisse der einzelnen Spiele des Turniers dieselbe Summe
aller Gewinnpunkte entsteht, und gib diese Summe an!

c) An einem anderen Turnier mit denselben Reéeln der Punktvergabe

nahm eine andere Anzahl von Mannschaften teil, Wieder trug
jede Mannschaft gegen jede andere genau ein Spiel aus. Kann
als Summe aller Gewinnpunkte, wie in b) gebildet, dabei 432
entstehen? Begrinde deine Antwort!

290723

Die Abbildung A 290723 zeigt zwei
Punkte P, Q und ihre Bildpunkte P*,

Q' bei einer Verschiebung., Durch Q'
ist eine Gerade g gelegt. Ferner seien
o und [} die GréBen der in der Abbil-

) ’/’ﬁ dung gekennzeichneten Winkel,

Ermittle eine GroBenangabe fur g,
ausgedriickt durch a und [3 !

Abb. A 290723

290724

a)

b)

c)

d)

\

Ermittle alle Mdglichkeiten, an die Zahl 331 eine vierte Zif-
fer so anzufiigen, daB die entstehende vierstellige Zahl durch
3 teilbar ist!

Stelle fest, ob man an die Zahl 331 eine Ziffer 6 oder mehrere
Ziffern 6 so anfigen kann, daB die entstehende Zahl durch 3
teilbar ist!

Untersuche, ob es mehr als 250 dreistellige Zahlen gibt, aus
denen durch Anfigen von vier Ziffern 7 jeweils eine durch 3
teilbare Zahl entsteht!

Beweige, daB man aus jeder dreistelligen Zahl durch Anflgen
von einer Ziffer 7 oder von mehreren Ziffern 7 jeweils eine
durch 3 teilbare Zahl erhalten kann! %
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Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lésungen fir die
.4, Stufe gelten auch fir die 2, Stufe,

290721) Lssuhg: 9 Punkte

Da von dem Restbétrag,‘den Susi wieder mit nach Hause brachte,
die Hdlfte genau 1,05 war, ergibt sich, daB dieser Restbetrag
selbst 2,10 M betragen hat, Doppelt so viel, alsoc 4,20 M, gab
Susi beim Bécker aus. Nach dem Einkauf im Fleischer-, Milch- und
Gemiiseladen hatte sie also noch 4,20 M + 2,10 M = 6,30 M,

Im Fleischerladen gab sie 30 % des Betrages aus, den ihr die
Mutter urspringlich mitgegeben hatte; im Gemlseladen vier Funftel
von diesen 30 %, das sind also 24 % des urspringlichen Betrages.
Im Milchladen gab sie ein Vviertel, d. h., 25 % des urspriinglichen
Betrages aus. Dasher gab Susi in diesen drei L&den zusammen

30 % +25 % + 24 % = 79 % des urspringlichen Betrages aus;
folglich waren die 6,30 M, die ihr nach diesen drei Einkaufen
verblieben waren, 21 % des urspringlichen Betrages- War G dieser
Betrag, so gilt also : '

T8 + © = 6,30 M und daher G = 2435 100 yy . 30 1,

2. Lbsungsweg: Hat Susi urspringlich x Mark erhalten, so folgt
(alle Angaben in Mark):

Ausgabe beim Fleischer Tg X

Augsgabe im Milchladen % X

Ausgabe im Gemlseladen g . T% X
Ausgabe fir Softeis 1,05

Bei der Mutter verbleibender

Betrag & 1,05

Ausgabe beim Backer 2¢(1,05 + 1,05)
Da hiermit der gesamte Betrag x erfaBt ist, folgt

Ig X + % X + é% X + 2,10 + 4,20 = x,

30 11 18-1 , 1
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nach Multiplikation mit 100 also
30x + 25x + 24x + 630 = 100x,
21x = 630,
x = 30,
Also hatte Susi urspringlich 30 M von der Mutter erhalten.

Probe: Von den 30 M gab Susi aus:
beim Fleischer 9,-- M,
im Milchladen 7,50 M,
im Gemiseladen 7,20 M,
beim Backer 4,20 M,

27,90 M.
Also brachte sie 2,10 M nach Hause; die H&lfte davon sind 1,05 M.

T

Eine Probe ist nicht zu einer vollsténdigen Lbsung der Aufgabe
erforderlich, da dem Aufgabentext entnommen werden kann, dab
sich die Tellbetrige so zum Gesamtbetrag zusammensetzen, wie
im Text angsgeben.

290722) Losung: 11 Punkte

a) Jede Mannschaft erhalt in jedem Spiel 2 Punkte. Sie spielt im
Turnier 1n§§esamt-13 Spiele. Die Summe eller Punkte, die sie
im Turnier 3rhalt, betragt daher 2.13 = 26.

b) Da nach a) jede der 14 Mannschaften 26 Punkte erhélt, werden
" im Turnier insgesamt 14.26 Punkte vergeben. Von diesen sind
genau die Halfte Gewinnpunkte, de dies fir jedes einzelne
Spiel zutrifft, gleichgiltig welches Ergebnis es hatte. Bei
jeder Moglichkeit fir die Ergebnisse betrdgt die Summe aller

Gewinnpunkte daher l&é&é a 1413 = 182,

¢) War x die Anzahl der Mannschaften, so erhalt analog zu a)
jede Mannschaft 2+(x-1) Punkte. Die Summe aller Gewinnpunkte
betragt analog zu b) daher Xe2:(x-3) . x.(x-1). Sie kann also
nur dann 432 betragen, wenn es eine natirliche Zahl x gibt,
for die x.(x-1) = 432 gilt.

1. Fortsetzungsmbglichkeit: Fir alle natiirlichen Zahlen x = 21
ist xe(x=1) S 21.20 = 420 < 432, fOr alle x % 22 ist
xe (Xx=1) 2 22.21 = 462 > 432,
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2, Fortsetzungénﬁgliehkeitz Alle Zerlegungen von 432 in zwei
Faktoren, die natiirliche Zahlen sind, lauten
432 = 16432 v 20216 ® 30144 = 44108 = 672
= Be54 = 9¢48 = 1236 3 16427 = 18.24,
In keiner dieser Zerlegungen haben die Faktoren die Differenz 1.

Nach beiden Méglichkeiten folgt: Als Summe aller Gewinnpunkte
kann 432 nicht auftreten.

290723) Ligungs 7 Punkte

Ist S der Scheitel des gekennzeichneten Winkels der GréBe [3, so -
ist X SP'Q" der Scheitelwinkel des gekennzeichneten Winkels der
GroBe o, Daher ist auch XSP'QT = q. ,

Nach den Eigenschaften jeder verschiebung ist die Gerade durch
P*, Q' parallel zur Geraden durch P, Q. Daher gilt nach dem.
Stufenwinkelsatz IP Q'S = y. Aus dem AuBenwinkelsatz, angewandt
auf Dreieck P*Q’'S, folgt dahera+ = [} und somit = [ =a.

290724) Losung: i3 Punkte

a) Die Quersumme von 331 betrdgt 3+3+1 = 7, Durch Anfigen einer
viaerten Ziffer entsteht genau dann eine Zahl, dersn Quersumme
durch 3 teilbar ist, wenn diese Ziffer 2 betragt oder sich
von 2 um ein Vielfaches von 3 unterscheidet. Nach der Teil~-
barkeitsregel, daB eine Zahl genau dann durch 3 teilbar ist,
wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist, ist damit bewiesen:
Alle gesuchten Miéglichkeiten fir die anzufiigende vierte Zif-
fer sind 2, 5, 8.

b) Da 6 durch 3 teilbar ist, entsteht aus der Quersumme 7 durch
ein- oder mehrmaliges Addieren von 6 stets wieder eine Summe,
die ebenso wie 7 nicht durch 3 teilbar ist. - Also kann man
durch Anfigen von einer Ziffer 6 oder von mehreren Ziffern 6
an die Zahl 331 keine durch 3 teilbare Zahl erhalten,

c) Wegen 7+7+7+7 = 28 entsteht aus einer Zahl durch Anfigen von

‘vier Ziffern 7 dann eine durch 3 teilbare Zshl, wenn die
Quersumme der Zahl, an die die vier Ziffern 7 angefiigt wurden,
2 betrégt oder sich von 2 um ein vielfaches von 3 unterschei-
det. Eine solche Zahl ist zum Beispiel 101, also ist 1017777
durch 3 teilbar, ‘ \
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Hat man eine derartige Zahl, wie 101 es war, so kann man eine
weiters finden, indem man 3 addiert; denn fir die Zahl mit’
den vier angehéngten Ziffern 7 bedeutet das ein Addieren von
30000, und dabei entsteht aus der béreits durch 3 teilbaren
vorigen Zahl wieder eine solche.
Addiert man zu 101 (mindestens) 250 mal 3, so erhdlt man
(hindestens) 101+3 = 104, 101+42°3 = 107 ,..., 101+250+3 = 851,
Es gibt folglich mehr als 250 dreistellige Zahlen mit der in
c) genannten Eigenschaft.
d) Fir jede dreistellige Zahl liegt einer der folgenden Fidlle
vor:
1. Fall: Die Quersumme der Zahl ist durch 3 teilbar. In diesem
Fall entsteht durch Anfiigen von drei Ziffern 7 wieder eine
durch 3 teilbare Zahl,
2. Fall: Die Quersumme der Zahl ist von der Form 3n+l mit
einer natirlichen Zahl n. In diesem Fall entsteht durch An-
figen von zwei Ziffern 7 eine Zshl, deren Quersumme 3n+1+7+7 =
3n + 15 durch 3 teilbar ist.
3, Fall: Die Quersumme der Zahl ist von der Form 3n+2. In
diesem Fall entsteht durch Anfiigen einer Ziffer 7 esine Zahl,
deren Quersumme 3n+2+7 = 3n + 9 durch 3 teilbar ist. :
Damit ist fiir jeden méglichen Fall der verlangte Beweis gefiihrt,

Bemerkung: Es gibt mehrere z, T. einfachere Varianten der Beweis- -
fuhrungen. So kann man z. B, in c¢) sogleich ohne heuristische
Hinfihrung mit der Feststellung beginnen, daB 1017777 durch 3
teilbar, also 101 eine im Sinne der Aufgabenstellung geeignete
Zahl ist, und (statt des Motivs, auf die Addition von 30000 zu
schlieBen) fir das Auffinden weiterer Zahlen die Variante der
Teilbarkeitsregel heranziehen, daB jeweils eine Zahl und ihre
Quersumme bei Division durch 3 den gleichen Rest lassen.



Empfehlung fir die Punktverteilung
oKL 7 Gesamtpunktzahl: 40

290721

Angabe eines (ersten) wesentlichen Ermittlungsschrittes
(z. B.: Schluf auf 21 %; Gewinnung einer Gleichung 0. &.) «..
AbschlieBende Ermittlung des Betrages (als Grundwert zu
Prozentsatz, -wert bzw. Ldsung der Gleichung) ccscecscccocccece

290722

Ermittlung 8) ceccsccscssccccsaccsssscocsccenssscessassccssns
Ermittlung D) eccocesocscscoccscccscscsscatssceesovsssvcsscces
¢) SchluB auf x(x-1)=432 (oder gleichwertige Aussage) scceecs

UnmdglichkeitsnachWeis seceescceccescrccncosccccsccsocccsse

290723

Ermittlung weiterer WinkelgroBen (z. B. bei P', Q') ceovecces
Herleitung der gesuchten Formel secssrscssssssrscscnnssversee

290724

Ermittlung B8) eccesceveccscssscscssscscoscoccscacvscssscnsccese
Herleitung der verneinenden Antwort zu D) ccececovesssscocsce
¢) Herleitung von Rest 2 mod 3 (in irgendeiner Formulierung).

Nachweis von mehr als 250 Zahlen cceccesccccsccenccscacsce
d) Aufbau der Fallunterscheidung (oder gleichwertiges Vor-

gehen) PP 80 CsF 00000000000 CIN0080080000000060608008000 0000088000

Durchfﬁhrung der Bewoise .secvevscocsscesvecsssersosscncnne
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