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Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem Schulunterricht oder
den Arbeitsgemeinschaften bekannt sind, miissen alle ver-
wendeten Aussagen prézise formuliert und bewiesen wer-
den, Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
Die Gedankengénge und Schlisse sind in logisch und gram-
matisch einwandfreien Sétzen darzulegen.

281241
Man ermittle alle reellen Lésungen (x,y,z) des Gleichungssystems
2 4+ y2 4 22

X + 2y + 3z =\/ 14,

= 1,

281242

Man untersuche, ob es zu jeder natirlichen Zahl n = 1 Jjeweils eine
Funktion f gibt, die die folgenden Bedingungen erfullt:
(1) Die Funktion f ist fur alle reellen Zahlen x definiert.
(2) Es gibt eine reelle Zahl x mit f(x) # O.
(3) wenn man Funktionen L) f2, oo fn+1 durch die Festsetzungen
definiert, fir alle reellen x gelte
fi(x) = f(x)
sowie
fk+1(x) = f(fk(x)) fir k = 1, ..., n,

dann gilt fur alle reellen x die Gleichung

n
a f(x) = £ 1(x).

30 10 64-1
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281243

Man ermittle alle diejenigen konvexen Vielecke P1P2...Pn, in deren

Inneren ein Punkt X existiert, fur den Plx2 + PZX2 + oeee * an2

gleich dem doppelten Flécheninhalt von P1P2...Pn ist,
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4, stufe (DDR-Olympiade)
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281244 .

Um einen Tresor zu dffnen, ist eine unbekannte dreistellige Zahlen-
kombination (al,az,as) einzustellen, wobei die drei Zahlen unab-
héngig voneinander eingestellt werden koénnen und fir jede der drei
Zzahlen genau 8 Werte moglich sind. Infolge eines Defektes of fnet
sich aber der Tresor bereits immer genau dann, wenn eine einge-
stellte Kombination (kl'k2'k3) mindestens zwei der drei Bedingun-
gen ky; = a, (i=1,2,3) erfillt. .
Man ermittle die kleinste Zahl N, fur die es N Kombinationen gibt,
bei deren Durchprobieren der Tresor in jedem Fall (d. h. fur jede
unbekannte Kombination (31'32'83)) sich 6ffnen muB.

281245

Fiir ein Tetraeder ABCD werde vorausgesetzt, daB der Mittelpunkt M
der Umkugel des Tetraeders im Innern des Tetraeders liegt. Die Ver-
bindungégerade von M mit jeweils einer Tetraederecke A,B,C bzw. D
schneide die Seitenfléche des Tetraeders, die der betreffenden

Ecke gegeniiberliegt, in A',B',C’ bzw. D'. Der Radius der Umkugel
sei r.

Beweisen Sie, daB aus diesen Voraussetzungen stets

AA'+BB'+CC'+DD'3-1—§r
1

folgt

von den nachstehenden Aufgaben 281246 A und 281246 B ist genau
eine auszuwahlen und zu ldsen:

281246 A

Man beweise: Fir jede natirliche Zahl n > 1 und fur je n+2 reelle
Zahlen p,Q,84, 0«08, die

0<p = ai‘i q (L =1,...,n) - (1)

erfillen, gelten die beiden uUngleichungen

30 10 64-1
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n n 2
SEROMEREN M SERS J2] Em2 @

(Hinweis: Zu reellem x bezeichnet wie uUblich [x] die ganze Zahl
[x] =g mit g 5 x < g+1).
Man ermittle ferner zu gegebenen n,p,q mit O < p = G alle die-

jenigen a, mit (1), fur die in (2)

i
a) zwischen der ersten und zweiten Zahl,
b) zwischen der zweiten und dritten Zahl

das Gleichheitszeichen gilt.

281246 B

Man ermittle die gréBtmogliche Anzahl von Quadraten der Seiten-
léange 1, die sich in ein gegebenes Quadrat der Seitenlénge 1,99
legen lassen, ohne Uber dessen Rand hinauszuragen und ohne sich
gegenseitig zu Uberlappen.
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Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -
281241) Ldsung: 5 Punkte

I. wenn ein Tripel (x,y,z) reeller Zahlen das Gleichungssystem
x2 + y2 + 22 = 1, (1)
X + 2y + 3z =\/I? ‘ (2)
lost, so folgt:
Nach (2) ist
X =\/IE - 2y - 3z; (3)
hieraus und aus (1) folgt

0= (V14 - 2y - 32)2 + y2 + 2% -1

= 10. (2% + Byz - F2VId + 32 - Ey Vi« B
3 3 2 72 1 1
= 10((z + zY - -1_.6\/14) + 55y - EY\/14 + 2—5-)

3 3 2 7 1 2
= 10-(z + Zy - 36"1‘) + §'(Y - 5V14)".

Dies ist nur moglich, wenn die beiden Gleichungen

z + 2y = 15 V14, (4)

y = 3\/1a (5)
gelten. Aus (4) und (5) folgt
Lz (- 3R VIS - VA4, (6)
aus (5), (6) und (3) folgt

x= (1-%-3)Via = Va4, (7)

II. Umgekehrt folgt aus (5),(6),(7), daB
Xz + y2 + 22 = I% + % + I% = 1
und
1 2 9
X + 2y + 3z = ('-1—4-4» 7+i-z)\/14 =\/14

gelten, also (1) und (2) erfiullt sind.

30 10 64-1
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Daher hat das Gleichungssystem genau die Losung

(x.y.2) = (75V14, 314, $3Vi4)

(= (_1_.., 2 i)).
V1i4 V14 V14
Anderer Ldsungsweg in I.:

Durch Subtraktion der mit —— multiplizierten Gleichung (2) von
N Via

1,4, 09

der Gleichung (1) und Addition von 2 tiz*12°-1 folgt

|
2 2% 1 2 4 4 2 6z
(x-—+—-)+(y-——!+—-)+(z-——+—)=1-2+1,
Via 14 Via 14 Via 14
1 .2 ) 2 2 3 2
(x = =)+ (y - —=)" + (z - ==) 0
Via Vi V1i4
und daraus (5),(6).(7).
281242) Ldsung: 6 Punkte

Es gibt zu jeder natirlichen Zahl n =1 jeweils eine derartige
Funktion f. Um dies nachzuweisen, genugt es, jeweils zu n eine
Funktion f zu definieren und fir diese die Bedingungen als erfillt
nachzuweisen.

1. Beispiel:
Man beweist zunédchst, daB (jeweils zu n) eine reelle Zahl a # O

mit

1+8+...+a"1.4g" (4)

existiert. Diese Aussage ergibt sich etwa daraus, daB die fur
alle reellen x durch

g(x) = x" - 1o ax-1

definierte Funktion g einerseits g(0) < O, andererseits

lim g(x) = + e erfullt und stetig ist, also eine positive Null-
X—+ oo

stelle a haben muB.

Dann definiert man f fir alle x durch
f(x) = a + x

und erhalt hierfiur sofort (1){(2) sowie wegen

fl(x) = ax, fz(x) = aax. cees fn(x) = a'x, fn+1(x) = a"*ix

und (4) auch
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n
= Be n-1, ~ _ _..n, - .
E;% f(x) =a-(1 +a+ ... +a )°X = a-<a -x fra1(x).

also (3).

2. Beispiel:

Man wahlt Zahlen a a mit O < a, < <

1° 82, veay n 1 82 eee < an
und definiert eine mit diesen Zahlen beginnende Folge
(33)3.1,2,3, ...

~ch
+ a

+ ... + @ (i =0,1,2,...). (5)

8i+nel T i+ i+2
Durch vollstéandige Induktion erweist sich diese Folge im Fall
n = 1 als konstant, im Fall n > 1 als streng monoton steigend,
Also wird durch

i+n

ay,1+ wenn ein i € {1.2,...} mit x = a, existiert

f(x) =
6] sonst

eine Funktion f fur alle reellen x definiert, d. h. (1) erfillt;
sie erfuillt auch (2). Ferner ergibt sich: Einerseits ist fur
jedes x = a;
filay) = 25,40 fa(8y) = a5 50eees fr(ay) = 8 0

Faea(@y) = 850400 (6)
andererseits ist fir jedes x, zu dem kein i € { 1,2,...} mit
i existiert,
fl(x) = fz(x) = ... = fn(x) = fn+1(x) = 0. (7)

Mit (6),(5) sowie mit (7) ergibt sich (3) fur alle x.

X = a

281243) Losung: 7 Punkte

FUr je drei Punkte Pis Pj' X, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen, gilt wegen sin 3P XP Y
>

— U A —
X+ PRS- 2P X-FiXesin FPXPL 2 (PR - PUX)° 2 0. (1)

In der ersten Ungleichung in (1) steht das Gleichheitsszeichen

genau im Fall <):P1xPJ

P

= 90°%, in der zweiten genau im Fall

PiX = ij'
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Da 2 Pix-PJx-sin 3 P,XP. der Flacheninhalt des Dreiecks P XPJ

2 iy i

ist, besagt dies:
5 (Pix2 + PJXZ) ist stets groBer oder gleich dem doppelten
Flédcheninhalt von P;XP.; das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wenn P{XP, ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
mit dem rechten winkel bei X ist. (2)

Es sei nun P1P2...Pn ein beliebiges konvexes Vieleck und X ein
beliebiger Punkt in seinem Innern. Wendet man die Aussage (2) auf
alle (i,j) = (1,2),(2,3),+..,(n-1,n),(n,1) an, so folgt:

—_— 2 —
P1X + P2X + eee + PnX

| [ — } ;L. ] 1, 2 2 | [ '}
= E(Plx +PoX )+ i(PZX +P3X Jteoot E(Pn_lx +an )+ E(Pﬁx +P, X )

ist stets groBer oder gleich der Summe der doppelten Flachen-

inhalte von P,XP,, P XP3,.... P _,XP , P XP,, d. h. groBer oder

gleich dem doppelten Flacheninhalt von Ple...Pn; das Gleichheits-
zeichen gilt genau dann, wenn alle Dreiecke PiXPJ «i,j) =

-(1.2),(2,3),...,(n-1,n),(n,1)) gleichschenklig-rechtwinklig mit
dem rechten Winkel bei X sind.
Da die Summe der bei X liegenden Innenwinkel in diesen Dreiecken
360° betrédgt, ist die Glltigkeit des Gleichheitszeichens nur fir
n = 4 erreichbar, und dabei sind die Bedingungen

- = = ° =
<;P1XP2 <:P2xP3 e=P3XP4 f 90", Fl sz = P3x = P,X genau

dann erfullt, wenn P1P2P3P4 ein Quadrat und X sein Mittelpunkt
ist.

Die gesuchten konvexen Vielecke, die die geforderte Bedingung
erfillen, 'sind also genau alle Quadrate.
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281244) Losung: 8 Punkte

Fir eine Kombination k = (k1,k2k3) werde genau dann gesagt, sie
“"Uberdecke" (al.az,e3), wenn sie mindestens zwei der drei Bedin-
Jngen ki = a erfullt. Die 8 moglichen Werte der a, seien 0.B.d.A.
die Zahlen 0,1,...,7.
I. Es seien S,T,U die Mengen
s = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)},
T=1{(0,0,2),(0,2,0),(2,0,0),(2.2,2)},
U={ (0,0,0),(4,4,4)}.
‘Die 32 Kombinationen
k =8+t +u (s €8s, teT, ueu)
bilden ein Beispiel fur Kombinationen, mit denen alle 83 Kombi-

. nationen (31'32'53) iberdeckt werden. Um dies zu beweisen, sei
eine beliebige dieser Kombinationen (81,82,53) betrachtet. Man
setze zunéchst

(0,0,0), falls mindestens zwei
u = (ug.uy,ug) = ag.a, S 3 sind (m#n),| (1)
(4,4,4) sonst.
Hiernach gibt es stets zwei Indizes m<n so, daB fiur i = m
und far 1 = n gilt: Die Zahl
b, = a;, - uy (2)

erfillt O = bi S 3; also existieren

s, € {0:1}, ty € { 0:2}. (3)
mit

bi =8 + . . (4)
Fir jede Moglichkeit des Indexpaares (m;n) = (1;2),(1;3),(2;3)
und fur jede gemdB (3) bestehende Moglichkeit der si. by findet
man nach Definition von S und T ein s = (31,32,33) € S und ein

t = (tl'tZ't3) € T, in denen s_, s bzw. t , t_ gerade die

30 10 64-1 N
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Zahlen aus (3) und (4) sind. Die hiermit sowie mit u aus (1) ge~
bildete Kombination k = (kl'k2'k3) =8 + t + u erfullt nach (4)
und (2) die beiden- Bedingungen

ky =84 +t; +u, = by +u; = a; (i =m, n),

w.z.b.w.

II1. Angenommen, es existiere eine Menge K von hdchstens 31 Kombi-
nationen, mit denen alle 8> Kombinationen (al,az,as) uberdeckt
werden. Aus dieser Annahme 1aBt sich z. B. folgendermaBen ein
Widerspruch herleiten:

Zunachst folgt, daB fur mindestens einen der 8 Werte p = 0,...,7
die Menge P aller (p,y.z) (y.,z € {0,...,7}) hochstens drei Kombi-
nationen aus K enthélt. Daher gibt es erst recht drei paarweise
verschiedene Zahlen c,d,e so, daB aus (k1'k2'k3) ¢ K und ky = p
stets k, € {c,d,e} folgt, und es gibt zahlenl f,g,h so, daB aus
(kg kp.kg) € K und kg = p stets ky € { f,9.,h} folgt.

Die Menge aller
(P.y.2) (ye{O0,....7}\ {c.d,e}; z€{0,....7}\ (f,g,h}) (5)

enthélt mindestens2 (8-3)-(8-3) = 25 Kombinationen. Jede von ihnen
wird nach Annahme durch ein (kl'kZ'k3) € K uberdeckt. Nach wahl
der ¢c,...,f ist das nur mit k1 # p und folglich jeweils nur mit
ky =y, k3 = z moglich; somit miissen zu je zwei voneinander ver-
schiedenen Kombinationen (5) auch zwei voneinander verschiedene
iiberdeckende Kombinationen aus K gehéren. Damit ist gezeigt, daB
es mindestens 25 Kombinationen (ki'kZ'kS) € Kmit ky ¢ { c.d,e}
geben muB und folglich hochstens 31-25 = 6 mit kze { c,d,e} geben
kann. .

wegen der paarweisen Verschiedenheit der c,d,e folgt nun, daB far
‘mindestens einen der 3 Werte q = c,d,e die Menge Q aller (x,q,z)
(x,z € {0,...,7})h6chstens zwei Kombinationen aus K enthalt.
Analog wie bei P ergibt sich hieraus die Existenz von mindestens
(8-2)-(8-2) = 36 Kombinationen in K und damit ein Widerspruch.

Mit I., II. ist als gesuchte kleinste Zahl N = 32 nachgewiesen.

1 von f,g,h wird im weiteren Beweis keine paarweise Verschieden-
heit bensétigt (obwohl sie auch erreichbar wére). ’

2 vgl. Anmerkung 1. .

2
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281245) Losung: 7 Punkte

Bezeichnet man die Volumina der Tetraeder ABCD, MBCD, MACD, MABD
bzw. MABC mit V, Vie Vo Vs bzw. V,, so gilt Vi:> 0 (i=1,2,3,4) und

V, +V, + V, +V, = V. (1)

1 2 3 4
Sind h,, h,, h; bzw. h, die Léngen der Hohen des Tetraeders ABCD

beziglich der Grundflachen BCD, ACD, ABD bzw. ABC und h1', h
h

: 2’
3' bzw. h4' die Langen der Hohen der Tetraeder MBCD, MACD, MABD
‘w. MABC beziglich derselben Grundfléchen, so gilt

V. h, '

- h_i— (1 = 1,2,3,4). (2)
Die Lote von A und M auf die Ebene durch B,C,D sind zueinander
parallel; daher liegen sie mit der Geraden durch A,M,A' in
einer Ebene, und aus dem Strahlensatz folgt die erste der

Gleichungen
MAT _ M1 MDT h,' (3)
AA'’ “1 oD* “4

die uUbrigen ergeben sich analog fur B,C bzw. D statt A,
‘Aus (1),(2),(3) folgt

MA . MB' N MC* i MD* =1,
AN BB' C’ oD*
wegen MA = MB = MC = MD = r also
AA' - . BB' - r | CC' - r N bp' - r _ 1,
AA'’ B' [} DD’
. - + —t + = + i . %. (4)

AA* BB’ cc' DD’
Da das harmonische Mittel der vier Kantenléngen AA',...,DD' nicht
groBer als ihr arithmetisches Mittel ist, gilt

4 < AA' + BB' + CC' + DD'
1 1 1 1 4 .
— i — + —
AA' BB’ cc” oD*
Hieraus und aus (4) folgt
3 . EBET . 5T . TBET 2 16 - 18
AA' + BB' + CC' + DD' = T T T — ==z,
i —_— e e e
AA" BB’ cc' D'

w.zZ.b.w.

Juw e ma dsar 4\‘-..[‘ A o~ /.f, i -~
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281246 A) Losung: 7 Punkte

Die zweite Zahl in (2) ist die Zahl

a a a a a a a
Z= 1+ (32 02h) v (24 E) teaes (2=t ) s (2 D
1 2" 1 3 1 8h-1 8 @
a a a a a a
+ 1 + (;é + =) +...+ ( n-2 , r 2 ) + (=2 «+ —3)
2 a2 n-1 a2 2,
Ft ceecscevcccescsecsecccscsssesesssnscce
» a a
+ 1 v (=D 2-1)
n-1 n
+ 1
a a.
k i .
=n + (— + =). (3)
15i <kSn 8 8%

I. Fir jedes positive x ist bekanntlich x + % 2 2 mit Gleichheit
genau fir x = 1. Wendet man diesaauf die Glieder des Summen-
zeichens in (3) jeweils mit x = ;5 an, so folgt wegen der be-

i

kannten Anzahl 21%:11 der Paare (i,k) mit 1 S i < k S n
z.2n +2021) 5 42,

Damit ist die linke Ungleichung in (2) bewiesen, und man erhéalt

zu a): Das Gleichheitszeichen gilt genau im Fall a) = ... =28,

II. AuBer (1) sei o0.B.d.A.

< < <
= B eee =

a; = 3
angenommen.

8n

Fir 1 S x = y gilt stets

03 (xy = 1)(y = x)
oder, aquivalent hiermit,

2 < 2
Xy +y=Xy + X,

1<
x+;ay+%

mit Gleichheit genau fiur x = y. Aus p s a; H a, folgt daher

mit Gleichheit genau fir a; = p; und aus ai H a, S q folgt

4
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[

)
= |

q ay

a, *'gq

i q

mit Gleichheit genau fur a = q.

A

a
k
’a—f
i

Fur jede ganze Zahl m mit O = m = n gilt somit: Ersetzt man in z
die Zahlen1 8140008y der Reihe nach durch p und die Zahlen2

8o 8 _qecees8p g der Reihe nach durch q, so erhalt man eine

Zahl z' = z; d. h., es gilt

nA

z (m-p + (Nn=m)-q)<(m - % + ‘n-m) . %)

n? + (n-m)2 +m . (n-m)-(% + %)

= mz +n% - 2an + m2 + m-(n—m)-(% + %)

n? 4+ m-(n-m)-(% +3-2

nZ 4 m-(n-m)-(\/g-\/g)z. (4)

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn in z bereits

8, = ... =a, =p, a = ... = a, = qwar.

m+l
' n2 n 2
In Abhéngigkeit von m ist nun m(n-m) = T - (? - m)” im Intervall

[0,%] streng monoton steigend, im Intervall [%,n] streng monoton
fallend. Fur gerades n folgt hieraus

2 2
< n n
m(n-m) = Z- = [r]
mit Gleichheit genau fir m = %.
Fur ungerades n gilt sowohl mit der groBten ganzen Zahl m = [%]
38 Intervalls [0,%] als auch mit der kleinsten ganzen Zahl

2
fiir alle ganzen Zahlen m in Co,n] folgt daher

s S - § - [ ]

m = [2] + 1 des Intervalls [%,n] die Gleichung (% - m)2 = %;

mit Gleichheit genau fur m -[:%] und m = [%} + 1.

1 Fir m = O entfallt diese Aufzahlung.
2 Fur m = n entfallt diese Aufzadhlung.
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Zusammen mit (4) ist damit der Beweis der rechten Ungleichung in
(2) erbracht, und zu b) ist gezeigt:
Das Gleichheitszeichen gilt fur gerades n genau dann, wenn

% der a, den Wert p und % der a, den Wert 9 haben;

i
es gilt fur ungerades n genau dann, wenn

entweder [ﬂ} der a, den Wert p und [%] + 1 der a

2 i i

oder [%] + 1 der a; den wert p und [%] der a, den Wert q haben.

den Wert q haben

Bemerkungen:
1. Die Abschédtzung von m(n-m) und die Aussagen zum Gleichheits-

zeichen koénnen (anstelle der Monotoniebetrachtung) auch durch
direkten Vergleich erfolgen, fur gerades n durch '
2 7/

%_ - m(n-m) = (m - %)2 =0 fur alle m,
fur ungerades n durch
2
S -Z-an-m) = (m -5 -2) 20

fur alle m = —%l und alle m = ";1.

3

2. Vermittels Pay s a,q und pa, H a;q, also

pzaiak + qza,_ak - ankz - aniz = (pay - a,q)(pay - a;q) =0

folgt einheitlich fur alle i,k
a a

Eed - Geg)do
Damit erhdlt man aus (3) statt der rechten Ungleichung (2) die
schwachere Abschédtzung '

zSn s RMgzi). @9 %, 0, (B /52
Bei der Bewertung von Schilerldsungen, die (z. B. auf diesem
wege) den geforderten Nachweis als Ganzes verfehlen, ist zu
berucksichtigen, ob es mdglich ist, noch einzelne Punktanteile
fur Teilschritte wie z. B. die Nutzung von (3) zu vergeben.

8



L 11/12;1I

281246 B) Losung: 7 Punkte

Die gesuchte groBtmogliche Anzahl ist 1. Zum Beweis hierfir hat
man (da offenbar ein Quadrat der Seitenlénge 1 in das gegebene
Quadrat gelegt werden kann) zu zeigen, daB sich je zwei in dem
gegebenen Quadrat ABCD liegende Quadrate der Seitenlange 1 gegen-
seitig Uberlappen missen. Hierfir genugt es, nachzuweisen, daB
jedes in ABCD liegende Quadrat der Seitenldnge 1 in seinem Innern
dan Mittelpunkt M von ABCD enthalten muB.

Jenommen nun, es gébe in ABCD ein Quadrat PQRS der Seitenlénge 1,
in dessen Innern M nicht liegt (Abb. L 2812468)1. Die Geraden
durch P,Q bzw. Q,R bzw. R,S bzw. S,P seien p,q,r bzw. s. Dann liage
M auf dem Rand oder auBerhalb mindestens eines der beiden Streifen
zwischen p,r bzw. zwischen q,s. Also hatte M von mindestens einer
der Geraden p,q,r,s einen Abstand groBeroder gleich 1, o0.B.d.A.
von p.
Somit lage ganz auBerhalb des Inkreises k von ABCD, da dieser
den Radius * 1,99 < 1 hat. Andererseits enthielte der Durch-
schnitt von p mit der Quadratfliache ABCD mindestens die Strecke PQ
.und wére daher selbst eine Strecke XY. Da nun die Quadratfléache

Nl T

ABCD mit dem AuBengebiet von k nur die vier paarweise disjunkten
Fléchenstiicke AEH, BEE, Cé?, DHG gemeinsam hat (E,F,G,H seien die
Mittelpunkte von AB, BC, CD, DA; die Flachensticke seien jeweils
ohne die Kreisbogenstiicke éﬁ, ﬁE, é?. HG, aber einschlieBlich der
ibrigen Randpunkte verstanden), miBte die Strecke XY ganz in einem
dieser Flachensticke liegen, o.B.d.A. in AEH. Ihre Endpunkte X,Y
miBten Randpunkte von ABCD sein, wegen XY H PQ=1> % - 1,99 =
= = AH also 0.B.d.A. mit X auf AH und Y auf AE. p
Unter allen Geraden, die parallel zu p sind und durch einen Punkt
der Strecke XH gehen, muB es (genau) eine geben, die k berihrt;
denn p selbst liegt auBerhalb k, und die Parallele durch H zu p
schneidet den Kreis k in zwei Punkten (da sie nicht auf dem

Radius MH senkrecht steht). Diese k berihrende Gerade u schneidet
die Strecke XH also in einem inneren Punkt U und somit die Strecke
YE in einem inneren Punkt V, ihr Beruhrungspunkt mit k sei W.

1 Eine Abbildung kann nicht alle diese Bedingungen der. Eingangs-
annahme einhalten, die ja mit dem oben folgenden indirekten
Beweig widerlegt wird. In der Abb. L 281246B wird die Bedingung

[30) 5 AB nicht eingehalten.
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wegen AX < AU ist nach dem Strahlensatz auch XY < UV; hiermit
folgte nach der Dreiecksungleichung und nach dem Satz von der
Gleichheit der Tangentenabschnitte

1= PQ 5 XV <TV<Z(AUsAV + UN+WN) = 5(AUsAV + UH+VE)=AE = 31,99,

Dieser widerspruch beendet den Beweis.
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Abb. L 281246 B



